Wzor na sume i roznice cosinusow

« Wprowadzenie
o Przeczytaj
 Film samouczek
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela
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Do tej pory poznates$ wzory na funkcje trygonometryczne sumy oraz roznicy katow. Na tej
lekcji dowiesz si¢, w jaki sposob ze znanych wzorow wyprowadzi¢ wzory na sume oraz
roznice cosinusow. Na podstawie tych nowych wzoréw bedziesz oblicza¢ wartosci wyrazen
oraz zmienia¢ sumy algebraiczne zwigzane z funkcjami trygonometrycznymi na iloczyny.

Twoje cele

» Dowiesz sig, jak wygladaja wzory na cos a + cos 8 oraz cos a — cos .
» Nauczysz sie stosowa¢ wzory na cos « + cos 3 oraz cos o — cos 3 do obliczania
wartosci wyrazen.




Przeczytaj

Do wyprowadzenia wzor6éw na sume i réznice cosinusow wykorzystamy poznane wzory na cosinus
sumy oraz cosinus roznicy. Przypomnijmy je zatem.

Twierdzenie: wzory na cosinus sumy oraz réznicy argumentéw
Dla dowolnych a, 8 € R zachodza wzory:

cos(a + ) = cosacos f — sinasin

cos(a — ) = cosacos B + sin asin S.
Teraz udowodnimy twierdzenie o sumie cosinuséw i réznicy cosinusow.
Twierdzenie: wzory na sume oraz réznice cosinuséw

Dla dowolnych «, 8 € R zachodza wzory:

cosa + cos B = 2 cos 2F w - COS O‘T_B
- _ a+p s a—f
cosa — cos 8 = —2sin =5= - sin —5~

Dowadd

Zauwazmy, ze prawdziwe sg nastepujace zaleznosci:

am ool ip= ot - up

Podstawmy do wyrazenia cos o + cos 3 zapisane powyzej zaleznoSci:
cos a + cos 8 = cos (%ﬂ + O‘T_ﬂ) + cos <aT+ﬁ — O‘T_'B) =

Skorzystajmy ze wzorOw na cosinus sumy i roznicy argumentow:

= (cos ﬂcosTﬁ — smaTJrﬁ . sin O‘%>+

+(cos 2B cos 452 4 sin 442 - sin —af) =

Po redukcji wyrazen otrzymujemy zaleznoS¢:
+ —
— cosa + cos B = 2cos 22 . cos O‘Tﬂ
Podobnie postgpimy, aby udowodni¢ wzor na roéznice cosinusow:

cos  — cos = cos (437 + 457 ) —cos (447 — %57 =

= (cos LﬂcosTB — sin O‘TJF'B sin —ﬂ)+



javascript:void(0);

—<cos%ﬁ-cosa7%+sin%ﬂ'sina7fﬁ> =

= —2sina2ﬂ .sin %8..

Przyktad 1

Zapiszemy wyrazenie cos 10« - cos 8a + cos 8a - cos 6a w postaci iloczynu.
Rozwigzanie

Na poczatek wyciagnijmy wspoélny czynnik przed nawias:

cos 10a - cos 8a + cos 8a - cos 6ar =

= cos 8a(cos 10a + cos bar) =

Nastepnie zastosujemy wzOr na sume cosinusow:

10a2+6a ) 10a;6a ) —

:2c058a-cos( ~cos(

By ostatecznie otrzymac postac iloczynowa:

= 2cos 8a - cos 8a - cos 2a = 2 cos? 8a - cos 2a

Przyktad 2

cos 7° + cos 53° + v/3 cos 23°

Obliczymy warto$¢ wyrazenia
2/3 cos 23°
Rozwigzanie

Wykorzystamy wzor na sume cosinusow:

cos 7° + cos 53° + /3 cos 23° B
24/3 cos 23°

_ 2cos 30° - cos 23° + /3 cos 23° B
24/3 cos 23°

Nastepnie zredukujemy wyrazy podobne i otrzymamy wynik:

V3 cos23° + /3 cos 23° _q
24/3 cos 23°

Przyktad 3

cos 8° 4+ cos 14° + cos 34° + cos 40°
sin 87° - cos 13° - cos 24° '

Obliczymy warto$¢ wyrazenia:

Rozwigzanie
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Najpierw zmienimy kolejnos¢ sktadnikow sumy w liczniku, aby mozna byto wyciggna¢ wspolny
czynnik przed nawias:

cos 8° + cos 14° + cos 34° + cos 40°
sin 87° - cos 13° - cos 24° N

 (cos40° + cos 8°) + (cos 34° + cos 14°)
B sin 87° - cos 13° - cos 24°

~ 2cos 24° - cos 16° + 2 cos 24° - cos 10°
N sin 87° - cos 13° - cos 24° '

Korzystamy ze wzoru na sume cosinusow i otrzymujemy wynik:

2c0824°(cos 10° + cos 16°) ~ 2-2cos13°-cos3° 4
sin (90° — 3°) - cos 13° - cos24°  cos13°-cos3°
Przyktad 4

Obliczymy tg  wiedzac, ze cos (z + 30°) + cos (z — 30°) = v/3sin z.
Rozwigzanie

Lewga strone réwnania cos (z + 30°) + cos (z — 30°) = +/ 3sinz przeksztalcamy, korzystajac ze
WZOru na sume cosinusow:

2c0s30° - cosz = V/3sinz
Otrzymujemy rownanie:
V3cosz = V/3sinz,

ktore po podzieleniu stronami przez V3cosz daje oczekiwany wynik:

tgx = 1.

Stownik

Wzory na cosinus sumy oraz réznicy argumentéw
Dla dowolnych a, 8 € R zachodza wzory:
cos(a + B) = cosacos f — sinasin 8
cos(a — ff) = cos acos B + sin asin S.
WZOry na sume oraz réznice cosinusow
Dla dowolnych «, 8 € R zachodza wzory:

cosa—i—cosﬁ:ZcosaTw -cosO‘Tfﬁ

cosa — cos 3 = —2sinaT+ﬂ - sin anﬂ
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Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem, a nastepnie wykonaj polecania umieszczone pod nim.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIHZBbWgj

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej wzoru na sume i réznice cosinusow.

Polecenie 2

Zaznacz prawidtowe dokonczenie zdania. Wyrazenie cos 4x — sin 2z zapisane w postaci
iloczynu ma postac:

(O 2cos(45” — 3z) cos(45° — z).
(O 2cos(45” + 3z) cos(45° — z).
(O 2cos(45° + 3z) cos(45° + z).

() 2cos(45° — 3x) cos(45° + x).

Polecenie 3
Zaznacz prawidtowe dokoriczenie zdania. Wyrazenie cos(z + 120°) — cos(x — 120°) jest
réwne:

—+v' 3 cosz.

\/gsin T.

—\/§ sin .

o O O O

COS .



https://zpe.gov.pl/a/D1HZBbWgj

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz prawidtowe dokoniczenie zdania. Warto$¢ wyrazenia cos ¢ — cos(xz — 60°) jest
réwna:

O V3cos(z +30°).
(O sin(z —30°).
(O sin(30° — z).

O V/3cos(z+60°).




Cwiczenie 2

O

Zaznacz wszystkie prawidtowe odpowiedzi. Wyrazenie cos(137°) — cos(77") jest rowne:

o o o o 0O O d

0J

—4/3cos 17’

cos 107°

cos 163°

V/3sin107°

sin 107°

—4/3sin77°

—cos17°

—sin107°

Cwiczenie 3

Potacz w pary wyrazenia rowne.

cos(x +45°) + cos(x — 45°)
cos(z —45°) — cos(z +45°)
cos(z 4+ 60°) + cos(z — 60°)

cos(x —60°) — cos(x + 60°)

\/gsin:c
\/Ecosac

COS T

\/isinm



Cwiczenie 4

iy 27
CoSs = + cos 5

3, T
2 cos 0 ° COS 15

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Warto$¢ wyrazenia jest réwna:

O 1

O -1

O -2

O 1

Cwiczenie 5

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Jezelia — B = % ,a + B = 4m, to warto$¢ wyrazenia
cos a + cos 3 jest rowna:

o o O O 0O O



Cwiczenie 6

) ) . cos48° 4+ cos42° +v/2cos3° |
Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Warto$¢ wyrazenia jest

v/2 sin 87°

rowna:

o o O O O
|

O -L

Cwiczenie 7 O

cos 10° + sin 10°
V2sin55°

Oblicz wartos$¢ wyrazenia:

Cwiczenie 8 O

Zapisz ponizsze wyrazenie cos 2z — cos 4x — cos 6 + cos 8x w postaci iloczynu trzech
funkcji trygonometrycznych.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzor na sume i réznice cosinuséw

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

sina .
cosa’

4) korzysta z wzoréw sin? a + cos? a = 1, tga =
Zakres rozszerzony. Uczen:

6) rozwigzuje rOwnania i nieréwnosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie wigkszym
niz w przyktadach: 4 cos 2x cos 5 = 2cos 7z + 1,2 sin?z < 1.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢.

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wzory na sume i roznice cosinusow do obliczania warto$ci wyrazen;
e dowodzi prawdziwoS$ci twierdzen, korzystajac ze wzorow na sume i réznice
cosinusow.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e odwroécona klasa;
» metoda tekstu przewodniego.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekcii.
2. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z medium w sekcji ,Film samouczek”.

Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,Wzor na sume i réznice cosinusow” i celow
lekcji. Okreslenie wigzgcych dla uczniow kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w 2 grupach, metodg tekstu przewodniego - wykorzystujac
odpowiednie tresci z sekcji ,Przeczytaj” . Celem 1 grupy jest poznanie zastosowania
WZOru na cosinus sumy argumentow a grupy 2 - zastosowania wzoru na cosinus sumy
argumentow. Wszyscy uczniowie spotykajg sie przy ,okragltym stole” Zadaniem
przedstawicieli grup jest przekazanie zdobytej wiedzy pozostalym uczniom.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda rozwigzywac¢ ¢wiczenia
numer 1i 2. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani
uczniowie przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspodlnie ustosunkowuje si¢ do
nich. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacije,
udziela uczniom informacji zwrotne;.



3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,Wzor na sume i réznice cosinusow”
i inicjuje krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego si¢ uczniowie nauczyli?
Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia
informacje.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Wzor na sume i roznice cosinusow”).

Materialy pomocnicze:
» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji , Film samouczek” mozna wykorzystac jako materiat stuzacy
powtorzeniu materialu w temacie ,Wzor na sume i roznice cosinusow”.
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