/aleznosc miedzy polem trojkata a promieniem kota
wpisanego w trojkat

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

« Animacja

« Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



—
—
— P

Zaleznos¢ miedzy polem tréjkata a promieniem kota
wpisanego w trojkat

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W tym materiale przedstawimy zwigzek pomiedzy polem trojkata a promieniem kota
wpisanego w ten trojkat. Przedstawimy rowniez seri¢ wzorow, pozwalajgcych na szybkie
wyznaczanie promienia kota wpisanego w szczego6lne klasy trojkgtow.

Twoje cele

o Okreslisz zwigzek pomiedzy polem trojkata a promieniem kota wpisanego w ten
trojkat.

e Dobierzesz odpowiedni wzor do danych zawartych w zadaniu.

o Wykorzystasz wiedze o roéznych mozliwosciach wyznaczania pola trojkata, w celu

bardziej efektywnego wyznaczania promienia kota wpisanego w trojkat.



Przeczytaj

Mowimy, ze kolo jest wpisane w trojkat, jesli okrag bedacy brzegiem kota jest styczny do
wszystkich bokoéw trojkata. Tréjkat nazywamy wtedy trojkatem opisanym na tym kole.

Srodek kola wpisanego w trojkat jest punktem przeciecia dwusiecznych katow trojkata
(patrz rysunek ponizej).



javascript:void(0);

Konsekwencjg powyzszej wiasnosci jest fakt, ze w kazdy tréojkat mozna wpisac tylko jedno
koto.

Pomiedzy polem trojkata, jego obwodem oraz promieniem kota wpisanego w trojkat
zachodzi pewien bardzo uzyteczny zwigzek. Mianowicie pole trojkata jest rowne
iloczynowi promienia wpisanego kota i potowy obwodu troéjkata

P=r-p,

gdzie:

p - polowa obwodu trojkgta p = bt

2 9
P - pole trojkata.

Udowodnimy teraz powyzszy wzor. Spojrzmy na ponizszy rysunek.

C

a

Jezeli w tréjkacie ABC poprowadzimy odcinki taczace wierzchotki ze $rodkiem okregu
wpisanego w ten trojkat, to otrzymamy trzy mniejsze trojkaty: ABO, BCO, CAO. Latwo
zauwazyc, ze wysokosc¢ kazdego z nich jest rowna dtugosci promienia okregu wpisanego
w ten trojkat. Sumujac pola trzech powstatych tréjkatoéw, otrzymujemy pole trojkata ABC:

Prapc = Prapo + Papco + Pacao = gar+ 5br+ zer=r-5 - (a+b+c) = rp.
Co konczy nasz dowod.
Ciekawostka

Promien r kota wpisanego w trojkat mozna obliczy¢ réwniez z alternatywnego wzoru:




_ [ (p=a)(p—b)(p—c)
=)

gdzie:

a, b, ¢ - dlugosci bokow trojkata,

i _ atbt
p - potowa obwodu trojkgta p = 5=,

Dowéd

[\

Aby udowodni¢ powyzszy wzor skorzystamy z funkcji sinus.

Zauwazmy, ze z definicji funkcji sinus mamy sin o = %, a stad po przeksztalceniu
h = b - sin a. Zatem wzor na pole trojkata mozemy zapisac jako

P = 1hc= $besina.

Skorzystamy teraz z twierdzenia cosinusow: a? = b? + ¢? — 2bc cos a. Stad mamy, ze
b’ +ct—a?

CoOS o = 2be

Stosujac jedynke trygonometryczng (sin® a + cos? a = 1), mozemy zapisa¢
2
2 b’+c?—a? _ b’ 4c?—a? bV’+c?—a® | _
SlIlOé—].—( 2bc > _(1_ 2bc )(1+ 2bc )_
. ( 2bc—b%—c2+a? ) ( 2bc+-b%+c2—a? ) .
- 2bc 2bc -

o ( a2—(b—c)? ) ( (bJrc)zfa2 ) o
- 2bc 2bc -

(atb—c)(a—b+c)  (bteta)(btc—a)
2bc 2bc




Korzystajac z faktu, ze 2p = a + b + ¢, mamy:
a+b—c=2p—2c

a—b+c=2p—2b,

a+b+c=2p

b+c—a=2p-—2a.

Kontynuujac powyzsze rowanie

sin o — 2(;0—62);(17—?)) , 2p-22(1i—a) _ 4p(p—a)b(£;b)(p—6),

zatem

sina = 2\/p(P—a)b(cp—b)(p_c) .

Wrocmy teraz do wzoru na pole trojkata P = %bc sina .

Podstawmy sin oo do powyzszego wzoru

2 —a)(p—b)(p—c
P=1Lbe. V(P )b(cp Jp—c) _ Voo —a)(p—b)(p — o).
OtrzymaliSmy wzor na pole trojkata jezeli znane sg dtugosci jego bokow.
Wiemy, ze P = rp.

Zatem

_ [/ (p—a)(p—b)(p—c)
I

Ciekawostka
Jesli znamy promien okregu opisanego R, to promien okregu wpisanego mozna obliczy¢
ze WZOoru:

_ abc
r_ 4Rp-

Dowéd

Wiemy, ze pole trojkata mozemy obliczy¢ ze wzoru P = %ab sin «, gdzie a jest katem

lezacym migdzy bokami a i b, naprzeciw boku c. Z twierdzenia sinuséw wynika, ze

C

SR zatem

sino =

c _ abe
absz = Ix -

o=

P = %absina =

Wiemy, ze P = rp.



Zatem

__ abc
™P = 4R

__ abc
T= IRy
Ciekawostka

Promien r okregu wpisanego w trojkat rownoboczny mozna obliczy¢ ze wzoru:

pid
2

r =

av/3
6 ’

gdzie:
a - dtugosc¢ boku troéjkata,
R - promien okregu opisanego.

Dowéd

Wysokosci w trojkacie rownobocznym dzielg sie w stosunku 2 : 1, liczac od
wierzchotka. Punkt przeciecia wysokosci jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie
rownobocznym (jest takze Srodkiem okregu wpisanego w trojkat rownoboczny). Zatem

1
r=35h
_avV3
h_2
r_l.ax/g_a\/g
- 3 2 6 -

Ciekawostka

Diugos¢ promienia r okregu wpisanego w trojkat prostokgtny mozna obliczy¢ ze wzoru:

r = a+§—c

’



gdzie:
a, b - dtugosci przyprostokatnych,
¢ - dlugosc¢ przeciwprostokatne;j.

Dowod

Spojrzmy na ponizszy rysunek.

A
A

Dlugos$¢ przeciwprostokatnej trojkata ABC), jest rowna:
c=a—-r+b—r=a+b-2r

Wyznaczajac z powyzszego wzoru r, dostajemy:

r= atbc

Przyktad 1

W trojkgcie ABC: |AC| = 9, | BC| = 12, miara kata przy wierzchotku kgta C wynosi 90°.
Obliczymy dlugos¢ promienia okregu wpisanego w ten trojkat.

Rozwigzanie



Uzyjemy wzoru na dtugo$¢ promienia okregu wpisanego w trojkat:

P

P =1r.-p, zatemr = R

Znane s3 dtugosci dwu przyprostokgtnych. Mozemy obliczy¢ dlugos¢
przeciwprostokatnej oraz pole trojkata.

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa mamy:

AB| = \/|AC* + |BCI® = V92 + 127 = V81 1 144 = v/225 = 15.
Wyznaczymy teraz pole trojkata ABC:
P=1.]AC|-|BC|= 1L .9-12=54

Nastepnie obliczymy potowe obwodu trojkata:

Przyktad 2

W prostokatny trojkat rownoramienny o polu 8 wpisano koto. Wyznaczymy dtugos¢
promienia tego kota.

Rozwigzanie



Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

™

Wiemy, ze pole w prostokatnym trojkgcie rownoramiennym jest rowne potowie iloczynu
dtugosci przyprostokatnych. Zatem: % -z -z = 8stad 2% = 16.

Zatemx = 4lubz = —4.
Poniewaz dlugosc¢ boku trojkgta nie moze byc¢ liczbg ujemng, zatem =z = 4.

Dtugos¢ przeciwprostokatnej mozemy obliczy¢ z twierdzenia Pitagorasa, albo zauwazy¢,
ze nasz trojkat jest potowg kwadratu, a przeciwprostokatna jest przekatng tego kwadratu.
Zatem przeciwprostokgtna ma dilugosc¢ 44/2.

Mozemy zatem obliczy¢ obwod naszego trojkata, ktory wynosi 8 + 44/2.

Wstawiajgc dostepne dane do wzoru r = % mamy

r— _8 4 2-V2 _ 84V2 _ 4 9./o

~ 412v2 21v2  2-v2 2

Zatem dlugo$¢ promienia kola wynosi 4 — 2v/2.

Przyktad 3

W trojkat rownoramienny o bokach diugosci 4, 4 ,6 wpisano okrag. Wyznacz stosunek
pola kota ograniczonego tym okregiem do pola trojkata.

Rozwigzanie



Musimy wyznaczy¢ zarowno pole trojkata, jak tez pole kota. Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku:

A D=6 C

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy (%)2 + h? =12

Stad:

32 + h? = 4?
9 + h? = 16,
czyli:

=7

i ostatecznie:

h=T.

Po zastosowaniu znanego wzoru na pole trojkata: P; = % - a - h mamy
P=1.6-4/7T=3yT.

Zauwazmy ponadto, ze potowa obwodu naszego trojkata wynosi p = # =T.

Stad, po zastosowaniu wzoru: r = £il mamy r = 3—‘/7.
P 7

Pole kota o promieniu dtugoéci r zadane jest wzorem Py = 7r?.

2
Zatem, w naszym przypadku: Py, = w(%ﬁ) = %w.

Ostatecznie, stosunek pola kota do pola trojkata wynosi: 5 = v

N : L : .. B
Co po usunigciu niewymiernosci z mianownika daje: 5~ = 577

Przyktad 4
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W trojkacie rownoramiennym ABC o obwodzie 120, gdzie |AB| = |BC)|, stosunek
dtugosci bokow ABi AC wynosi 3 : 2. Wyznacz dtugos$¢ promienia okregu wpisanego
w ten trojkat.

Rozwigzanie

Oznaczmy boki trojkata jak na rysunku ponize;j:

B

3x 3x

-

A 2z C

Wowczas obwod tego trojkata mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposob: 3z + 3z + 2x = 120
, czyli 8x = 120, skad = = 15.

Zatem boki naszego trojkata maja dtugosci |AB| = |BC| = 45, |AC| = 30.

Wysokos¢ tego trojkata mozna tatwo obliczy¢ z twierdzenia Pitagorasa, a mianowicie
452 = h? 4 15, czyli h? = 1800. Stad h = /1800 = 30v/2.

Mozemy teraz obliczy¢ pole trojkata, ktére wynosi P = % -30 - 30v/2 = 450v/2.

Ostatecznie dtugo$¢ promienia okregu wpisanego obliczamy ze wzoru
P _ 450v2 _ 15V2

r=3 = "6 ~— "2

Stownik

pole kota

pole kota o promieniu r > 0 zadane jest wzorem P = mr?



dwusieczna kata

dwusieczng kata nazywamy zbior punktow rownoodlegtych od jego ramion



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami przedstawionymi w animacji, a nastepnie wykonaj polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DfwDoeRY2

Film nawigzujacy do treSci materialu dotyczgcej zalezno$ci miedzy polem trojkgta
a promieniem kota wpisanego w ten trojkat.

Polecenie 2

Oblicz pole kota wpisanego w tréjkat o bokach 4, 6, 8.

Polecenie 3

W tréjkat, ktorego boki sg trzema kolejnymi liczbami naturalnymi, wpisano okrag o polu

rownym %71 Woyznacz boki tego trojkata jesli wiadomo, ze jego pole wynosi 6\/6.


https://zpe.gov.pl/a/DfwDoeRY2

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wstaw wtasciwg wartosé. Pole kota wpisanego w tréjkat prostokatny, ktérego boki sg trzema
kolejnymi liczbami naturalnymi wynosi:

..............

3

Cwiczenie 2 @)

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. W trojkacie prostokatnym réwnoramiennym
o przyprostokatnych réwnych 2 odlegtos¢ srodka okregu wpisanego w ten tréjkat od
wierzchotka przy kacie prostym wynosi:

O d=2v3-2.
O d=4.
O d=2v2-2.

O d=2v2+2.




Cwiczenie 3 ¢

Potacz w pary tréjkat o zadanym polu i obwodzie z promieniem kota wpisanego w ten tréjkat.

P=10; L =40 r=2
P =50; L =100 r=+¢
P=50;L =30 r=1
P =10; L = 100 r=3

Cwiczenie 4

Uszereguj rosngco obwody trojkatow, ktérych pole wynosi 15, a promienie okregéw
wpisanych w te trojkaty sa réwne: 2; 3; 4; 2, 5; 3, 3.

L=15 =
L=2L s
L=10 =
L=4 =

h
I
—_
[\

O



Cwiczenie 5

Wstaw prawidtowa odpowiedZ w wyznaczone miejsce. W trojkat réwnoboczny o polu
rownym 4\/§ wpisano koto. Pole tego kota wynosi:

— 2 — 4 _ 5 _ 3
‘P—SFHP—?)T('HP—127‘(’HP—47T’

Cwiczenie 6

Zaznacz prawidtowga odpowiedz. W troéjkat rownoramienny o podstawie 6 i kacie przy
podstawie rownym 30° wpisano koto . Promien tego kota wynosi:

() wszystkie odpowiedzi s poprawne.
O 3-+27.
O 6+3V3.
O 3(2 - \/5)
Cwiczenie 7

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Pole kota wpisanego w trojkat rownoramienny o kacie
pomiedzy ramionami rownym 90° wynosi 4. Pole tego tréjkata wynosi:

O 10 + 4v2.
O 12+8v2
O 12 +2v2.

(O 12 +44/3.



Cwiczenie 8 O

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Jeden z katow ostrych tréjkata prostokatnego ma miare 30°.
Funkcja okreslajaca dtugos$¢ promienia okregu wpisanego w ten tréjkat w zaleznosci od
dtugosci przeciwprostokatnej (zmienna ¢) ma wzor:

c-sin30°-cos 30°

O "= 30-sin30°+c0s307) -
O - 1+sin30°4cos 30°
" 1+4c-sin30°-cos60° *
O ___¢-sin30°-cos30°
T = T sin30" +cos30°
O r— c-sin30°-cos 30°
" 2(1+sin30°+cos30°) *



Dla nauczyciela

Autor: Krystyna i Adam Kiersztyn

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zalezno$¢ miedzy polem trojkata a promieniem kola wpisanego w trojkat
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

10. wskazuje podstawowe punkty szczegolne w trojkacie: srodek okregu wpisanego
w trojkat, srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wlasnosci;

11. stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dlugosci odcinkoéw w figurach
plaskich oraz obliczania pol figur;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza promien kota wpisanego w trojkat w oparciu o dostepne informacje

o trojkacie
e wyznacza pole trojkata na podstawie promienia okregu wpisanego i obwodu tréjkata
» okresla stosunek pola trojkata do pola kota wpisanego w ten trojkat

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
e konektywizm



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e burza mozgow
e mapa mysli

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,
» arkusze papieru, pisaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osobe o odczytanie tematu lekcji, a nastepnie wraz
z uczniami okresla cele i kryteria sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w 3 osobowych grupach zapoznajg si¢ z informacjami zapisanymi w sekcji
»Przeczytaj’. Kazda z grup tworzy wlasng mape mysli na temat zaleznoSci miedzy polem
trojkata a promieniem kota wpisanego w trojkat. Uczniowie poréwnuja swoje prace
i omawiaja z nauczycielem roznice w interpretacji zagadnienia.

2. Uczniowie w parach analizujg rozwigzanie przyktadow w sekcji ,,Przeczytaj”

3. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. W nastepnym kroku uczniowie wykonujg w grupach zadania numer 3, 4 i 5. Nastepnie
wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby uzupetnia
informacje.

5. Uczniowie wykonujg samodzielnie zadanie 6 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”
2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,,Zalezno$¢ miedzy polem trojkata
a promieniem kota wpisanego w trojkat” i inicjuje krotkg rozmowe na temat kryteriow
sukcesu. Czego si¢ uczniowie nauczyli? Na koniec prosi chetnego ucznia
o podsumowanie.

Praca domowa:
o Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 71 8.
Materialy pomocnicze:

» Pole trojkata
» Pole kota
» Okrag wpisany w trojkat

Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna rowniez wykorzysta¢ podczas realizacji lekcji ,,Okrag wpisany w trojkat’.


https://epodreczniki.pl/a/pole-trojkata/Dd3TxIxJE
https://epodreczniki.pl/a/pole-kola/D10GPXtio
https://epodreczniki.pl/a/okrag-wpisany-w-trojkat/D1H1PzHOL

