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Zrédto: Viktor Peschel z Pixabay, domena publiczna.

W prostopadtoScianie mozna wskazac réozne rodzaje kqtow pomiedzy prostymi

a ptaszczyznami. Miara takiego kata moze wynosi¢ 0° jezeli prosta jest rownolegla do
ptaszczyzny lub 90 °jezeli prosta jest prostopadta do ptaszczyzny. W pozostatych
przypadkach miara takiego kata jest zwigzana z rzutem prostokatnym prostejna
plaszczyzne.

Twoje cele

» Zdefiniujesz kat pomiedzy prosta a ptaszczyzna.

» Wskazesz w prostopadtoscianie katy pomiedzy prostymi a ptaszczyznami.

e Obliczysz miary katow w prostopadto$cianie.

o Wykorzystasz tablice warto$ci funkcji trygonometrycznych do odczytywania miar
katow.



https://pixabay.com/pl/users/1a-photoshop-6724285/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2886285
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2886285

Przeczytaj

Przypomnijmy definicje kata miedzy prosta a ptaszczyzna.
Definicja: kat miedzy prostg i ptaszczyznag

Katem a miedzy prostg m a ptaszczyzng m nazywamy kgt miedzy prostg m i jej rzutem
prostokatnym m’ na plaszczyzne .

W przypadku prostopadtoscianu bedziemy rozpatrywac kilka réznych rodzajow katow
miedzy prostymi (odcinkami) a ptaszczyznami. Naleza do nich:

1. Kat miedzy przekatng prostopadloscianu a plaszczyzng podstawy.

Miara kata miedzy przekatng prostopadioscianu a ptaszczyzng jego podstawy jest rowna
mierze kata miedzy przekatng prostopadtoscianu i przekatng podstawy.
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2. Kat miedzy przekatng prostopadlo$cianu a §ciang boczng.

Miara kata miedzy przekatng prostopadloScianu a Sciang boczng jest rowna mierze kata
miedzy przekatng prostopadtoscianu a przekatng Sciany boczne;j.

3. Kat miedzy przekatna jednej Sciany a s3siednia Sciang prostopadloscianu.

Miara kata miedzy przekatna Sciany a sgsiednia $ciang jest rowna mierze kata miedzy
przekatna Sciany a krawedzig wspolng obu Scian.

Do wyznaczania przyblizonych miar katéw bedziemy uzywac funkcji trygonometrycznych
oraz tablic wartosci tych funkcii.

Przyktad 1



Wyznaczymy miare kata miedzy przekatng prostopadtoscianu a ptaszczyzna jego
podstawy, jezeli krawedzie prostopadto$cianu maja dtugosci 3,5,6.

Rozwigzanie:

Narysujmy prostopadtos$cian, zaznaczmy odpowiedni kat, jak na ponizszym rysunku.

Dtugos¢ przekatnej podstawy obliczamy z twierdzenia Pitagorasa.

Zatem:
z? = 5% + 32,
z = +/34.

Zauwazmy, ze trojkat zbudowany z przekatnej podstawy, krawedzi bocznej oraz
przekatnej prostopadloscianu, jest prostokatny.

Do wyznaczenia miary kata uzyjemy funkcji trygonometrycznej tangens. Wobec tego:

_ 6 _ 6v34 _ 334
tga = 7= = 31 = a7 -

Korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, otrzymujemy, ze o =~ 46°.
Przyktad 2

W prostopadtoscianie dtugosci krawedzi wychodzacych z jednego wierzchotka tworzg
cigg arytmetyczny o roznicy 4, a suma wyrazow tego ciggu wynosi 36. Wyznaczymy sinus



kata miedzy przekatna prostopadtoscianu a $ciang, utworzong z najdtuzszych
i najkrotszych krawedzi.

Rozwigzanie:

Narysujmy prostopadtoscian i wprowadzmy oznaczenia jak na ponizszym rysunku.
Krawedzie wychodzace z jednego wierzchotka tworzg ciag arytmetyczny o roznicy 4.

r+8

r+4

Poniewaz suma wyrazow ciggu arytmetycznego, ktory tworzg dlugosci krawedzi
wychodzacych z jednego wierzchotka wynosi 36, do wyznaczenia wartosci ©
rozwigzujemy rownanie:

r+rx+4+x+ 8 =36,
3z + 12 = 36, czylix = 8.
Wobec tego krawedzie prostopadlo$cianu majg dtugosci odpowiednio 8,12,16.

Zauwazmy, ze przekatna prostopadioscianu, przekatna Sciany bocznejoraz krawedz
podstawy tworzg trojkat prostokatny.

Obliczmy dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu.

d= /824122 + 162 = /64 + 144 + 256 = /464 = 4/29.

Zatem sinus kata miedzy przekatng prostopadiosScianu a Sciang, utworzong
z najdtuzszych i najkrotszych krawedzi prostopadtoscianu, jest rowny sinusowi kata
zaznaczonego na powyzszym rysunku.



Wobec tego:

: _ 12 3 3V29
SlIlOé—4\/E—\/ﬁ— 59 -
Przyktad 3

Wyznaczymy miare kata a z rysunku, jezeli podstawg prostopadtoscianu jest kwadrat
o obwodzie rownym 20, a dtugos¢ krawedzi bocznejjest o 3 dtuzsza od krawedzi

podstawy.

Rozwigzanie:
Wprowadzmy oznaczenia dlugosci krawedzi oraz odcinkow w prostopadtoscianie.

Zauwazmy, ze w przekroju mamy trojkat rownoramienny, ktorego podstawa pokrywa sie
z przekatng podstawy prostopadtoScianu, a ramiona z przekatnymi Scian bocznych
prostopadlo$cianu.



Poniewaz obwdd podstawy prostopadio$cianu wynosi 20, zatem do wyznaczenia
wartosci a rozwigzujemy roOwnanie:

4-a=20,czylia = 5.
Poniewaz dtugos¢ krawedzi bocznejjest o 3 dtuzsza od krawedzi podstawy, zatem h = 8.
Dhugos¢ przekatnej podstawy wynosi d = 5+/2 oraz & = %d = 57‘/5

Rozwazmy trojkat, jak na ponizszym rysunku.




Korzystajgc z funkcji trygonometrycznej tangens, otrzymujemy, ze:

16 _ 8V2
5v2 5

Jezeli wykorzystamy tablice warto$ci funkcji trygonometrycznych, to a = 66°.
Przyktad 4

Dtugosci przekatnej podstawy prostopadtoscianu, krawedzi bocznej oraz przekatnej
prostopadlo$cianu sg kolejnymi liczbami naturalnymi. Wyznaczymy miare kata
nachylenia przekatnej tego prostopadtoscianu do Sciany bocznej o mniejszej
powierzchni, jezeli krawedzie podstawy prostopadioScianu réznig si¢ o 1.

Rozwigzanie:

Narysujmy prostopadto$cian i wprowadZzmy oznaczenia, jak na ponizszym rysunku.

r+1

Poniewaz przekatna podstawy, krawedz boczna oraz przekatna prostopadtoscianu
tworza trojkat prostokatny, zatem do wyznaczenia wartoSci x rozwigzujemy rownanie,
korzystajac z twierdzenia Pitagorasa:

2+ (z+1)° = (z +2)°
22+ 22+ 20+1=2>+4z+4,
22 —2x—3=0.

Zatem x; = 2%4 = —lorazzy = 2T+4 =3



Poniewaz x > 0,zatemx =3,z +1 =4, + 2 = 5.

Do wyznaczenia wartos$ci a wykorzystujemy twierdzenie Pitagorasa i rozwigzujemy
rownanie:

(a—1)° + a2 = 32

202 —2a—8=0

a’—a—-4=0
a1=—1_§/ﬁ<0
0,2:1+%/1_7>0

Do wyznaczenia miary kata a uzyjemy funkcji sinus.

144/17
Wobec tegosina = —— = 1+1\51—7.

Korzystajac z tablic warto$ci funkcji trygonometrycznych, odczytujemy ze o ~ 31°.
Przyktad 5

W prostopadtos$cianie przekatna ma dlugos¢ d i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy
pod katem 60°. Wyznaczymy tangens kata nachylenia przekatnej §ciany bocznej

o mniejszej powierzchni do ptaszczyzny podstawy tego prostopadtoscianu, jezeli jedna

z krawedzi podstawy jest dwa razy mniejsza od drugiej krawedzi.

Rozwigzanie:

Narysujmy prostopadtoscian, wprowadzmy oznaczenia dlugosci krawedzi i zaznaczmy
odpowiednie katy.



Poniewaz przekatna dlugosci d jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 60°,
wiec:

Jezeli jedna z krawedzi podstawy jest dwa razy mniejsza od drugiejkrawedzi, to
korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa rozwiazujemy rownanie:

2 _ &

@ = 35

0= 4 _ a5
V20 10

Wobec tego tangens kata nachylenia przekatnej Sciany bocznej o mniejszej powierzchni
do plaszczyzny podstawy tego prostopadtoscianu jest rowny:

_b_d_\/g_ 3 10 _ 1=

a dV5
10

Stownik
prostopadtoscian

rownolegloscian, ktorego wszystkie $ciany sg prostokgtami



kat miedzy prosta a ptaszczyzna

kat pomiedzy prosta i jej rzutem prostokgtnym na te ptaszczyzne



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet i zwré¢ uwage na rézne rodzaje katéw pomiedzy prostymi a ptaszczyznami

w prostopadtoscianie, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dgt4dvWPkg

Polecenie 2

Wyznacz miare kata nachylenia przekatnej prostopadtoscianu do ptaszczyzny podstawy, jezeli

dtugosci krawedzi podstawy prostopadtoscianu wynoszg 4 i 3 a krawedZ boczna ma dtugos¢ 6.


https://zpe.gov.pl/a/Dgt4vWPkg

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Zaznacz poprawng odpowiedz.

Jezeli kat nachylenia przekatnej prostopadtoscianu do $ciany bocznej ma miare 45°, to:

O przekatna prostopadtoscianu jest dwa razy dtuzsza od dtugosci jednej z krawedzi
jego podstawy.

() rozpatrywany prostopadtoscian jest szeScianem.

O dtugos¢ przekatnej jednej Sciany bocznej jest réwna dtugosci jednej z krawedzi
podstawy.

Cwiczenie 2




Cwiczenie 3

Na rysunku przedstawiono prostopadtoscian.

2dm

1dm

3dm

Na podstawie rysunku wstaw w tekst odpowiednie liczby lub zwroty.

ptaszczyzng podstawy ’ V5 || V14 || V10 ‘ krawedzig boczng ’ v14

sciang boczng ’




Cwiczenie 4 Q@

Na podstawie rysunku zaznacz zdania, ktére sg prawdziwe.

() Sinus kata miedzy przekatna prostopadtoscianu i Sciang boczng wynosi 56—\/1?1.

(] Tangens kata miedzy przekatna prostopadtoscianu i krawedzia podstawy wynosi %.

(] Przekatna prostopadtoscianu ma dtugosé¢ v/ 61.

Cosinus kata miedzy przekatna prostopadtoscianu i ptaszczyzna podstawy jest

D 44/61

réwny 61 -



Cwiczenie 5

®

Na rysunkach 1 i 2 przedstawiono prostopadtosciany z zaznaczonymi katami miedzy prostymi
i ptaszczyznami. Pogrupuj odpowiednio elementy.

Dla prostopadtoscianu z rysunku 1:

sina:% Htga=% ’
29 _ 3
siny = %929 tgd =3
Dla prostopadtos$cianu z rysunku 2: cosd = % Cos7y = 2 2})45

@

Cwiczenie 6
Krawedzie podstawy prostopadtoscianu majg dtugosci 3 i 4, a krawedz boczna ma dtugosc 5.

Woyznacz sinus kata miedzy przekatng prostopadtoscianu a sciang boczng o mniejszej

powierzchni.



Cwiczenie 7 @

Kat miedzy przekatng prostopadtoscianu i ptaszczyzng jego podstawy ma miare

30°. Wyznacz sume dtugosci wszystkich krawedzi tego prostopadtoscianu, jezeli jego
przekatna ma dtugos$¢ 6, a podstawa prostopadtoscianu jest prostokatem, w ktérym jeden bok
jest o 1 dtuzszy od drugiego.

Cwiczenie 8 @

Jedna z krawedzi podstawy prostopadto$cianu ma dtugosé 8, przekatna podstawy ma dtugosc
6\/5, a pole mniejszej $ciany bocznej jest rowne 20. Wyznacz dtugos$¢ przekatnej
prostopadtoscianu oraz miare kata nachylenia przekatnej do tej sciany bocznej.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Katy miedzy prostymi a plaszczyznami w prostopadtoscianie

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

2) postuguje sie pojeciem kata miedzy prostg a ptaszczyzng oraz pojeciem kata dwusciennego
miedzy potptaszczyznami;

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy $cianami, oblicza miary tych katow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 definiuje kat pomiedzy prosta a plaszczyzng,

» wskazuje w prostopadloScianie katy pomiedzy prostymi a plaszczyznami,

 oblicza miary katow w prostopadlo$cianie,

» wykorzystuje tablice wartosci funkcji trygonometrycznych do odczytywania miar
katow,

 stosuje zdobytg wiedze do rozwigzywania problemoéw matematycznych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;

e pracaz ekspertem;

» liga zadaniowa;

» metoda kota i myszy.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,,Kqty miedzy prostymi a ptaszczyznami
w prostopadloScianie” i celow lekcji. OkresSlenie wigzgcych dla uczniow kryteriow
sukcesu.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycje pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznajg sie
z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuzg pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescig sekcji ,Aplet”. Zapisujg ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiale elementy z materiatu.

3. Uczniowie w kolejnym kroku rozwigzuja indywidualnie ¢wiczenia numer 1i 2 w sekcji
»Sprawdz sie”. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiajg odpowiedzi,

a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje sie do nich. Nauczyciel w razie potrzeby
koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informaciji
zwrotne;j.



4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum klasy.

5. Uczniowie realizujg ¢wiczenia 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie” metoda kot i mysz. Mysz stara
sie jak najlepiejrozwiazac zadania, a kot sprawdza ich poprawnos¢. Po 2 nieudanych
probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role uczniow
odwracajg si¢ i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢ powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nastepnie przesylajq je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
e Opis prostopadtoscianu i szeScianu.
Wskazowki metodyczne:

» Materiat w sekcji ,Aplet” mozna potraktowac jako zadanie domowe majace na celu
utrwalenie sposobu wyznaczania kqtow miedzy prostymi a ptaszczyznami
w prostopadlo$cianie lub wykorzystac¢ w lekcji dotyczacej ,,Miary liniowej kata
dwusciennego”.


https://epodreczniki.pl/a/opis-prostopadloscianu-i-szescianu/D123riNp9

