Dziatania na ciggach rozbieznych do
nieskonczonosci. Symbole nieoznaczone
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Dziatania na ciggach rozbieznych do nieskofczonosci.

Symbole nieoznaczone

ZapoznaliSmy si¢ z prawami dziatan na ciggach rozbieznych, przy czym zajmowaliSmy si¢
tylko takimi sytuacjami, gdy granice ciaggu mozna byto obliczy¢ posiadajac tylko informacje
o granicach ciggow, na ktorych wykonywalismy dziatania.

W tym materiale zajmiemy si¢ sytuacjami, gdy nie mozna okresli¢ granicy tylko na
podstawie informaciji o granicach ciggow, na ktorych wykonujemy dziatania. Zatem
zajmiemy si¢ sytuacjami, gdy pojawiajg si¢ symbole nieoznaczone: co — oo, o=, 0 - oo.

Twoje cele

» Nauczysz si¢ oblicza¢ granice ciggow, w ktorych wystepuja symbole nieoznaczone.
» Poznasz twierdzenia dotyczace ciggow zapisanych w postaci wielomianu lub ilorazu
wielomianow.




Przeczytaj

Symbole nieoznaczone

W tym materiale zajmiemy si¢ ciggami, w przypadku ktorych informacja o granicach tych
ciggow nie daje mozliwo$ci podania granicy ciggu, ktory powstaje w wyniku dziatan na tych
ciggach.

Zaczniemy od symbolu, ktory juz sie pojawit w toku nauki, cho¢ nie zostat formalnie
zaprezentowany. Chodzi o sytuacje, gdy mamy do czynienia z roéznicg ciggow rozbieznych
do +oo.

Symbol nieoznaczony: co — 0o

Podamy kilka przyktadow, gdy w wyniku roznicy ciggoéw rozbieznych do +-o0o otrzymujemy:
cigg rozbiezny do +-o00, ciagg rozbiezny do —oo, cigg rozbiezny oraz ciag zbiezny.

Przyktad 1

Obliczymy granice réznicy ciaggow: z, = n?i y, = n.

Rozwigzanie

Oba ciggi sg rozbiezne do 400, a granice ich réznicy obliczamy nastepujaco:

Jim (n* =) = Jim (1 =)

Poniewaz ciag % jest zbiezny do 0, zatem cigg 1 — % jest zbiezny do 1. Stad otrzymujemy:

nh_>nolo (n2 — n) = +00.

Przyktad 2

Obliczymy granice réznicy ciggéw: z, = ni yn, = n’.

Rozwigzanie

Oba ciggi sg rozbiezne do +00, a granice ich réznicy obliczamy podobnie jak
w poprzednim przyktadzie:

. 2\ 1 - 2(1
Jim (n =) = Jim (5 —1)

Poniewaz cigg 1+ — 1 jest zbiezny do (—1), otrzymujemy:



javascript:void(0);
javascript:void(0);

T}an}o (n — n2) = —00.

Przyktad 3

Obliczymy granice roznicy ciggow: T, = ni yp, = n + 2.

Rozwigzanie

Oba ciagi sg rozbiezne do 400, a granice ich réznicy obliczamy nastepujaco:
lim n—(n+2)]=-2

Przyktad 4

Obliczymy granice roznicy ciggow: ¢, = ni y, = n — (—1)".

Rozwigzanie

Oba ciggi sg rozbiezne do 400, a réznica ciggow

Tn —yn = (n—n+(-1)") = (-1)"

jest ciggiem rozbieznym.

Na podstawie powyzszych przykladow mozemy wyprowadzi¢ pewne uzyteczne
twierdzenie.

Niech cigg (x,) bedzie ciggiem wielomianowym: x,, = ayn® + aj_n* 1 +--- +a;n + ay,
gdzie k € N oraz a;, # 0.

Wowcezas lim @, = lim (axn* + ap_1nf 1 + -  +an+ag) =
n—oo n—oo

T k ... 1 1
—nh_%lon (ak+ak_1n + et a1 +a0nk)

Poniewaz ciag z, = aj + ak_l% + -+ alﬁ + aO# jest zbiezny do ag, zatem

lim z, = +o0, gdyax > 0,

n—00

lim z, = —o0,gdya; < 0.

n—oo

Twierdzenie: o granicy ciggu wielomianowego
Niech ciag (x,) bedzie ciggiem wielomianowym:
z, = an® +ap_n* 1+ +an+ ag, gdzie k € N, oraz a; # 0.

Wowczas




lim x,, = 400, gdya; > 0,

n—00

lim x, = —o0,gdyar < 0.

n—00

Symbol nieoznaczony: 2>

Podamy kilka przyktadow, gdy z ilorazu ciagdéw rozbieznych do +oo otrzymujemy: cigg
zbiezny, cigg rozbiezny do +o0, cigg rozbiezny do —oo, cigg rozbiezny oraz ciag zbiezny.

Przyktad 5

n>+5n—6

Zbadamy zbieznos¢ ciggu: z, = “ 5

Rozwigzanie

Na podstawie twierdzen o granicach wiemy, ze ILm (n2 + 5n — 6) = +00 oraz
n—oo

1Lm (n2 +n+ 9) = -+o00. Zatem mamy iloraz ciggéw rozbieznych do nieskonczonosci.
n—oo

Podzielmy licznik i mianownik utamka przez n?:

Zauwazmy, ze ciagi %, %, %, % sq zbiezne do 0, a zatem granicg ciggu (z,) jest liczba 1.

Przyktad 6

.. s s s _ n’-b5n—=6
Zbadamy zbieznos¢ ciggu z, = “ 75—
Rozwigzanie

Na podstawie twierdzen o granicach wiemy, ze ILm (n2 —5n — 6) = +00 oraz
n—oo

1Lm (n +9) = 400. Zatem mamy iloraz ciggéw rozbieznych do nieskonczonosci.
n—oo

6

. . s s . . n—>5—-- . . . -6 9
Podzielmy licznik i mianownik utamka przez n: Iz Zauwazmy, ze ciggi -, -~ s3
zbiezne do 0, a zatem granicg ciggu z mianownika jest liczba 1, natomiast cigg z licznika

n2+5n—6

n+9 = +oo.

jest rozbiezny do +oo. Stad otrzymujemy li_)m

Na podstawie powyzszych przyktadow mozemy sformutowac ogolne twierdzenie o granicy
ilorazu ciggoéw, z ktorych kazdy ma postac¢ wielomianu.

Twierdzenie: o granicy ilorazu ciaggéw wielomianowych

Niech



z, = an® +ap_ "1+ +an + ag, gdzie k € N, oraz aj, # 0,
Yp = byy™ + by 1n™ L+ -+ byn + by, gdzie m € N, oraz b, # 0.
Wowczas

lim 2= = & gdy k= m,

n—oo Yn

lim 2= =0, gdy k < m,

n—oo In

lim = = 400, gdy k > miay >0,

n—oo Yn

lim -* = —oo0,gdyk > miar <0.

n—oo In

Ilorazem dwoch ciggow rozbieznych do nieskonczonosci moze by¢ cigg rozbiezny. Ponizej
pokazemy przyktad takich ciggow.

Przyktad 7

Wezmy dwa ciagi (x,,), (y,) zdefiniowane dlan > 1 w sposéb nastepujacy:

2

{”—Jr2 dla n parzystego
€T =
" n+ 1, dlan nieparzystego

n+1

{n + 2, dla n parzystego
Yn =
2

dla n nieparzystego

Wowczas cigg (%) ma nastepujgce wyrazy: 5,2, 5,2, 5,2, - -

Zatem ciagg (%) jest ciggiem rozbieznym.

Symbol nieoznaczony: 0 - oo

Przyktad 8

Sprawdzimy, do jakiej granicy zmierza iloczyn ciaggow: z,, = % I yn =n.

Rozwigzanie

Ciag (xn) jest zbiezny do 0, ciag (y») jest rozbiezny do +o00, a granicg ich iloczynu jest:
Jim, (2o - yn) =Jim, (5 -m) =1

Przyktad 9

Sprawdzimy, do jakiej granicy zmierza iloczyn ciaggow: z,, = % iy, =n’




Rozwigzanie
Ciag (z,,) jest zbiezny do 0, ciag (y,,) jest rozbiezny do 400, a granicg ich iloczynu jest:

: _n 1 AN E —
Jim (@n-a) =Jim, (5 n%) =l n = oo

Zatem ciag (zp - yn) jest rozbiezny do +oo.

Przyktad 10

Sprawdzimy, do jakiej granicy zmierza iloczyn ciggow: x,, = # iy, =n’
Rozwigzanie

Ciag (zn) jest zbiezny do 0, ciag (yn) jest rozbiezny do +o00, a ich iloczyn

Ty " Yn = (_;)” . 'n2 = (_1)71, n

jest ciggiem rozbieznym.

Stownik

ciag rozbiezny do +oco

cigg, ktorego granica jest oo
ciag rozbiezny do -oco

cigg, ktorego granica jest —oo




Gra edukacyjna

Polecenie 1

Rozwiaz quiz, a nastepnie wykonaj polecenie 2.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DYMEFybHv

Polecenie 2

124224324 . .4n?
n3

Sprawdz, czy ciag: jest zbiezny.


https://zpe.gov.pl/a/DYMEFybHv

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Ciaga, = 3n® — 5n° — 3v/n!l + 1jest:

() rozbiezny do —oo

() zbiezny

() rozbiezny do +oo
Cwiczenie 2

Wskaz ciagi, ktore sg rozbiezne do +o0.

a, = vVn®—n'
a,=3n>-2n*+n—-1

n3—1

In = ) nt2)

n®—1

n = rDmr2)

0O 0O 0O 0O 0O C
[
s,
301

a, =3n>—2n?+n—1




Cwiczenie 3

Potacz w pary cigg i jego granice.

Q. = 3nt+l  n’41
n— 2 n+4

_ 3n+1 n24+3n+2

an = 737 — T 13
a. — ntl _ 14+243+...4n
n— 2 n-+2
_ n=2  2n’41
an = 73 Nl
Cwiczenie 4

Przypisz kazdy ciag do jednej z trzech grup.

Rozbiezny do +o00

wo|—

a, =
" (2—n)*n3
3/ (n—=1)"
. . n (2—n)?
Rozbiezny do —oo
a, nlO ng + n8 n? 4+ n6
a n? n’41
n n+1 n+2
a 2n?  n2+41
Zbiezny n n+1 n+2
a n? 2n’41
n n+1 n+2




Cwiczenie 5

wskaz ciagi, ktérych granica jest 1.

anp =

(2n+1)
D _ n?42  n’41
n = 2 n+1



Cwiczenie 6

Wskaz ciagi rozbiezne do +oo lub —oo.

O i b2)

n—soo 2n+l1
Cwiczenie 7
Potacz ciag z jego granica.

24+7+. . +(5n—3)
3+5+...+(2n—1)

an =

_ 247+...4(5n—3)
n T 3+410+...+(Tn—4)

243+.. 4n

an = 355+.. +(2n—1)

oot |

~|en



Cwiczenie 8

_ 124224324 4n?

Wskaz granice ciagu a,, = (2n+1)7+3

o o O O O



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dzialania na ciggach rozbieznych do nieskonczonos$ci. Symbole nieoznaczone
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza granice ciggow, korzystajac z granic ciggow typu % {/a oraz twierdzen
o granicach sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu ciggdéw zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza granice ciggow, w ktorych wystepuja symbole nieoznaczone,
 oblicza granice ciggdw swykorzystujac twierdzenie dotyczace ciggow zapisanych
w postaci wielomianu lub ilorazu wielomianow.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;
o dyskusja;
e Opis ustny.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi ucznidow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj.

Faza wstepna:

1. Ustalenie celu lekciji i kryteriow sukcesu w temacie: ,Dziatania na ciggach rozbieznych
do nieskonczonos$ci. Symbole nieoznaczone”.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznajg si¢ z trescia w sekcji ,,Przeczytaj’ i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Uczniowie indywidualnie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”
i ;ozywia sie” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie w parach graja w gre edukacyjna.
2. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekciji ,Sprawdz sie”



3. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwini¢cie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczylem sie...

Praca domowa:

1. Uczniowie rozwigzujg polecenia zwigzane z medium w sekcji ,Gra edukacyjna”.
Materialy pomocnicze:

e Granica ciggu nieskonczonego
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Gra edukacyjna” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzacy
powtorzeniu materialu w temacie ,Dzialania na ciggach rozbieznych do
nieskonczonos$ci. Symbole nieoznaczone”.


https://epodreczniki.pl/b/granica-ciagu-nieskonczonego/P10yRXDCY

