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Na kazdym trojkacie da sie opisa¢ okrag. Srodek tego okregu jest punktem przeciecia
symetralnych bokow trojkata. Przeanalizujemy problem wyznaczania okregu opisanego na
trojkacie w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych.

Twoje cele

o Wyznaczysz rownanie okregu opisanego na trojkacie w prostokgtnym uktadzie
wspotrzednych.




o Wyznaczysz rownanie okregu opisanego na trojkacie prostokgtnym.
e Wyznaczysz rownanie okregu opisanego na trojkacie rownobocznym.



Przeczytaj

Juz wiesz

Symetralne trzech bokow trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie. Punkt przeciecia S
lezy w rownej odleglosci od wierzchotkow trojkata A, B, C, zatem przez te wierzchotki
mozna poprowadzi¢ okrag o srodku S'i promieniu R.

Okrag, ktory przechodzi przez wszystkie wierzchotki trojkata, nazywamy okregiem
opisanym na trojkacie, a o trojkacie powiemy, ze jest to trojkat wpisany w okrag.
Z powyzszego wynika, ze na kazdym trojkgcie mozna opisac okrag.

Przypomnimy teraz rOwnanie okregu. Mozna je zapisa¢ w postaci kanonicznej:
(@ —a)" +(y—b)’ =2

gdzie punkt o wspotrzednych (a, b) jest sSrodkiem okregu, za$ r jest dtugoscia jego
promienia.

Rownanie to mozemy zapisa¢ rowniez w postaci ogolne;j:
z2 +1y? — 2azx — 2by +c = 0.
Rownanie to jest rownaniem okregu wtedy i tylko wtedy, gdy:

a?+b—c>0.
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Srodek okregu C i jego promien r wyznaczamy ze Wzorow:

S =(a,b),r=va®+b —c
Przyktad 1

Wyznaczymy rownanie okregu opisanego na trojkacie o wierzchotkach A = (2,1),

B=(-3,0),C = (1,4).
C
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Skorzystamy z rownania 22 + 3> — 2azx — 2by + ¢ = 0, w ktorym niewiadomymi s3 a, b, c.

Rozwigzanie:

Sposob I: metoda analityczna

-
SX

Rozwigzemy uklad rownan:

44+41—4a—2b+c=0(1)
9+6a+c=0(2)
1+16 —2a—8a+c=0(3)

Wyznaczamy ¢ z rownania (2):
c=—-9—6a
Rownania (1) i (3) odejmujemy stronami:

5—4a—2b+c—17+2a+8 —c=0.




Mamy zatem:

6b = 2a + 12,
czyli:
b= %a +2

Z rébwnania (3):
17—2a—8(3a+2) —9—6a=0
—2q-8=0

Stad: a = — ;b:%;c:—%.

N9t

Rownanie okregu ma zatem postac:
P+ +3z—Iy— 32 =0

Sposob II: metoda analityczna z rozwazaniami geometrycznymi

Wyznaczymy punkt przeciecia D symetralnych bokéw AB i BC. Obliczmy wspolczynnik
kierunkowy oraz wspoétrzedne punktu M, ktory jest Srodkiem odcinka AB.

_0-1 _ -1 _ 1
GAB= —373 = 75 — B>

M= (22, 50) = (-4, 4).




Symetralna boku AB jest do tego boku prostopadla, ma wiec wspoétczynnik kierunkowy
rowny —b5. ROwnaniem tej symetralnejjest zatem rownanie:

y—g=-"5(+3)
a po przeksztalceniu:
y= —br — 2.

Wyznaczymy analogicznie réwnanie symetralnejboku BC i wspotrzedne punktu N:

__4-0 __
a’BC - 1_(_3) - 17

N =(-1,2).
Symetralna boku BC' ma wspolczynnik kierunkowy —1, zatem jej rownanie ma postac:
y—2=—(xz+1),
czyli
y=—x+ 1.
Wspotrzedne punktu D otrzymamy, rozwiazujac uklad réwnan:
{y = —bx — 2
y=—x+1
Srodek D ma zatem wspotrzedne: D = (—%, %)

Pozostaje nam obliczenie dtugo$ci promienia.

r=1DBl=y/(-3+4)"+ (1) = /3%

Réwnanie okregu opisanego na trojkgcie ABC ma zatem postac:
(z+3) + -1 =%

co, po przeksztalceniu do postaci ogolnej, daje:
?+yP+3z—Iy— 32 =0

Jak widac, sposob I jest bardziej czasochlonny. Powstaje zatem pytanie: Czy nie ma
gotowych wzorow, z ktérych mogliby$my obliczy¢ wspotczynniki a, b, ¢ rownania okregu,
na ktorym lezg punkty (z1,y1), (x2,¥2), (23,y3)?

Takie wzory sg:



a = =2t e Yt 2’y — @Yy —ws y 28"~y Yoty ys t s’ st 90 ystoys
T1Y2—T1Y3—T2Y1 T T2Y3+T3Y1—T3Y2
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c = —$12$2y3+$12$3y2+$1$22y3—$1$32y2+$1y22y3—$12y2y3—w22$3y1+$2$32y1—$2912y3+
T1Y2—T1Y3—T2Y1+T2Y3+T3Y1 —T3Y2
- 24 pays 20— 2
+ 2Y1Y3 3Y1"Y2—T3Y1Y2
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jednak korzystanie z nich moze powodowac liczne btedy rachunkowe.

Przyktad 2

Wykazemy analitycznie, ze jesli punkt P jest wierzcholtkiem tréjkgta prostokatnego
o przeciwprostokatnej AB, to P lezy na okregu, ktorego $rodkiem jest Srodek
przeciwprostokatnej AB a promien ma dtugos¢ potowy dlugosci |AB].

Rozwigzanie:
Wybierzmy dogodnie uktad wspotrzednych, tzn. tak, ze:
« odcinek ABlezy na osi X, a jego konce sg symetryczne wzgledem poczatku uktadu

O;
e 0$Y jestosig symetrii odcinka AB.

A= (—a.0) [0=(0,00 \B=(a0) X

W tym uktadzie wspotrzednych A = (—a,0), B = (a,0), a > 0; ponadto punkt O jest
srodkiem odcinka AB. Punkt P jest punktem przeciecia prostych prostopadlych ri s.

Réwnanie prostej r, na ktorejlezy punkt A ma postac:

y = p(z + a),



za§ rownanie prostej s, na ktorejlezy punkt B, to:
1
y=—+(z—a)

By znaleZ¢ wspotrzedne punktu P, rozwigzujemy uktad réwnan:

p(x +a)
=——m—@

y=p(x+a)
py=-z+a
y:pm+a
T=a—
y=p a—py+a)
r=a—

{ y = 2ap — p*y
r=a—py
{y1+p = 2ap
T =a—py

1—|—p2
2ap
y= 1+p7

Otrzymali$my wspoirzedne punktu P:
= ( allp) 2ap )

1+p2 b 1+p2

Jesli punkt P lezy na okregu o srodku w punkcie O, to jego odlegtos¢ od O musi by¢
rowna a.

Sprawdzmy to.

— a(1-p?) . 2 2ap 2 . a?—2a’p*+a?p+4ap®
‘OP‘_\/< b 0) - (1+P2 0) _\/ L) -

_ a2(1+p \/_ —a
(1+

Wykazalismy wiec, ze punkt P lezy na okregu, ktdéego promien jest rowny potowie
dtugosci przeciwprostokatne;j.

Przyktad 3



Wyznaczymy rownanie okregu opisanego na trojkacie o wierzchotkach A = (-2, —1);
B=(4,1);C = (2,3).

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze trojkat jest prostokatny, gdyz:

AC) = /(2 + 2+ (3+1)> = V3 |BC| = /(2 — 4)° + (3— 1)’ = V/&;
AB| = 1/(4+2)° + (1 +1)° = V401 |AB = |BCP + |ACP

Zatem Srodek okregu opisanego jest sSrodkiem przeciwprostokatne;j
AB: S = (=52, =51), czyli S = (1,0). Promien okregu ma dlugos¢
R =4 -|AB| = v10.

Rownanie okregu ma posta¢: (z — 1)° + 3% = 10.
Przyktad 4

Wyznaczymy réwnanie okregu opisanego na trojkacie rownobocznym o wierzchotkach
A=(-2,-2),B=(4,-2),C = (1, 3v/3 — 2).
Rozwigzanie:

av3
3 L

Poniewaz trojkat ABC jest rownoboczny, to dtugos¢ jego promienia jest rowna R =
gdzie a oznacza dtugos$c boku trojkagta. Zauwazmy, ze a = 6, zatem R = 2v/3.

Wyznaczymy teraz wspotrzedne $rodka S tego okregu. Lezy on na symetralnej boku AB,

wiec zg = %H =1

|AS| = 24/3, zatem \/(1 +2)? + (yg +2)* =23

9+ (ys+2)° =12

(ys+2)*=3

ys+2=+3lubyg+2=—v3

ys =3 —2lubyg = —v/3 - 2

Punkt S; = (1, —/3 - 2) nie lezy wewnatrz trojkata ABC, zatem S = (1, V3 — 2).

Réwnanie okregu opisanego na tréjkacie rownobocznym ABC ma postac:

(w—l)2+(y—\/§+2)2:12



Stownik
symetralna boku trojkata

prosta prostopadia do boku trojkata i przechodzaca przez jego Srodek



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawionym przyktadem a nastepnie rozwigz Polecenie 2.

D= W 4 B\ =

Wyznaczymy rownanie okregu opisanego na trdjkacie
o wierzchotkach A = (1, 0), B= (8, 1), C= (3, 4).

S W B\ =

Wyznaczymy rownanie okregu opisanego na tréjkacie
o wierzchotkach A = (1, 0), B= (8, 1), C= (3, 4).

1. {audio}Wyznaczymy rownanie okregu opisanego na tréjkacie ABC.



Polecenie 2

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tréjkacie o wierzchotkach A = (0, —4); B = (2, 0);
C = (0,6).



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Jesli okrag o réwnaniu % + y2 — 2ax — 2by + ¢ = 0 jest opisany na trdjkacie
o wierzchotkach A = (1,3), B=(2,1) i C = (0, 0), to:

(1+9+2a+6b+c=0
O {4+1—-4a—-2b+c=0
\c=0

(1+9+2a+6b+c=0
(O 4+1+4a+2b+c=0
\c:O

1+9—-—2a—6b+c=0
() €44+1—-4a—-2b+c=0
c=20

Cwiczenie 2 @)
Réwnanie okregu opisanego na tréjkacie o wierzchotkach (0, 0), (3, \/g), (4,0) ma postac:
O 2?4+ —4y=0

O 22+y*—4z=0

O 2+ +4x=0




Cwiczenie 3 @

Dany jest trdjkat o wierzchotkach A = (—1,3), B = (5,1) i C = (—3, 7). Zaznacz wszystkie
zdania prawdziwe.

Réwnanie okregu ma postac: (z — 4)° + (y — 8)° = 72.

Promien okregu opisanego na trojkacie ABC' ma dtugosc 5\/5.

O o O

Promien okregu opisanego na tréjkacie ABC ma dtugoéé 64/2.

O

Réwnanie okregu ma postac: (z — 4)* + (y — 8)% = 50.

(] Srodek okregu opisanego na trdjkacie ABC ma wspdtrzedne S = (4, 8).

Cwiczenie 4

Dany jest trdjkat o wierzchotkach A = (3,4), B = (0, —5), C = (—2, —1). Zaznacz
wszystkie zdania prawdziwe.

Réwnanie okregu ma postaé: z2 + y2 — 6x + 2y — 15 = 0.
Réwnanie okregu ma postac: (z — 3)* + (y + 1)? = 25.

Réwnanie okregu ma postaé: 22 + y? + 6z — 2y — 15 = 0.

o 0O o O

Réwnanie okregu ma postac: (z + 3) + (y — 1)* = 25.



Cwiczenie 5

Napisz réwnanie okregu opisanego na trdjkacie o wierzchotkach: A =
C = (2, —3). Uzupetnij brakujace elementy w rozwigzaniu.

Korzystamy z réwnania

______________

Otrzymujemy uktad rownan:

16 +9—8a+6b+c=0(1)
25 — 10a +c = 0 (2)
44+9—-4a+6b+c=0(3)

Z réwnania (1) i (3) odejmujemy stronami:

(4,-3),B=

2 =e][5][1][20] e-a +(y-bP=r*|[12—dat0b=0]

(5,0),

4a = 12 az% ‘x2+y2—2aaz—2by—|—c=OHaz2+y2—6x+2y—|—520’

Cwiczenie 6

Napisz réwnanie okregu opisanego na trdjkacie o wierzchotkach: A =

¢ = (0,0).

(2,0), B =

(1,1),



Cwiczenie 7 @

Dany jest tréjkat o wierzchotkach: A = (—4,3), B = (—6,—3), C = (0, —5). Wyznacz
rownanie okregu opisanego na tym trdjkacie.

Cwiczenie 8 @

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie o wierzchotkach: A = (9, —1), B = (1, 5)

iC = (10,2).



Dla nauczyciela

Autor: Janusz Karkut

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownanie okregu opisanego na trojkacie

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres podstawowy. Uczen:

4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (y — b)* = 7.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) stosuje rownanie okregu w postaci ogolne;.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;
» kompetencje matematyczne i informatyczne;
» kompetencje cyfrowe.

Cele operacyjne:
Uczen:

e Wyznacza réwnanie okregu opisanego na trojkacie w prostokatnym uktadzie
wspotrzednych.

» Wyznacza réwnanie okregu opisanego na trojkacie prostokgtnym.

« Wyznacza réwnanie okregu opisanego na trojkgcie rownobocznym.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e burza mozgow;
o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu;
» projektor multimedialny;
» materialy zawarte w e-podreczniku.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia temat lekciji i formutuje kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg informacje dotyczace okregu opisanego na trojkacie.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3 osobowe lub 4 osobowe grupy. Uczniowie w grupach
zapoznaja si¢ z informacjami w sekcji ,,Przeczytaj”. Analizujg przedstawione definicje,
twierdzenie, przyktady i notujg pytania. Nastepnie przedstawiaja pytania na forum
klasy. Odpowiadajg na nie uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne
watpliwosci.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg material przedstawiony w Galerii zdje¢. Nauczyciel
wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawity sie po zapoznaniu si¢ z materiatem.

3. Uczniowie rozwigzujg Polecenie 2.

4. Nauczyciel sprawdza poprawno$¢ wykonania zadania. W razie watpliwosci udziela
odpowiedzi na zadane przez uczniow pytania.

5. Uczniowie w parach rozwiazuja wybrane ¢wiczenia interaktywne 1-6 w sekcii
»Sprawdz sie”.

Faza podsumowujaca:
e Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz
sie”.
e Wybrany uczen podsumowuje zajecia w odniesieniu do postawionych na poczatku

lekciji kryteriow sukcesu.

Praca domowa:



» Uczniowie rozwigzujg pozostate ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

o Okrag opisany na trojkacie
Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg wykorzysta¢ galeri¢ zdje¢ jako material powtorzeniowy przed
sprawdzianem.
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