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Zrodto: Juan Cruz, dostepny w internecie: www.unsplash.com, domena publiczna.

Okrag w matematyce mozemy traktowac jako szczeg6lny przypadek elipsy o rownych
potosiach. Z kolei w potocznym rozumieniu przyjmujemy, ze okrag to brzeg kota. Okrag na
plaszczyznie definiujemy za pomoca odpowiedniego réwnania, ktore moze przyjmowac
rozne postaci. W tejlekcji omoéwimy posta¢ kanoniczng rownania okregu, z ktorej mozna
bezposrednio odczyta¢ wspolrzedne Srodka okregu oraz jego promien.

Twoje cele

e Poznasz rownanie okregu w postaci kanoniczne;.

o Wyznaczysz wspolrzedne srodka i promien okregu na podstawie jego rownania.

» Dowiesz sig, jak wyznaczy¢ réwnanie okregu majac podane wspotrzedne jego srodka
i promien.

o Wykorzystasz rownanie okregu w postaci kanonicznej do rozwigzywania problemow
matematycznych.




Przeczytaj

Definicja: Okrag

Okrag to zbior wszystkich punktow plaszczyzny, ktorych odleglos¢ od ustalonego
punktu (nazywanego srodkiem okregu), jest rowna zadanej odleglosci (nazywanej
promieniem okregu).

Jezeli przez punkt S = (a, b) oznaczymy Srodek okregu, a przez punkt P = (z,y) -
dowolny punkt lezgcy na okregu, wowczas dtugos¢ promienia r (r > 0) obliczymy ze wzoru
na dtugosc¢ odcinka:

r=|SP|=/(@=a)’+ (y— )’
Po podniesieniu obu stron do kwadratu otrzymujemy réwnanie: (z — a)2 + (y — b)2 = 72

Otrzymane réwnanie jest rownaniem okregu w postaci kanonicznej, przy czym: S = (a, b)
- $§rodek okregu, r — promien okregu.

Przyktad 1
Wyznaczymy Srodki i promienie okregow o rownaniach:
a) (z—3)" + (y—2)° = 16

S=(3,2),r=4
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bz + (y—2)° =5

S =1(0,2),r = +/5.

Przyktad 2

Wyznaczymy réwnania okregdéw o podanych srodkach i promieniach:
a)S =(-3,0),r=3.

(z+3)°+y2=9

b) S = (—2,—1),r =T

(z+2)7°+@y+1)7 ="

Przyktad 3

Wyznaczymy rownanie okregu o srodku w punkcie S = (0, —2), jezeli nalezy do niego
punkt P = (—3,2).

Dlugos$¢ promienia r jest rowna odleglosci SP.

Zatemr = |SP| = \/(~3 — 0)” + (2 +2)> = 5.
Rownanie okregu jest postaci: z2 + (y + 2)* = 25.
Przyktad 4

Wyznaczymy réwnanie okregu, jezeli do koncow jego srednicy naleza punkty
A= (3,—-1)oraz B = (1, -5).

Wyznaczamy dtugo$¢ srednicy okregu, czyli odcinka AB:

AB| = /(1 - 3)® + (=5 +1)* = v20 = 25,

Promien okregu jest rowny potowie érednicy, wiec r = v/5.
Srodek okregu jest srodkiem odcinka AB.

Wyznaczamy S = (%, _1+T(_5)> = (2,-3).

Rownanie okregu ma zatem postac:

(2 —=2)"+ (y+3)" =5

Wazne!



Dla rownania okregu (z — a) + (y — b)® = r? wazne jest, aby promien r byt wiekszy od
zera.

Jezeli r = 0, wowczas rownanie okregu przedstawia punkt.

Przyktad 5

Wyznaczymy dla jakiego parametru m rownanie (z — a)® + (y — b)*> = m2 — m — 12
przedstawia okrag.

Poniewaz dla rownania okregu musi by¢ spelniony warunek r» > 0, otrzymujemy
nier6wnosc:

m? —m —12 > 0.
Rozwigzaniem nieréwno$ci kwadratowejjest zbior m € (—oo, —3) U (4, 00).
Przyktad 6

Sprawdzimy, czy punkt P = (1, —3) nalezy do okregu o $rodku S = (2, —1) i promieniu

r = /5.

Do sprawdzenia wystarczy wyznaczy¢ odlegtos¢ podanego punktu od $rodka okregu.

ISP| = \/(1 —2)? 4+ (-3+1)° =5
Poniewaz |SP| = /b, zatem podany punkt nalezy do tego okregu.
Przyktad 7

Wyznaczymy rownanie okregu o promieniu r = 2, jezeli nalezg do niego punkty
K =(2,0)i L =(0,2).

Podstawiamy wspotrzedne punktow K i L do rownania okregu (z — a)® + (y — b)? = 7.

Otrzymujemy uktad rownan z dwiema niewiadomymi:

{(2a)2+(0b)

=4
0—a)?+(2-b)2?=4

Rozwigzanie uktadu sprowadza si¢ do rownania
(2 —a)* + b2 =a?+ (2 —b)?, z czego otrzymujemy, ze a = b.

Podstawiamy te zalezno$¢ do jednego z réwnan i otrzymujemy: (2 — a)? + a2 = 4.



Po przeksztalceniach mamy réwnanie 2a? — 4a = 0, zatem a = O luba = 2
ijednoczesnie b = 0lubb = 2.

Otrzymujemy w zwigzku z tym dwa rownania okregow, speiniajacych podane warunki:
22 +y? =4lub(z—2)° + (y—2)° =4
Przyktad 8

Wyznaczymy rownanie okregu przechodzgcego przez punkt P = (1, 2), stycznego do
obu osi uktadu wspotrzednych.

Zauwazmy, ze $rodek S musi mie¢ wspotrzedne S = (r,r).

Podstawiajac wspotrzedne $rodka oraz podany punkt do rownania okregu
(z — a)® 4 (y — b)* = 2 otrzymujemy réwnanie:

(1-—r)?+(2-7)=r2

Z rownania otrzymujemy, ze 7 = 1 lub » = 5. Zatem mamy dwa okregi spetniajace
warunki zadania:

(z—1)2+ (y—1)2=1lub (z — 5)*> + (y — 5)* = 25.

Stownik
okrag

zbior wszystkich punktow plaszczyzny, ktore lezg w odlegtosci rownej promieniowi od
ustalonego punktu, nazywanego srodkiem okregu

posta¢ kanoniczna réwnania okregu

(z — a)® 4 (y — b)* = r2, gdzie S = (a, b) - srodek okregu, 7 - promien okregu



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografika, a nastepnie wykonaj polecenie.

Polecenie 2

a) Wyznacz érodek i promien okregu o réwnaniu (z + 3)° + (y — 4)* = 18,

b) Napisz réwnanie okregu o $rodku w punkcie S = (4, —2) i promieniu r = 2\/§.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Potacz w pary réwnanie okregu z odpowiadajagcym mu srodkiem i promieniem:

(x -2+ (y—3)* =16 S=(-2,3)ir=23

(z—2)%+(y+3)> =16 S=(2,3)ir=4

(z+2)°+ (y—3)° =12 S=(2,-3)ir=4

(z+2)° + (y+ 3)° = 12 S=(-2,-3)ir=2v3
Cwiczenie 2

Okrag o $rodku w punkcie S = (—5, —1) i promieniu 7 = 3 ma réwnanie:

O (-5 +(-1)"=9
O (#+5)°+@w+1)°=3

O (¢+5)°+@w+1)°=9

Cwiczenie 3

Dany jest okrag o réwnaniu (z — 3)* + (y — 2)? = 20. Zatem:

[ ] do okregu nalezy punkt o wspétrzednych (5, 6)
[ ] do okregu nalezy punkt o wspétrzednych (7, 2)
() §=(3,2)ir=2v5

(] S=(-3,-2)ir=20




Cwiczenie 4
Rozwiaz krzyzowke:

Odcinek taczacy srodek okregu z dowolnym punktem na okregu.
Jedna z postaci rownania okregu.
Wzér okregu.

Srodkowy lub wpisany w okregu.

oA 0 e

Inaczej obwadd okregu.

Cwiczenie 5
Wstaw w tekst odpowiednie liczby:

______________

______________

2] [=4)[4)

Cwiczenie 6
Punkty A = (-5, 3) oraz B = (1, —1) sa korcami $rednicy pewnego okregu. Wowczas
okragg ma réwnanie:

O (-2 +@w+1)>°>=13
O (z+2)°+(y—1)>=52

O (z+2)?%+(y—1)°=13



Cwiczenie 7 @

Pogrupuj elementy zgodnie z podanym opisem:

Okregi o srodkach o obu wspétrzednych ujemnych:

(z+3)° + (y+4)° =12

(-1 +(y—2)°"=5

2 2
Okregi o $rodkach o obu wspoétrzednych dodatnich: (-9 +(y—-3)=3

(x+2)%+ (y+2)?%*=4

(z+1)°+ (y+2)°=10

(z—3)>+(y—2)°=10

Cwiczenie 8 @
Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami:

Jezeli réwnanie (z 4 2)? + (y + 3)* = m? — m opisuje okrag, wowczas wartos¢ parametr

Y

Jezelim :‘ ’Iub m :‘ ’to promien okregu jest réwny +/30.

m nalezy do przedziatu (—oo,

, 00).




Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownanie okregu w postaci kanonicznej

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele nauczania - wymagania ogolne:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:
4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (y — b)® = r2

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wzor na posta¢ kanoniczng rownania okregu;

e wyznacza rownanie okregu, gdy ma podany Srodek i promien;

o okresla promien i Srodek okregu na podstawie jego rownania;

» wykorzystuje postac¢ kanoniczng rownania okregu do rozwigzywania problemow
matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e rozmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,,Infografika” i ¢wiczenia
interaktywne;
» dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

e-podrecznik;

komputery z dostepem do internetu dla uczniow.
Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Réwnanie okregu w postaci kanonicznej’,
wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemoéw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotnejWybrany uczen podsumowuje zajecia,
zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
Dlugosc¢ okregu
Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekciji ,Infografika” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigzac¢ zadania w temacie ,Rownanie okregu
w postaci kanoniczne;j.
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