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Zrodto: Sigmund, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Czasami stozek definiuje sie¢ jako bryte ograniczong przez powierzchnie stozkowg, ktorej
krzywa kierujgca jest zamknieta, oraz przez plaszczyzne¢ przecinajaca powierzchnie
stozkowa. W stozku, oprocz pola powierzchni catkowitej, mozemy wyznacza¢ rowniez
objetos¢, czyli miare, ktora zajmuje ta bryla w przestrzeni trojwymiarowej. Objetoscig
stozkow zajmowali si¢ m.in. Archimedes, Demokryt, czy Eudoksos. Wyjasnienie zaleznoSci
miedzy objetoscig walca oraz stozka mozemy znalez¢ w XII ksiedze Elementow Euklidesa.
W materiale podamy wzor na objetos¢ stozka oraz pokazemy jego zastosowanie. Opierajac
sie na czes$ci teoretycznej oraz omowionych przyktadach, rozwigzemy ¢wiczenia
interaktywne.

Twoje cele

» Obliczysz objetosc¢ stozka, gdy dany jest promien podstawy oraz wysokosSc.

» Wyznaczysz objetoSc¢ stozka, jezeli dane sg zaleznosci pomiedzy odcinkami w stozku.

o Wykorzystasz wzor na objeto$¢ stozka do rozwiazywania problemow
matematycznych.




Przeczytaj

Przypomnijmy podstawowe pojecia zwigzane ze stozkiem.
Definicja: Stozek

Stozek to bryla przestrzenna, ktorg otrzymujemy przez obroét trojkagta prostokgtnego
wokot jednej z jego przyprostokatnych.

W stozku stosujemy oznaczenia takie, jak na ponizszym rysunku:
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r — promien podstawy stozka,
[ - tworzaca stozka,

h — wysoko$¢ stozka,

a - kat rozwarcia stozka.

Pole powierzchni catkowitej stozka obliczamy ze wzoru:

P. = 7mr? + mrl.

Objetos¢ stozka
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Objetos¢ V' dowolnego stozka obliczamy ze wzoru:
_ 1
V=35-PF-h
Poniewaz podstawa stozka jest kotem o promieniu dtugosci r, zatem:
V= % w72 h.

Wazne!

Objetos¢ walca jest rowna objetosci trzech stozkow o tym samym promieniu podstawy
i wysokosci.

Przyktad 1

Wyznaczymy objetos$¢ stozka, w ktorym wysokos¢ jest trzy razy dluzsza niz promien
podstawy, a tworzaca ma diugosc¢ 20.

Rozwigzanie

Narysujmy stozek i wprowadzmy odpowiednie oznaczenia.
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Poniewaz promien podstawy, wysokosS¢ i tworzaca stozka tworza trojkat prostokatny,
zatem, korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, uktadamy i rozwigzujemy rownanie:

r? + (3r)? = 202
1072 = 400
r? = 40, czyli r = 2v/10.

Wysokos¢ stozka jest rowna 3r = 6+/10, zatem objetos¢ tego stozka wynosi:

2
V=l.r. (2\/10) . 6v/10 = 807+/10.
Przyktad 2

Obliczymy objetos¢ stozka, w ktorym promien podstawy, wysokoS$¢ i tworzaca
w kolejnosci ich wystepowania tworza cigg arytmetyczny o roznicy 3.

Rozwigzanie

Narysujmy stozek i wprowadzmy odpowiednie oznaczenia:



Promien, wysokoS¢ oraz tworzaca stozka tworza trojkgt prostokatny, korzystamy zatem
z twierdzenia Pitagorasa i rozwigzujemy rownanie:

2+ (r+3)?%=(r+6)°
r?+r*4+6r+9=r2+12r+ 36

r?2 —6r — 27 = 0.

Zatemr = 9.

Wobec tego wysokosS¢ stozka jest rownar 4+ 3 = 12.
Objetosc¢ stozka wynosi:

V=g w9212 = 324m.

Przyktad 3

Obliczymy objetoéé stozka, w ktorym cosinus kata rozwarcia wynosi 3, a tworzaca ma

4
dtugosc 4.
Rozwigzanie

Narysujmy stozek i wprowadzmy odpowiednie oznaczenia:



Z zadania wynika, ze dlugo$¢ tworzacejl = 4 oraz cosx = %.

Do wyznaczenia dtugosci promienia r podstawy stozka wykorzystamy twierdzenie
cosinusow.

Zatem:

(2r) =42 +4>-2.4-4.

oo

47 = 16 + 16 — 24
4r* = 8, czyli r? = 2
r=2,

Dtugos¢ wysokosci stozka obliczymy, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa:
r?+h? =12

2
(3) 4=
h? = 14, czyli h = V14,
Objetosc tego stozka jest rowna:

2

V=gor(v2) VA= 2
Przyktad 4

Obliczymy objetos¢ bryty bedacej suma dwoch wypuktych stozkow z rysunku:



Rozwigzanie

Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia, jak na ponizszym rysunku:

Zauwazmy, ze:

= —3‘2/6 oraz r = 3‘/62'*/3 = 9\2@

W stozku o tworzacej dtugosci a zachodzi zaleznos¢ y = r = 37*/6.



Zatem objetos¢ V omawianej bryly jest rowna:
V: %.ﬂ.rz.x+%.ﬂ.r2.y: % 7T7°2($—|—y)
Wobec tego:

_ 1 3B )2 (9v2 | 3B\ _ (83 , 21V6
V=57 (T) (T+T) = (T+T)7T-
Ciekawostka

Na rysunku przedstawiono stozek Sciety, w ktorym R i r s promieniami podstaw, a H
jego wysokoscia.

Objetosc¢ stozka Scietego z rysunku obliczamy ze wzoru:
V=5-n-H-(r!+r -R+R%.
Przyktad 5

Obliczymy dlugos$¢ promienia dolnej podstawy w stozku Scietym o objetosci 307, jezeli
promien gornej podstawy ma dtugosc 3, a wysokosc¢ stozka 9.

Rozwigzanie
Z treSci zadania wynika, ze:
V = 30,

r =23,



H=09.
Po podstawieniu tych danych do wzoru na objetos¢ stozka Scietego:

V:%-W-H-(r2+r-R—|—R2).

Do wyznaczenia warto$ci R rozwigzujemy rownanie:
30r=5-m-9-(32+3-R+ R?).

Rownanie przeksztalcamy do postaci:
R*+3R—-1=0,
A=9+4=13,
R, = 737T\/ﬁ <0

)

R2=_3+T\/ﬁ>0.

Zatem promien dolnej podstawy stozka Scietego jest rowny _?’J’T‘/ﬁ

Stownik
stozek

bryta powstata w wyniku obrotu ptaszczyzny trojkata prostokatnego o kat pelny
wzgledem osi przechodzacej przez jedng z przyprostokatnych tego trojkata

walec

bryta obrotowa, ktora powstaje przez obrot prostokgta dookota osi zawierajacejjeden
z jego bokow




Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Polecenie 2

Oblicz objetos¢ stozka, w ktérym dtugos$¢ promienia podstawy jest o 2 mniejsza od dtugosci

wysokosci, a dtugos¢ tworzacej stozka jest o 2 wieksza od dtugosci tej wysokosci.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® () @

Cwiczenie 1 @)

Na rysunku przedstawiono siatke pewnego stozka.

135°

Pole powierzchni wycinka kota, bedgcego powierzchnig boczng stozka wynosi 247. Zatem
objetos¢ tego stozka wynosi:

O 471'\/%
O 3my/73

O 37r\/£




Cwiczenie 2 @)

Zaznacz zdania, ktore sg prawdziwe.

0 Objetos¢ dowolnego walca jest dziewie¢ razy wieksza od objetosci stozka o tej
samej podstawie i wysokosci.

(] W kazdym stozku tworzace oraz $rednica podstawy tworza tréjkat réwnoramienny.

Jezeli dtugosé promienia podstawy i wysokosci jednego stozka jest dwa razy
(] wieksza niz dtugos$¢ promienia podstawy i wysokosci w drugim stozku, to stosunek
objetosci tych stozkéw wynosi 2 lub %

0 Aby obliczy¢ objetos¢ stozka, wystarczy znaé promien jego podstawy i kat
rozwarcia.

Cwiczenie 3 ®



Cwiczenie 4 Q@

Na rysunkach 1 i 2 przedstawiono stozki.

Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Wartosci dla stozka z rysunku 1:

objetos$¢ stozka wynosi 15007

promien podstawy stozka ma
dtugos¢ 15

Wartosci dla stozka z rysunku 2: wysokoé¢ stozka jest réwna 8

wysokos¢ stozka jest réwna 20

objetos$¢ stozka wynosi 967

promien podstawy stozka ma
dtugos¢ 6




Cwiczenie 5
Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Objetos¢ stozka:

e O promieniu podstawy r = 2v/2i wysokoscih = 9 Wynosii

\7%”2@] 2737 ‘647‘(‘” 1927r] 9/37

Cwiczenie 6

Oblicz objetos¢ stozka, jezeli wiadomo, Ze jego kat rozwarcia ma miare 90°, a pole tréjkata,
ktorego dwa boki sg tworzacymi stozka, a trzeci bok jest srednica podstawy wynosi P.

Cwiczenie 7 @

Promien podstawy stozka jest réwny r. Tworzaca stozka jest cztery razy dtuzsza od promienia
podstawy. Wyznacz objetosc¢ tego stozka.

Cwiczenie 8 O

Dany jest stozek o polu powierzchni bocznej 1672 polu powierzchni catkowitej
1672 + 8. Oblicz objetos¢ tego stozka.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: ObjetosS¢ stozka

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupdéw, ostrostupdéw, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza objetos¢ stozka, gdy dany jest promien podstawy oraz wysokosc¢;
e wyznacza objetoS¢ stozka, jezeli dane sg zaleznosci pomiedzy odcinkami w stozku;
» wykorzystuje wzor na objetoSc¢ stozka do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;

» metoda krokodyla;

e burza mozgow;

 liga zadaniowa;

e metoda puzzli eksperckich.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,,ObjetoSc¢ stozka” i celow zaje¢, przejscie do
wspolnego ustalenia kryteriow sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcii.

Faza realizacyjna:

1. Praca w grupach metoda puzzli eksperckich. Poproszeni przed lekcja wybrani
uczniowie przygotowuja materiaty dotyczace istoty i sposobu wyznaczania dtugosci
odcinkow w stozku, potrzebnych do obliczenia objetosci stozka, korzystajac
z epodrecznika. Ich zadaniem jest przekazanie zdobytych informacji grupom, tak aby
kazdy uczen potrafit obliczy¢ dane wielkoSci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,,Galeria zdje¢ interaktywnych”
Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”,

a nastepnie wybrany uczen omawia ich wykonanie na forum klasy krok po kroku.

4. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

5. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢” metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”

i ;ozywia sie” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych probleméw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,,Objetos¢ stozka” i inicjuje krotka
rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Nauczyciel sprawdza, czego si¢ uczniowie
nauczyli. Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne -
uzupelnia informacje.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Objetosc¢ stozka”).

Materialy pomocnicze:
» Bryly obrotowe - stozek
Wskazowki metodyczne:

o Nauczyciel moze wykorzysta¢ materiat w sekciji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” do
pracy przed lekcja. Uczniowie zapoznajg si¢ z jego trescia i przygotowuja do pracy na
zajeciach tak, aby samodzielnie rozwigzac¢ zadania dotyczgce obliczania objgtosci
stozka.


https://epodreczniki.pl/a/bryly-obrotowe---stozek/Dajy7psdP

