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Wykorzystanie wtasnosci funkcji kwadratowej do

interpretacji zagadnien osadzonych w kontekscie
praktycznym

Wiasnosci funkcji kwadratowej mozemy wykorzysta¢ w wielu sytuacjach z zycia
codziennego. Do zagadnien osadzonych w kontekscie praktycznym, w ktorych
wykorzystuje sie wtasnosci funkcji kwadratowej mozemy zaliczy¢ m.in. wyznaczanie
wymiarow dziatki, czy ruch jednostajnie przyspieszony prostoliniowy. W materiale
omowimy kilka przyktadow, ktore wykorzystuja wiasnosci oraz wykres funkcji kwadratowe;.

Bedziemy rozwigzywac ¢wiczenia interaktywne, bazujgc na czesci teoretycznej materiatu
i podanych przyktadach.

Twoje cele

e Przeanalizujesz sposoby rozwigzywania zadan problemowych z uzyciem wilasnos$ci
funkcji kwadratowe;j.

» Dobierzesz odpowiednig posta¢ wzoru funkcji kwadratowej do rozwiazywanego
zagadnienia.

 Zastosujesz wiasnosci funkcji kwadratowej do rozwigzywania zagadnien
praktycznych.

» Wykorzystasz zdobytg wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.



Przeczytaj

Przypomnijmy definicj¢ funkcji kwadratowe;.
Definicja: Funkcja kwadratowa
Funkcje okreslong na zbiorze R wzorem
f(z) = ax® + bz +c

gdzie:
a,b,c € Roraza # 0

nazywamy funkcja kwadratowa.

Funkcja kwadratowa ma wiele ciekawych wiasnosci, ktore maja zastosowanie
w rozwiazywaniu problemow praktycznych.

W przedstawionych przyktadach wykorzystamy niektore wtasnosci funkcji kwadratowe;j:

istnienie wartosci najmniejszej lub najwiekszej funkcji kwadratowe;j,

postac ogolng, kanoniczng, iloczynowa wzoru funkcji kwadratowe;j,

miejsca zerowe oraz oS symetrii paraboli, ktora jest wykresem funkcji kwadratowej,

zastosowanie funkcji kwadratowejw interpretowaniu zjawisk fizycznych.

Przyktad 1

Zdjecie oprawiono w rame¢ o zewnetrznych wymiarach 9 dmi 6 dm tak, ze pole
powierzchni widocznej czesci zdjecia wynosi 18 dm?®. Obliczymy szeroko$é tej ramy.

Rozwiazanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy i wprowadzmy oznaczenia, jak na ponizszym rysunku.



javascript:void(0);

Jezeli przez x oznaczymy szeroko$¢ ramyw dm,to6 —x > Qoraz9 — x > 0.
Zatemz € (0,6).

Do wyznaczenia wartosSci  rozwigzujemy rownanie:

(9 —2z)- (6 —2x) =18

54 — 18z — 12z + 4z — 18 =0

2¢* — 152 + 18 = 0

A =225-8-18 =81

_15-9 _ 6 _ 3
T1= "3 T 731~ 3
15+9 24
x2:T:T:6

Poniewaz z € (0, 6), zatem rama ma szeroko$¢ 3 dm.
Przyktad 2

. . . . . . ’ . 2 .
Droge w ruchu jednostajnie przyspieszonym opisuje wzor s = vy - t + %4, gdzie v -
predko$¢ poczatkowa ciataw =, a - przyspieszenie w 7z, s - dlugos¢ przebytej drogi
w m, t - czas trwania ruchu w s. Wyznaczymy z tego wzoru czas trwania ruchu.

Rozwiazanie:
Do wyznaczenia czasu t wykorzystamy podany wzor:
a-t’
S =17g- t + 5
Wzor ten mozemy przeksztalci¢ do nastepujacej postaci:

at® + 2vpt — 25 =0



Wyznaczamy t:

A= (2v9)° —4-a-(—2s) = 4vy? + 8as

VA = /4vg? + 8as = 2y/vy? + 2as

£, = 2w 2u02+2as — oy — \/m <0
by = 20T gy o 905 > 0

Zatem czas trwania ruchu ciata mozna wyznaczy¢ ze wzoru t = —vgy + \/ v3 + 2as [s].
Przyktad 3

Na rysunku przedstawiono schemat ulicznejlatarni. Stup, podtrzymujacy latarni¢ zostat
zaprojektowany na ksztalt paraboli, bedgcejwykresem funkcji kwadratowej. Do latarni
zamocowano pret (w kolorze zottym), jak na rysunku (bokowi jednej kratki odpowiada 1
m).

Wyznaczymy dlugo$c¢ preta, ktory zamocowano do latarni.
Rozwigzanie:

Mozemy przyjac¢, ze dlugosc preta jest rowna odlegtosci pomiedzy miejscami zerowymi
pewnej funkcji kwadratowej, ktorej wykres przedstawiono na rysunku.

Z paraboli, bedacejwykresem funkcji kwadratowej odczytujemy wspoirzedne
zaznaczonych punktow:



(1,-2), (2,2) oraz (5,0).

Jezeli wykorzystamy posta¢ 0ogolng wzoru funkcji kwadratowej f(z) = ax? + bz + ¢, to
do wyznaczenia wartosci a, b, ¢ rozwigzujemy ukiad réwnan:

(2=0a-12+b-1+c¢
S %za-22—|—b-2—|—c
0=a-5°+b-5+c

(—2=a+b+c
{3 =8a-+4b+ 2¢c
|0 =25a+5b+c

Zatema = —1,b = %,c: —%.

Jezeli p jest pierwszg wspolrzedna wierzchotka paraboli, ktéra jest wykresem
odpowiedniej funkcji kwadratowejoraz z; i £2 sg miejscami zerowymi funkcji
kwadratowej, to:

T1+To

b= 2

Zatem do wyznaczenia wartosci z1 rozwigzujemy rownanie:

13

_ z1t+b
-2 2

e

T] =
Wobec tego szukana dtugos$¢ preta wynosi:
5— 2 =23,5m]

Przyktad 4

Sklep sprzedaje dziennie 16 zabawek. Zysk ze sprzedazy jednej sztuki wynosi 40 zt.
Wiadomo, ze obnizenie ceny o kazde 5 zt, powoduje wzrost sprzedazy o 4 sztuki
dziennie. Obliczymy, ile powinna wynosi¢ cena zabawki, aby zysk byl najwiekszy.

Rozwigzanie:

Wprowadzmy nastepujgce oznaczenia:

x - liczba obnizek ceny zabawki,

5z - obnizka z raz ceny zabawki za kazdym razem o 5 24

4z - wielkos¢ opisujaca wzrost liczby sprzedanych zabawek po = obnizkach ceny
zabawki



Niech funkcja f wyraza dzienny zysk ze sprzedazy.

Zatem:

f(xz) = (40 — 5z) - (16 + 4z), gdzie x € (0, 8)

f(z) = 640 + 160z — 80z — 20z* = —20x? + 80z + 640

Wykres tej funkciji lezy na paraboli o ramionach skierowanych do gory.

Zatem funkcja osigga warto$¢ najwiekszg w punkcie, ktory jest wierzchotkiem paraboli.

Wobec tego p = 2,(_530) = 2.

Zatem nalezy dwukrotnie obnizy¢ cene, aby zysk byt najwigkszy.
Cena powinna wynosic:

(40 —5-2) zt = 30 z

Przyktad 5

Na wykresie przedstawiono zalezno$¢ drogi od czasu w ruchu jednostajnie
przyspieszonym prostoliniowym. Droge w ruchu jednostajnie przyspieszonym
prostoliniowym okreslamy wzorem s(t) = “Tﬁ gdzie s oznacza przebyta droge w czasie
t, zas a - przyspieszenie. Zaktadamy, ze ciato przed rozpoczeciem ruchu znajdowato sie
w stanie spoczynku.

a) Na podstawie wykresu wyznaczymy wartoS$¢ przyspieszenia a.



b) Obliczymy dtugos¢ drogi, jaka pokonato ciato w czasie 50 s.
Rozwigzanie:

a) Zauwazmy, ze do wykresu funkcji przedstawionego na rysunku nalezy punkt
o wspotrzednych (1, 3).

Zatem do wyznaczenia wartosci a rozwigzujemy rownanie:
_ al?
3 =5

a=~6

cnmls

b) Jezeli t = 50 s, to:

s(50) = 83€ — 7500

W ciggu 50 s cialo pokonato droge dtugosci 7500 m.
Przyktad 6

Cena wynajmu autobusu na wycieczke wynosi 1500 zt. Gdyby 5 uczestnikow
zrezygnowato z wycieczki, to kazdy z pozostatych zaplacitby 10 zt wiecej. Obliczymy, ilu
uczestnikow zapisalo si¢ na wycieczke.

Rozwigzanie:

Wprowadzmy nastepujgce oznaczenia:

x - liczba uczestnikow,

y - koszt wynajmu autobusu na jednego uczestnika.

Do wyznaczenia wartosci z i y rozwiazujemy uktad rownan:

z -y = 1500
(x —5) - (y+ 10) = 1500

Zauwazmy, ze kazde z rownan mozemy zapisa¢ w postaci rownania wymiernego.

y — 1500
{wy—l— 10z — 5y — 50 = 1500
1500 + 10z — 5 - 422 — 50 = 1500
10z? — 50z — 7500 = 0

x2—5x—T50=0



A =25+4-750 = 3025
zy =252 =25

zy = 2B =30

Poniewaz x > 0, zatem z = 30.

Na wycieczke zapisato si¢ 30 uczestnikow.

Stownik
funkcja kwadratowa
funkcja okreslona na zbiorze R wzorem
f(z) = azx® +bx + c

gdzie:
a,b,c € Roraza # 0




Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografika, na ktérej przedstawiono konstrukcje mostu. Most zostat
zaprojektowany w postaci fragmentu paraboli, bedacej wykresem funkcji f. Wykres funkcji f
zaczyna sie w punkcie o wspétrzednych (—8, —1), a konczy sie w punkcie o wspdtrzednych
(10, —1). Odlegtos¢ pomiedzy dwoma sasiednimi punktami na osi X wynosi 100 m.
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1. {audio}Most zostat zaprojektowany w postaci fragmentu wykresu funkcji kwadratowe;j
okreslonejwzorem f(z) = —5-z 4+ x4+ 5.

2. {audio}Wierzchotek mostu obrazuje punkt o wspotrzednych (1, 4).
3. {audio}Dtugos¢ mostu wynosi 1800 m.
4. {audio}Funkcja f roénie w przedziale ” (" —8,1”)” i maleje w przedziale ” ("1, 10”)”.

5.{audio}Najwieksza wartos¢ funkcji f w przedziale ” (" —8, —3”)” wynosi 3.



Polecenie 2

Most zostat zaprojektowany w postaci fragmentu paraboli, bedgcej wykresem funkcji
kwadratowej f tak, jak na ponizszym rysunku.

Na podstawie danych z rysunku, wyznacz wzér tej funkcji w postaci ogolnej.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz.
Droge w ruchu jednostajnie przyspieszonym opisuje rownanie s = vy - t + “TtZ Przy

zatozeniu, ze predkos¢ poczatkowa vg = 0 %, czas t potrzebny na przebycie tej drogi,
obliczymy ze wzoru:

O t=+2as

O t=y/2
O t=v/%

Cwiczenie 2 ®

2
Wysokos¢ h [m], na ktorej znajduije sie ciato w chwili ¢ [s] obliczamy ze wzoru b = H — %~

2 ’
gdzie H [m] jest wysokoscig poczatkowa oraz g ~ 10 [%’H Zaznacz zdania, ktoére sg
prawdziwe.

D Wysokos¢ poczatkowa, na ktorej znajdowato sie ciato obliczamy ze wzoru
_ gt’
H=h- 5.

Czas t mozemy obliczy¢ ze wzoru t =

2
zewzoru H = h + %.

0 Jezeli na poczatku ciato znajdowato sie na wysokosci 20 m, a w pewnej chwili na
wysokosci 15 m, to czas potrzebny na przebycie tej drogi wyniést 2 s.

0 Jezeli ciato znajdowato sie na poczatku na wysokosci 10 m, to po czasie 1 s bedzie
znajdowato sie na wysokosci 5 m.




Cwiczenie 3

Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Jezeli stos klockéw utozymy tak, aby srodek ciezkosci kazdego z nich byt tak zachowany, ze
klocki sie nie przewrdéca, wéwczas krawedzie klockéw uktadaja sie w ksztatcie fragmentu
paraboli, ktora jest wykresem funkcji kwadratowej okreslonej wzorem

flz)=—F2* + Lz 18,

Wodwczas:

,,,,,,,,,,,,,,

5] (2] (4] (3] (8] [20]




Cwiczenie 4

Uzupetnij tekst, wpisujgc odpowiednie liczby.

Wiadomo, ze funkcja popytu pewnego towaru wyraza sie wzorem f(z) = 2x% — 16z + 24,
a funkcja podazy tego towaru jest okre$lona wzorem g(z) = 1022, gdzie x oznacza cene
towaru.

lle wynosi cena réwnowagi rynkowej? (gdy podaz jest réwna popytowi)

Odpowiedz: dla x = ’

Kiedy funkcja popytu jest réwna 0?

Odpowiedz: funkcja popytu jest rowna 0 dla x :‘ ’ ix =‘

Przy jakiej cenie towaru funkcja podazy jest rosnaca?

Odpowiedz: cena powinna sie zawiera¢ w przedziale <‘ , 00).

Cwiczenie 5

Brzeg zwierciadta parabolicznego na ptaszczyZnie mozna przedstawi¢ za pomoca krzywej,
bedacej fragmentem wykresu funkcji kwadratowej. Potgcz w pary wzor funkgji, ktérej wykres
jest krzywizng zwierciadta z rownaniem osi symetrii tej paraboli.

flz) =-2(x+2)°-3 z=1

f(z) = V2z* x=—2

f(z) = —22° + 4z — 1 z=0

f(z) = 3(z — 1)(z +3) z=—1
Cwiczenie 6

Pole powierzchni prostokatnego ogrédka wynosi 270 m?. Oblicz wymiary ogrodka, jezeli
réznia sie one 0 3 m.

Cwiczenie 7 @

W 2020 roku na uroczystosci urodzinowej, ktos zapytat jubilata, ile ma lat. Jubilat
odpowiedziat: jezeli moéj wiek sprzed 20 lat pomnoze przez méj wiek za 34 lata, to otrzymam
rok mojego urodzenia. Oblicz, ile lat ma jubilat.



Cwiczenie 8 @

Z prostokatnego arkusza papieru o nieréwnolegtych bokach dtugosci 40 cm i 30 cm
odcinamy na rogach kwadraty tak, aby po sklejeniu otrzymac otwarte pudetko na prezenty.
Oblicz, jaka powinna by¢ dtugos¢ bokéw wycinanych kwadratéw, aby pole powierzchni
bocznej pudetka byto najwieksze.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz
Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykorzystanie wlasno$ci funkcji kwadratowej do interpretacji zagadnien
osadzonych w kontekscie praktycznym

Grupa docelowa:
Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegétowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

11) wykorzystuje wtasnosci funkcji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych w kontekscie praktycznym:;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

« analizuje sposoby rozwigzywania zadan problemowych z uzyciem witasnosci funkcji
kwadratowej;

» wybiera odpowiednig posta¢ wzoru funkcji kwadratowej do rozwigzywanego
zagadnienia;

« stosuje wlasnosci funkcji kwadratowej oraz jej wykres do rozwigzywania zagadnien
praktycznych;

» wykorzystuje zdobytg wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego;
» metoda krokodyla.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji: ,Wykorzystanie wiasnosci funkcji kwadratowej do
interpretacji zagadnien osadzonych w kontekscie praktycznym” oraz cele, wybrana
osoba formutuje kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metodg tekstu przewodniego analizujg tresci z sekcji ,,Przeczytaj”. Po
zapoznaniu si¢ z kazdym z przyktadow zglaszaja pytania i napotkane ewentualne
problemy, ktére omawiane sg na forum klasy.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Infografika”. Zapisujg
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,

w trakcie ktorejnauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie w kolejnym kroku rozwigzujg ¢wiczenia nr 1i 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Kazdy
z ucznioéw robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiaja
rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne
informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzuja zadania 3-5 z sekcii
»Sprawdz sie” na czas (od zadania tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora
poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢
uczniow ocenami za aktywnoS$¢. Rozwiazania sg prezentowane na forum klasy
i omawiane krok po kroku.

5. Zadania numer 6, 7i 8 z sekcji ,Sprawdz si¢” uczniowie wykonuja indywidualnie
metodg krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,,czeka nieruchomo na brzegu



rzeki” i ,ozywia sie” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.
Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Wykres funkcji kwadratowej zapisanej wzorem w postaci ogolne;j
Wskazowki metodyczne:

o Materiat w sekcji ,, Infografika” mozna wykorzystac na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie zdobytej wiedzy na temat wykorzystania wtasnosci funkcji kwadratowejdo
interpretacji zagadnien osadzonych w kontekscie praktycznym.

 ,Infografike” mozna wykorzysta¢ do okreslania wtasnosci funkcji kwadratowej na
podstawie jej wykresu.


https://epodreczniki.pl/a/wykres-funkcji-kwadratowej-zapisanej-wzorem-w-postaci-kanonicznej-wykres-funkcji-kwadratowej-zapisanej-wzorem-w-postaci-ogolnej/DPHMxXnyW

