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Znajdowanie wzoru funkcji kwadratowej na podstawie

jej wykresu

Zrédto: 132369, dostepny w internecie: www.pixabay.com.

W tym materiale wykorzystamy wspotrzedne szczegolnych punktow wykresu funkci
kwadratowej do wyznaczenia jej wzoru w trzech postaciach: ogolnej, iloczynowej (o ile
istnieje) i kanonicznej. Nie kazda funkcja kwadratowa ma miejsca zerowe, ale kazda
parabola, ktora jest wykresem tej funkcji, ma wierzchotek oraz inne punkty szczegolne np.
punkt przeciecia wykresu z osig Y. Do realizacji celow tejlekcji niezbedna bedzie
umiejetnos¢ odczytywania wiasnosci funkcji z wykresu.

Twoje cele

e Odczytasz wspolrzedne punktow szczegolnych funkcji kwadratowej z jej wykresu.

» Na podstawie wykresu funkcji kwadratowejwyznaczysz wzor tej funkcji w postaci
ogolne;j.

o Wyznaczysz wzor funkcji kwadratowej, korzystajac z jej wykresu oraz postaci
kanoniczne;j.

o Wykorzystasz dane z wykresu funkcji kwadratowej do wyznaczenia wzoru tej funkcii
w postaci iloczynowe;j.




Przeczytaj

W kolejnych przyktadach omoéwimy, jak wyznaczy¢ wzor funkcji kwadratowej na podstawie
jej wykresu oraz specjalnie zadanych warunkow.

Przyktad 1

Wyznaczymy wzor funkcji kwadratowej z wykorzystaniem postaci ogolnej, jezeli jej
wykresem jest parabola przedstawiona na ponizszym rysunku.

Dana jest posta¢ ogélna tejfunkcji f(z) = az® + bz + c.

Z powyzszego wykresu odczytujemy, ze punkt przeciecia wykresu funkcji z osig
rzednych to punkto wspotrzednych W = (0, 1).

Zatem po podstawieniu do postaci ogolnej otrzymujemy, ze ¢ = 1.
Wzor funkcji zapisujemy w postaci: f(z) = az® + bz + 1.

Znajdujemy wspolrzedne dwoch punktow, ktore nalezg do wykresu funkciji. Sg to np.
(1,2)i(—1,4).

Podstawiamy wspotrzedne tych punktow do wzoru f(z) = az® + bz + 1.
Otrzymujemy: f(1) =a-1>2 +b-1+1 =2

f-)=a-(-1)*+b-(-1)+1=4
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a+b+1=2

T ktad r¢ 1 .
worzymy uklad réwnan {a—b—l—l 4

b=1
Przeksztatlcamy uktad do postaci {Z i_ b3

Po rozwigzaniu ukladu rownan otrzymujemy: a = 21 b = —1.

Zatem szukany wzor funkcii jest postaci f(z) = 2z% — z + 1.

W celu znalezienia wzoru funkcji kwadratowejw postaci ogolnej, wystarczy znac
wspotrzedne wierzchotka paraboli, bedgcej wykresem funkciji oraz wspotrzedne dwoch
punktow, ktore nalezg do jej wykresu.

Przyktad 2

Wyznaczymy wzor funkcji kwadratowej z wykorzystaniem postaci iloczynowej, jezeli jej
wykresem jest parabola przedstawiona na ponizszym rysunku.

Z wykresu mozemy odczyta¢ miejsca zerowe tej funkcji. Sg nimi liczby (—3) oraz 2.

Poniewaz funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe, wiec mozemy wykorzystac jej
posta¢ iloczynowg f(z) = a(z — z1)(z — x2).

Po podstawieniu do postaci iloczynowej miejsc zerowych otrzymujemy, ze
f(z) = a(z + 3)(z - 2)

Z wykresu odczytujemy wspotrzedne punktu, ktory nalezy do paraboli, ktora jest
wykresem tej funkciji: (1,4).
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Podstawiamy wspotrzedne odczytanego punktu do postaci iloczynoweji otrzymujemy
réwnanie 4 = a(1 + 3)(1 — 2), co po rozwigzaniu daje a = —1.

Wzor szukanej funkcji jest postaci f(z) = —(z + 3)(z — 2).

Posta¢ ogolna tej funkcji wyraza sie wzorem f(z) = —x? — x + 6.

W omowionym przykladzie nie byto mozliwe odczytanie doktadnych wspotrzednych
wierzchotka, dlatego oprocz miejsc zerowych wyznaczyliSmy wspolrzedne innego punktu,
ktory nalezy do paraboli.

Przyktad 3

Wyznaczymy wzor funkcji kwadratowejw postaci kanonicznej, jezeli jej wykresem jest
parabola przedstawiona na ponizszym rysunku.

Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej wyraza sie wzorem f(z) = a(z — p)° + ¢.

Odczytujemy wspolrzedne wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem tej funkcii:
W = (3,4).

Otrzymujemy, ze p = 3 oraz q = 4.
Po podstawieniu do postaci kanonicznej otrzymujemy, ze f(z) = a(z — 3)* + 4.
Do wykresu podanej funkcji nalezy punkt (1, —4).

Podstawiamy wspolrzedne tego punktu do wzoru funkciji i mamy, ze
—4=a-(1-3)%*+4
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Zatema = —2.
Wzor szukanej funkciji w postaci kanonicznej jest postaci f(z) = —2(x — 3)2 + 4.

Jezeli znamy wspolrzedne wierzchotka paraboli oraz dowolnego punktu, ktory do niej
nalezy, wowczas wzor funkcji kwadratowej otrzymamy z postaci kanoniczne;j.

Przyktad 4

Wiadomo, ze do wykresu funkcji kwadratowej nalezg punkty (2, 4) oraz (6,4). Wykres tej
funkcji przecina 0§ Y w punkcie (0, 22). Wyznaczymy wzor tej funkcji w postaci ogélne;j.

Poniewaz dla z = 2 oraz dla = 6 funkcja kwadratowa przyjmuje te same wartosci,
zatem warto$¢ pierwszej wspolrzednej wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem tej
funkcji wynosi p = % =4.

Do rozwigzania wykorzystamy posta¢ ogolng f(z) = az® + bz + c.
Jedlip = 4,to 52 = 4, czyli b = —8a.

Poniewaz punkt przeciecia z osig Y wynosi (0, 22), zatem warto$¢ wspotczynnika ¢ = 22

Funkcja przyjmuje posta¢ f(z) = az? — 8ax + 22.

Po podstawieniu wspotrzednych punktu (2, 4) otrzymujemy rownanie
4=a-22—8a-2+22

Z robwnania mamy, ze a = 3, wiec b = —12.
Otrzymujemy, ze funkcja wyraza sie wzorem f(z) = %aﬂ — 12z + 22.
Wazne!

Jezeli dane s3 dwa punkty nalezgce do tej samej paraboli o pierwszych wspotrzednych z;
oraz o, ktore leza w tym samych odlegtosciach od wspolrzednejp wierzchotka, woéwczas

p= 331-5302 )
Przyktad 5

Wyznaczymy wzor funkcji kwadratowej, wiedzac ze do jej wykresu nalezg punkty
A(-2,0), B(1,3),C(2,—4).

Rozwigzanie

Wykorzystujemy wzor funkcji kwadratoweji podstawiamy do niego wspotrzedne
poszczegolnych punktow.




f(z) = ax® + bz +c

A(—2,0)stad 0 =a - (—2)° +b- (—=2) +¢c
B(1,3)stad3=a-12+b-1+c

C(2,—4)stad —4=a-22+b-2+c

Otrzymujemy uktad trzech rownan z trzema niewiadomymi:

(4a —2b+¢=0
a+b+c=3
(4a +2b+c=—4

(¢ =2b—4a
Sa+b+2b—4a=3
| 4a + 2b+2b —4a = —4

(¢ =2b—4a

¢ —3a+3b=3
(4b = —4

(¢ =2b—4a

¢ —3a+3b=3
(b=—1

(¢ =2b—4a

s —-3a+3-(-1)=3
|b=—1

(¢ = 2b—4a

¢ —3a=6

\ =-1

(¢ = 2b—4a

{a= -2

b=—1
(c=2-(—1)—4-(-2)
ca=—-2

\ =-1

(c=6




| Wzor funkcji kwadratowej ma posta¢ f(z) = —2z% — = + 6.

c=2-(-1)—4-(-2)

a=—2
b= -1
Stownik

funkcja kwadratowa

funkcja, ktorej wzér mozna zapisaé w postaci f(z) = ax? + bz + c, gdzie a, b, ¢ € R oraz

a#0



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, a nastepnie wykonaj polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DgUUAoRdm

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacej znajdowania wzoru funkcji kwadratowejna
podstawie jej wykresu.

Polecenie 2

Na podstawie prezentacji rozwigz ponizsze zadanie:

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej, ktérej wykres przedstawiono na rysunku.

—8—7—6—5-4—3—2—11 123456789)7(


https://zpe.gov.pl/a/DgUUAoRdm

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Na wykresie funkcji kwadratowej zaznaczone punkty to :

() punkty przeciecia z osia Y’

() miejsca zerowe

() wspotrzedne wierzchotka




Cwiczenie 2 @)

Zaznacz wszystkie prawidtowe odpowiedzi. Do wykresu funkcji kwadratowej
F(z) = a(z — 3)* + 1 nalezy punkt (4, —2). Wowczas:

(] a€e(—4,3)
(] a=-3
(] a=3

(] a>0

Cwiczenie 3 3

Whpisz w odpowiednie miejsca w tekscie wtasciwe liczby.

Do wykresu funkcji f(z) = 2z? — = — 3 nalezy punkt (—2,‘ ’) Miejscami

zerowymi tej funkcji s liczby % oraz ’

Punkt przeciecia wykresu tej funkcji z osig Y ma wspoétrzedne (‘ ’

)

Cwiczenie 4

Dopasuj wzér funkcji kwadratowej do odpowiadajgcej mu wtasnosci:

f(z) = 922 + 19 + 14 punkt przeciecia wykresu z osig Y to

(0,2)
f(z) = -3z + z +2 do wykresu funkcji nalezy punkt
(27 _1)
f(z) = 222 — 8 miejsca zerowe to (—2) i 2

f(z) =22 -5z +5 wspotrzedne wierzchotka to (—3, —4)



Cwiczenie 5

Przeciagnij w wyznaczone miejsca odpowiednie wzory funkcji.

Funkcje kwadratowe z dwoma miejscami zerowymi
i wierzchotkiem lezagcym w II éwiartce uktadu
wspotrzednych:

f(z) = —22% — 4z + 1 ’

fl@)=(z -1 -5
f(a:)=2:132—8:1:+7’

flz) = —(z+3)* +2 ’

Funkcje kwadratowe z dwoma miejscami zerowymi
i wierzchotkiem lezacym w IV ¢wiartce uktadu f(z) = —x? — 8z — 14 ’
wspotrzednych:

fl@)=(z -3 -2

Cwiczenie 6

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Wiadomo, ze miejscami zerowymi funkcji kwadratowej
f(z) = azx? + bx + c s liczby 1 oraz (—2). Do wykresu tej funkcji nalezy punkt (2, —8).
Wtedy:

() a=2b=2,c=—4

() a=2,b=-2,c=4

() a=-2,b=-2,c=4



Cwiczenie 7 @

Wypetnij krzyzéwke.

Punkt nalezacy do paraboli o wspétrzednych (p, q).

Inaczej delta.

Moze mie¢ dwie wspotrzedne.

Jezeli wyrdznik jest wiekszy od zera, wtedy funkcja kwadratowa ma dwa miejsca ...

Jezeli funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych, wtedy delta jest ...

S L T S I o

Nazywamy ja = lub y w oznaczeniu punktu.

Cwiczenie 8 @

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Wierzchotkiem paraboli jest punkt (—2, 3), a do jej wykresu
nalezy punkt (—1,4). Wtedy:

O flz)=a> -4z +7
O flz)=2*+4z+7

O flz)=—x* -4z +7



Cwiczenie 9

@

Wyznacz wartosci wspétczynnikéw a, b, ¢ funkcji kwadratowej f(z) = az?® + bz + ¢, jesli

do jej wykresu nalezg punkty A(—2, —11), B(1,4), C(—4, —1). Wpisz wyznaczone wartosci
w odpowiednie miejsca w ponizszym wzorze.

f(z) 2] o+ |




Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Znajdowanie wzoru funkcji kwadratowej na podstawie jej wykresu

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie informacji o tej funkcji lub o jej wykresie;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» odczytuje punkty szczegolne funkcji kwadratowej z wykresu,

» wyznacza wzor funkcji kwadratowejw postaci ogolneji kanonicznejna podstawie
informaciji z wykresu,

» wykorzystuje dane z wykresu funkcji kwadratowej do wyznaczenia wzoru tej funkciji
w postaci iloczynowe;j.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;
e burza mozgow.



Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj”.
Faza wstepna:

1. Przedstawienie uczniom tematu: ,Znajdowanie wzoru funkcji kwadratowejna
podstawie jej wykresu” oraz celow lekcji, a nastepnie okreslenie kryteriow sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg sie indywidualnie z trescig sekcji ,Animacja”. Zapisujg ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiale elementy z materiatu.

2. Wybrani uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3, 4 i 5) uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultuja
swoje rozwigzania z inng para uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:



1. Uczniowie opracowuja 3 zadania z rozwigzaniami dotyczace wyznaczenia wzoru
funkcji kwadratowej na podstawie jej wykresu, z wykorzystaniem postaci wzoru funkcji
kwadratowej: ogolnej, iloczynoweji kanoniczne;.

» Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej na podstawie pewnych informacji o tej funkciji

lub o jej wykresie
Wskazowki metodyczne:

o Materiat w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w zakresie znajdowania wzoru funkcji kwadratowej na podstawie
jej wykresu.

e Animacja moze by¢ pomocna na zajeciach poswigconych réznym postaciom wzoru
funkcji kwadratowe;j.
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