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Zrédto: dostepny w internecie: pxfuel.com, domena publiczna.

Prawo powszechnego cigzenia podane przez Isaaca Newtona (1643 - 1727) dotyczy istnienie
sit przyciggajacych miedzy wszystkimi obiektami materialnymi. Dla dwoch ciat o masach

M i m zapisujemy je w postaci wzoru F' = G ]‘;{2’”

, gdzie: F' - sila przyciagania
grawitacyjnego, G - stata grawitacji, M, m masy oddziatujacych ze soba cial, a r - odleglo$¢
miedzy $rodkami ciat. Wykres funkcji F(r) = G A—fﬁ ma asymptote poziomg prawostronng
orownaniu F' = 0.

Twoje cele

» Poznasz definicj¢ asymptoty poziomejwykresu funkcij.
e Wyznaczysz rOwnania asymptot poziomych wykresu.

o Wykorzystasz poznane definicje i twierdzenia do rozwigzania zadan.



Przeczytaj

Szczegolnym przypadkiem asymptoty ukosnej jest asymptota pozioma. Jezeli wspotczynnik
kierunkowy a asymptoty uko$nejwynosi zero, to asymptote ukosna y = b nazywamy
wowczas asymptotg pozioma.

Definicja: Asymptota pozioma lewostronna wykresu funkcji

Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale (—oo, ¢), gdzie ¢ € R. Prostay = b jest
asymptota poziomg lewostronng wykresu funkcji y = f(x), jezeli:

Jim (f(2) =) = 0.

Y

asymptota pozioma lewostronna y = b

Z definicji asymptoty poziomejlewostronnejwynika, ze wykres funkciji dla argumentow
zmierzajgcych do (—oo), coraz bardziej zbliza sie do asymptoty.

Korzystajac z definicji asymptoty ukosnejlewostronnejwykresu funkcji mozemy zapisac:

lim (f(z) — (az + b)) =0.

T——00
W naszym przypadku a = 0, zatem:
lim (f(z) —(0-z+b)) = lim (f(x)—0b)=0.

T——00 T——00

Poniewaz :cgr—noo b = b, to korzystajac z twierdzenia o granicy réznicy dwoch granic (z

ktorych kazda ma granice wiasciwg) otrzymujemy:



lim (f(z) —b) = lim f(z)— lim b= lim_ f(z) —b=0.

T——00 T——00
Mamy zatem:

lim f(x) =0

Tr——00

Prosta y = b jest asymptotg lewostronng pozioma funkcji f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy
b= 1_i>1_n f(z) i granica ta jest wlasciwa.

Definicja: Asymptota pozioma prawostronna wykresu funkcji

Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale (¢, +00), gdzie ¢ € R. Prostay = b jest
asymptotg pozioma prawostronng wykresu funkcji y = f(x), jezeli:

lim (f(z) —b)=0.

Tr—+00
YA
Yy = b asymptota pozioma prawostronna
o
g X

Z definicji asymptoty poziomej prawostronnejwynika, ze wykres funkcji dla argumentow
zmierzajgcych do 400, coraz bardziej zbliza si¢ do asymptoty.

Poniewaz EEI (f(x) —b) =0,a Er+n b = b, to korzystajgc z twierdzenia o granicy
roznicy dwoch granic (z ktorych kazda ma granice wlasciwg) otrzymujemy:

lim (f(z) —b)= lim f(z)— lim b= lim f(z)—-b=0.

T—+00 T—+00 T——+00 T——+00

Mamy zatem:

lim f(xz) =0

r—+00



Prosta y = b jest asymptotg prawostronng pozioma funkcji f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy

Y  ran; ) tadeiwa,
b im f(z) i granica ta jest wlasciwa

Jezeli prosta y = b jest jednoczes$nie asymptota poziomg prawostronng i lewostronng, to
nazywamy ja asymptotg pozioma obustronng wykresu funkcji f(x).

YA

Yy = b asymptota pozioma obustronna

Ktore z podstawowych funkcji majg asymptoty poziome?

Przyktad 1

Rozwazmy hiperbole bedaca wykresem funkcji f(z) = +.




Prosta y = 0 jest asymptotga pozioma obustronng wykresu funkcji f.
Rownanie asymptoty odczytaliSmy z rysunku. Skorzystajmy jeszcze z definicji asymptoty

. .. . . . 1 . 1
oziomeji obliczmy granice: lim = = (Qoraz lim = = 0.
P ) vE z—o0 T z——o00 %

Przyktad 2

Rozwazmy funkcje wyktadnicza f(z) = 2°.

5 4 3 =2 -1 0 1 2 3 4 5}

Z rysunku widzimy, ze prosta y = 0 jest asymptotg pozioma lewostronng wykresu funkcji
f, ale nie jest asymptota prawostronna.

Przyjrzyjmy sie teraz wykresowi funkcji g(x) = (%)z



YA

=5

Tym razem prosta y = 0 jest asymptota poziomg prawostronng wykresu funkciji g, ale nie
jest asymptota lewostronna.

Przyktad 3

322
r2—4 "

Wyznaczymy réwnania asymptot poziomych wykresu funkcji y =
Rozwigzanie
Funkcja jest okreslona, gdy 2 — 4 # 0.

Dziedzing tej funkciji jest zbior Dy = R\ {—2, 2}, poniewaz rozwigzaniem réwnania
x> — 4 =0,s3liczby (—2)i2.

Prosta y = b jest asymptota pozioma lewostronng wtedy i tylko wtedy, gdy 1_i>1la f(zx) =0

i granica ta jest wiasciwa.

Obliczamy granice:
lim f(z) = lim = lim 1 = 3-=3
T——00 500 2°—4 T——00 (2_37;%) (1-0) ’

Rownaniem asymptoty poziomejlewostronnejjest zatem y = 3.
Analogicznie szukamy rownania asymptoty poziomej prawostronne;j.

Obliczamy granice:


javascript:void(0);

. . z2 : z — —
Jim f(e) = lim 35 = lim =y oy = 3

Roéwnanie asymptoty poziomej prawostronnejma zatem postac y = 3.
Prosta o rownaniu y = 3 jest asymptotg poziomg obustronna.
Mozemy ten przykiad rozwigzac¢ korzystajac z ponizszej wiasnosci.
Wiasnos¢: asymptota pozioma wykresu funkcji

Jezeli funkcjay = f(x) daje sie przedstawi¢ w postaci y = b + g(x), przy czym
spetniony jest warunek 1_i>I_Il g(x) = 0, to prosta y = b jest asymptotg poziomg

lewostronna funkcji y = f(z).

322 3g2-12412 _ 3(z*—4)+12
r2—4 r2—4 _ r2—4

Przeksztalcmy wiec wzor: y =

Funkcje y = =b+ g(z), czyliy =

Poniewaz g(z) = mzlz I 19&11100 x;_ = 0, wiec prosta y = 3 jest asymptota pozioma

prawostronng wykresu funkcji y = ;;’”_24 .

Podobnie pokazujemy, ze prosta y = 3 jest asymptotg pozioma lewostronna.

3z>

Prosta y = 3 jest asymptotg poziomg obustronng wykresu funkcjiy = —=.

Przyktad 4

Wyznaczymy réwnania asymptot wykresu funkcji y = 2la] 11 .

Rozwigzanie
Funkcja jest okres$lona dla ¢ # 1, zatem Dy = (—o00, 1) U (1, +00).

Korzystajgc z definicji wartosci bezwzglednej mozemy zapisac:

_2z-1 2:(3 1 dla z > 0
Y el _2”” Ldlaz <0

Poniewaz funkcja jest nieokreslona dla = 1, obliczamy nastepujace granice:

. 2|z|-1 . 2z—1 2-1 . 2|z|-1 . 2z—1 2-1
lim = lim = |=—| = —oo oraz lim = lim =
r—1- z—1 r—1- z—1 [ 0 :| r—1+ -1 r—1+ z—1 |: 0+ ]

. . . . 2|z|—-1
wigc prosta z = 1 jest asymptotg pionowg obustronng wykresu funkcji y = = ——.

Obliczajgc granice w nieskonczonosci, podamy rownania asymptot poziomych.


javascript:void(0);

lim 2221 = im =22l — i = r = ljm = = =2 = 2
500 271 500 T1 T——00 T z——o0 11— 1
Prosta y = —2 jest asymptotg poziomg lewostronng wykresu funkcji y = 2?_'11

21 _1

lim 2220 — fm 2=l = i EF = im T — 2 — 9
z—+oo0 % z5+o0 T z—+00 T z—+oo 1—-- 1
Prosta y = 2 jest asymptota poziomg prawostronng wykresu funkcji y = %
Wykres funkcji y = % ma nastepujgce asymptoty:
pionowg obustronng ¢ = 1, poziomg lewostronng y = —2 oraz poziomg prawostronng
y =2
Przyktad 5
Zbadamy, dla jakiej wartoSci parametru p prosta y = —2 jest asymptota poziomg

obustronng wykresu funkcji:

4362
f(z) = =T

Dla jakiej wartosci parametru p wykres funkcji f nie ma asymptoty poziome;j?
Rozwigzanie

Aby znalez¢ réwnanie asymptoty poziomej prawostronnej funkcji f obliczymy granice:
lim —42*=2041 _ i i )

oo  prita? 2300 x3 (p—l—i)

Zatem prostay = _74 jest asymptota pozioma prawostronng wykresu funkcji f.

Analogicznie mozna pokazac, ze jest rownez granicg lewostronna.
Skoro prosta y = —2 ma by¢ asymptota obustronng wykresu funkcji f,top = 2.

Zauwazmy jeszcze, ze gdy p = 0, to wykres funkcji f nie ma asymptot poziomych.

Stownik
asymptota pozioma lewostronna

prosta y = b jest asymptotg pozioma lewostronng wykresu funkcji y = f(x), jezeli granica
réznicy wartosci funkeji f(x) i funkciji liniowejy = b w minus nieskoniczonosci jest
réwna zero

asymptota pozioma prawostronna




prosta y = b jest asymptotg poziomg prawostronng wykresu funkcji y = f(x), jezeli
granica roznicy wartosci funkcji f() i funkcji liniowejy = b w plus nieskonczonosci jest
rowna zero



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem prezentujagcym metody obliczania réwnan asymptot
poziomych wykresu funkcji, a nastepnie rozwiaz zadania.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DI1Bh1RHdAT

Film nawigzujacy do tresci dotyczacej asymptot poziomych.

Polecenie 2
. . . . . .o 2
Zbadaj istnienie asymptot poziomych wykresu funkcji y = ﬁ—m

Polecenie 3

Zapisujac funkcje y = 7;”__68 w postaci y = b + g(x) podaj réwnanie asymptoty poziomej

wykresu tej funkcji.



https://zpe.gov.pl/a/D1Bh1RHdT

Sprawdz sie

Cwiczenie 1

prosta o rownaniu:

O y=3.

O y=1

O y=-1L

Cwiczenie 2

5x2+8
32243

5z2—1
222

22213
522+5

3z2+18

~ 5x245

Pokaz ¢éwiczenia: O @

3>

Dana jest funkcja opisana wzorem f(z) = 557

() nie ma asymptoty poziome;.

O

Asymptota pozioma wykresu tej funkcji jest

Do wzoru funkcji dobierz rownanie asymptoty poziomej obustronnej jej wykresu.

y=2,5
y=20,6
y=0,4
==



Cwiczenie 3 @

5x—9
z—3

Dana jest funkcja opisana wzorem f(a:) = . Wybierz zdania prawdziwe.

(] Wazdr tej funkcji mozna zapisa¢ w postaci f(z) = xﬁg + 5.

(] Prosta o réwnaniu y = 3 jest asymptota pozioma obustronng wykresu tej funkcji.

(] Woykres funkgcji f nie ma asymptoty poziomej.

(] Prostaoréwnaniuy = 5 jest asymptota pozioma wykresu tej funkcji.

Cwiczenie 4

W puste miejsce wstaw odpowiednie liczby catkowite.

1) Prosta o réwnaniu y = ‘ jest asymptotg poziomg obustronng wykresu
funkgji f(z) = 2%
2) Prosta o réwnaniu y = ‘ jest asymptotg pozioma obustronng wykresu
funkgji f(z) = 122
3) Prosta o réwnaniu y = ‘ jest asymptotg pozioma obustronng wykresu
funkgji f(z) = ZE.
Cwiczenie 5
Dana jest funkcja opisana wzorem f(x) = 3—;;%. Woybierz zdanie prawdziwe.

() Asymptota pozioma obustronng wykresu tej funkcji jest prosta o réwnaniu y = —1.

() Asymptota pozioma obustronng wykresu tej funkcji jest prosta o réwnaniu y = 0.

() Asymptota pozioma obustronng wykresu tej funkcji jest prosta o réwnaniu y = 1.

() Asymptota pozioma obustronng wykresu tej funkcji jest prosta o réwnaniu y = 2.



Cwiczenie 6

Dana jest funkcja opisana wzorem f(z) = 32|$|_+15 . Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan.
Prawda Fatsz
Prosta o rownaniu y = %
jest asymptotg pozioma O O
prawostronng wykresu tej
funkcji.
Prosta o rownaniu y = —%
jest asymptotg pozioma O O
lewostronng wykresu tej
funkcji.
Prosta o réwnaniu y = 3
jest asymptota poziomg O O
obustronng wykresu tej
funkcji.

Cwiczenie 7

9x—3
z—1

Dana jest funkcja opisana wzorem f(a:) = \/ . Wybierz zdanie prawdziwe.

() Prosta o réwnaniu y = —1 jest asymptota pozioma wykresu tej funkcji.
() Prosta o réwnaniu y = 3 jest asymptota pozioma wykresu tej funkcji.
() Prosta o réwnaniu y = 9 jest asymptota pozioma wykresu tej funkcji.

() Wykres funkgcji f nie ma asymptoty poziomej.



Cwiczenie 8 @

_ V42243

Dana jest funkcja opisana wzorem f(z) = el Woybierz zdania prawdziwe.

Prosta o rownaniu y = —2 jest asymptotg pozioma lewostronng wykresu tej
U funkcji.

(] Woykres funkgcji f nie ma asymptoty poziomej.
E] Prosta o rownaniu y = 2 jest asymptota pozioma prawostronng wykresu tej funkcji.

(] Prostaoréwnaniu y = 2 jest asymptota pozioma obustronng wykresu tej funkcji.



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Asymptota pozioma wykresu funkciji.

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony.
Podstawa programowa:

ZaKkres rozszerzony:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

kompetencje cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wie, ze asymptota pozioma jest szczegolnym przypadkiem asymptoty ukosne;j,

» zna definicje asymptoty poziomejlewostronnej, prawostronnej wykresu funkcii,

» znatwierdzenia umozliwiajace wyliczenie rownania asymptoty poziomej wykresu
funkci,

» podaje rownania asymptoty poziomejlewostronnej, prawostronneji obustronne;j
wykresu funkciji,

 oblicza granice funkcji w nieskonczonosci korzystajac z poznanych witasnosci
o granicach,

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwigzania,

» przedstawia pelny tok rozwigzania zadania wraz z uzasadnieniem.



Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

» wyklad informacyjny,
e burza mozgow,
e pokaz multimedialny.

Formy pracy:

e pracaindywidualna,
» praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu,
« tablica interaktywna/rzutnik multimedialny,
e e-podrecznik.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

« uczniowie przypominajg definicje asymptoty ukosnejwykresu funkcii,
» uczniowie podaja metody wyznaczania granicy funkcji w nieskonczonosci,
e nauczyciel podaje temati cele zajec.

Faza realizacyjna:

e nauczyciel podaje, ze asymptota pozioma jest szczegolnym przypadkiem asymptoty
ukosne;j,

e uczniowie metoda burzy mozgoéw podajg definicje asymptoty poziomejoraz metode
obliczenia rownania asymptoty poziome;j,

e nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z wykresami ilustrujgcymi asymptoty

poziome lewostronne, prawostronne i obustronne znajdujace si¢ w sekcji Przeczytaj,

» uczniowie formutujg wnioski i zapisujg je w zeszycie,

» nauczyciel prezentuje film samouczek i omawia go z uczniami, nastepnie uczniowie

samodzielnie rozwigzujg zadania pod filmem,

» chetni uczniowie prezentujg rozwigzania zadan na tablicy,

» nauczyciel prosi uczniow aby zapoznali si¢ z przykladem 2 zawartym w sekcji
Przeczytaj,

» na forum klasy uczniowie omawiaja rozwigzanie przyktadu 2, nauczyciel wyjasnia
ewentualne watpliwosci uczniow,



e uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela,
» nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazoéwek i zwracajagc uwage na
starannoS$¢ zapisow.

Faza podsumowujaca:

e wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych,

e uczniowie okreslaja co byto dla nich trudne lub niezrozumiale a nauczyciel udziela
wyjasnien,

» uczniowie sporzadzaja notatke w zeszycie: definicje i twierdzenia o asymptocie
poziomej wykresu funkci,

« nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnoS$¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaty rozwigzane
na lekciji.

Materialy pomocnicze:
Wykres funkcji
Wskazowki metodyczne:

Materiaty zawarte sekcji Film samouczek uczniowie moga przeanalizowac jako prace
wlasna przed lekcja.


https://epodreczniki.pl/a/wykres-funkcji/DMjeeayJi

