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Przesuniecie okregu o wektor

Zrodto: Dawid Zawita, dostepny w internecie: unsplash.com, domena publiczna.

UmiejetnoS¢ postugiwania si¢ wektorami jest przydatna w codziennym zyciu, cho¢ ten, kto
jej uzywa, nie zawsze uswiadamia sobie, czym si¢ postuguje.

Wyobraz sobie, ze znajoma pyta Ci¢ o droge
do miejsca, w ktorym byle$ zaledwie tydzien
temu, znasz zatem trase, a mape masz

w glowie. Bez wiekszego zastanowienia
kierujesz kolezanke 30 km na zachod az do
miejsca X, a nastepnie 50 km na potudnie az
do miejsca Y i na dodatek podajesz jej czas,
jaki moze jej to zajg¢. Postuzyles sie zatem

wektorami.

Zrédto: Mihis Alex, dostepny w internecie: www.pexels.com,
W tym materiale poznasz zasady przesuni€cia domena publiczna.

okregu o wektor w ukladzie wspotrzednych.

Twoje cele

» Utrwalisz wiadomosci dotyczgce wektorow.
e Obliczysz wspotrzedne obrazow punktow po przesunieciu o wektor.




» Napiszesz rownanie okregu bedacego obrazem danego okregu w przesunieciu
o wektor.
o Zastosujesz poznane wzory do rozwigzywania zadan.



Przeczytaj

Przypomnijmy, ze przesunig¢ciem (translacjg) o wektor o0 nazywamy przyporzadkowanie
kazdemu punktowi P plaszczyzny (przestrzeni) takiego punktu P’, ze:

—
PP = 1.

Pl

R

Aby okre$li¢ rownanie obrazu okregu w przesunieciu o wektor U = [p, q] wykorzystamy
zwiazki miedzy wspolrzednymi punktu i jego obrazu w przesunigeciu o ten wektor.

= . . , s o D —
JeSliu = [p, q] to obrazem punktu P = (z, y) jest taki punkt P’ = (2’, v’), ze PP’ = w,
wiec

{x’=w+p
y=y+q

Napiszemy teraz rownanie obrazu K’ okregu K o rownaniu (z — a)® + (y — b)* = 72

. —
w przesunieciu o wektor v = [p, ¢|.
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Poniewaz przesunig¢cie o wektor jest izometrig, to obrazem okregu jest okrag o tym samym
promieniu. Wykorzystamy zwigzki miedzy wspolrzednymi punktu i jego obrazu

{x:m’—p
y=%9 —q

i podstawimy je do rownania okregu (z — a)? + (y — b)* = 2.

. —
w przesunieciu o wektor v = [p, q|:

Otrzymamy réwnanie jego obrazu w postaci (z’ —p — a)* + (v — ¢ — b)? = r2,

Zapisujac to rownanie w postaci: (z’ — (p +a))* + (v’ — (g + b))? = r?, mozemy
wyciagnac nastepujgcy wniosek:

Obrazem okregu o réwnaniu (z — a)’ + (y — b)> = r* w przesunieciu o wektor

U = [p, g| jest okrag o réwnaniu
(@—(p+a)’+u—(g+b)* =r~

Srodek tego okregu ma wspotrzedne: O’ = (p + a, q +b).

Przyktad 1

Wyznaczymy réwnania obrazow okregoéw o rownaniach

a) (z — 3)° + (y +2)° = 36,

b) z? + > — 12z + 4y + 15 = 0,
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w przesunieciu o wektor v = [2, 3].
Rozwigzanie:
Ad a)

Okrag o réwnaniu (z — 3)? + (y + 2)* = 36 ma érodek w punkcie (3, — 2) i promien
dtugosci r = 6.

Obraz Srodka tego okregu jest punktem, ktorego wspotrzedne sa rowne:
a’=3+2=50razb =-2+3=1

Zatem rownanie obrazu okregu ma postaé: (z — 5)* + (y — 1)* = 36.
Adb)

Aby wyznaczy¢ rownanie obrazu okregu =% + y? — 12z + 4y + 15 = 0, okreslimy
wspolrzedne Srodka tego okregu.

W tym celu przeksztatcamy jego rownanie nastepujaco:
2?2 — 122 +36 —36+y* +4y+4—4+15=0
(z — 6)* + (y + 2)° = 25.

Okrag o réwnaniu (z — 6)% + (y + 2)* = 25 ma érodek w punkcie (6, — 2) i promien
dlugoscir = 5.

Obraz $rodka tego okregu jest punktem o wspoirzednych
a’=6+2=8orazb =-2+3=1.

Rownanie obrazu okregu ma postac: (z — 8)% + (y — 1)* = 25.

Przyktad 2

Okrag o rownaniu (z — 1)* 4 (y — 3)° = 100 przesunieto o wektor U= [12, ql.
Wyznaczymy warto$¢ g, dla ktorej okrag i jego obraz sg styczne zewnetrznie.
Rozwigzanie:

Okrag o rownaniu (z — 1)* + (y — 3) = 100 ma érodek w punkcie O = (1, 3) i promien
dtugosci r = 10.

Obraz tego okregu ma rownanie (z — a’)* + (y — b)* = 100.



Wspoétrzedne $rodka O’ okregu bedacego obrazem okregu o $rodku O = (1, 3)
obliczymy w oparciu owzorya’ = a+pib =b+gq,czylidlaa =1,b=3iu = (12, q|
otrzymujemy

@=1+12=13i0 =3 +gq.
Odlegto$¢ miedzy srodkami okregéw K i K’ jest rowna dtugo$ci wektora .

= . . = e
Jezeli w = [p, q] to dlugos$¢ wektora wyraza wzor: | u | = y/p* + ¢
Poniewaz u = [12, ¢ to jego dtugo$¢ mozemy zapisa¢ nastepujaco: ‘ﬂ)‘ = /122 + ¢2.

iy — . e . : .= oo

Dlugos$¢ wektora u jest odlegto$cia miedzy srodkami obu okregow: ‘ U ‘ = |00’|, wiec
00| = /122 + ¢2.

Okregi sa styczne zewnetrznie, gdy odlegto$¢ miedzy ich srodkami jest rowna sumie
dtugosci ich promieni.

|00’| = r1 + 79, stad |OO’| = 20.

Otrzymujemy réwnanie: 4/ 144 + ¢2 = 20.

Podnosimy obie strony tego réwnania do kwadratu: 144 + ¢ = 400, stad:
g% = 400 — 144 = 256.

Rozwigzaniami réwnania q* = 256 sg liczby ¢; = 16 lub g2 = —16.
Okrag i jego obraz sg styczne zewnetrznie, gdy ¢ = 16 lub ¢ = —16.
Przyktad 3

Okrag K’ jest obrazem okregu K o rownaniu (z — 8) 4 (y — 1)° = 25 w przesunieciu
owektor © = [—7, 1]. Napiszemy réwnania stycznych do okregu K poprowadzonych
ze Srodka okregu K.

Rozwigzanie:

Okrag K o rownaniu (z — 8)° + (y — 1)* = 25 ma érodek w punkcie O = (8, 1)
i promien dtugosci r = 5.

Okrag K’ o rownaniu (z — a’)’ + (y — b’)* = 25 ma érodek O’ = (a’, b’) i promien
dtugoscir = 5.

Obliczamy wspolrzedne $rodka okregu K:a’ =8+ (—7) =1ib’=1+1=2.

Zatem O’ = (1, 2).



| Azo+Byo+C|

T ha odlegloé¢ punktu (z, yo) od prostej

Wykorzystamy wzor d =
Az + By+ C = 0.

Zapiszemy rownania stycznych w postaci y = mz + n.

Styczne te przechodza przez punkt O’ = (1, 2), ich réwnania sg wiec postaci
y—2=m((z—1).

Aby skorzysta¢ ze wzoru na odlegto$¢ punktu od prostejrownanie y — 2 = m(z — 1)
zapisujemy w postaci mz —y+ 2 —m = 0.

Ze wzoru na odlegtos¢ punktu od prostej obliczamy odlegto$¢ srodka okregu O = (8, 1)
od prostejo rownaniu mz — y + 2 — m = 0 i otrzymujemy:

d— |m-8+(=1)-1+2—m|  [Tm+1]
- Vm?+12 o VmPl
Z warunku stycznosci okregu i prostej: d = r wynika, ze l;mztrll =5
m

Poniewaz dla kazdego m € R: v'm? + 1 # 0 to rbwnanie mozemy pomnozy¢ stronami
przez Vm? + 1.

Otrzymujemy réownanie |7m + 1| = 5v/m?2 + 1.

Podnosimy obie strony rownania do kwadratu:

(I7m +1))* = 25(m? + 1)

czyli

49m® + 14m + 1 = 25m® + 25.

Ostatecznie otrzymujemy réwnanie kwadratowe postaci: 12m? + 7m~12 = 0.

Wyréznik trojmianu kwadratowego wynosi: A = 49 — 4 -12 - (—12) = 625, stad
VA =25
Rozwigzaniami tego rownania sg liczby:

725 32 4 . 18 _ 3
mi =41 = 9 = —3lubme= 535" =397 = 7.

Po podstawieniu ich do rownania mz — y + 2 — m = 0 otrzymujemy rownania prostych
—2z—y+2—(—3) =0,czyli—4z — 3y + 10 =0
oraz

%m—y+2—%:Oczyli3m—4y+5:0.



Odpowiedz:
Styczne do okregu K poprowadzone ze $rodka okregu K’ maja rownania:
—4xr —3y+10=0Ilub3z —4y+5=0.

Stownik

przesuniecie (translacja) o wektor

przesuniecie o wektor o to przyporzadkowanie kazdemu punktowi P plaszczyzny

N . DD =
(przestrzeni) takiego punktu P’, ze PP’ = u

izometria

przeksztalcenie plaszczyzny, ktore zachowuje odlegtosci miedzy punktami



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja dotyczacg wyznaczania rownania obrazu okregu w przesunieciu
o wektor a nastepnie rozwiaz polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DXgXyhb5K

Film nawigzujacy do treSci materialu dotyczgcej przesuniecia okregu o wektor.

Polecenie 2

Wyznacz wspotrzedne wektora, o ktéry nalezy przesung¢ okrag o rownaniu
22 + 1% + 6z + 2y — 15 = 0, aby otrzymac okrag o réwnaniu (z + 4)> + (y + 5)* = 25.

Polecenie 3

Okrag K jest obrazem okregu K o réwnaniu (x — 1)2 + (y — 1)2 = 9 w przesunieciu

o wektor o = [6, 8]. Okre$l wzajemne potozenie okregu oraz jego obrazu.


https://zpe.gov.pl/a/DXgXyhb5K

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
Obrazem okregu o réwnaniu z2 + (y — 2)2 = 1 w przesunieciu o wektor [5, 1] jest okrag
o réownaniu:

O (z+5)>+(y+3)°=1
O @-5°+@k-1°=1
O (-5 +(y—3)°=1

O (2+5)°+@y—-1) =1

Cwiczenie 2 o

Potacz w pary réwnanie okregu K7 z réwnaniem okregu K tak, aby okrag K5 byt obrazem
okregu K w przesunieciu o wektor [—1, 3].

Ki: (z—3°2+@y+2)>=15 Ky: (z—12+¢42=15
Ki:(z-2)>2+@w+3)?2=15 Ky: (z+3)+(y—6)>=15
Ki:(z+3)2+@y—-27%*=15 Ky: (z+4)+(y—5)2=15

Ki: (z+2)°+(@y—-3)72=15 Ky: (z—27%+(@y—-1)°=15




Cwiczenie 3

Przeciggnij poprawng odpowiedzZ w puste pole.

aby otrzymac okrag o réwnaniu 2 + y* — 8z — 8y + 24 = 0.

‘14, —6] || [-3, 7] || [6, —14] |[[3, —7]]

Cwiczenie 4

Dany jest okrag K o réwnaniu 22 + y2 — 4x + 2y — 2 = 0. Okresl liczbe punktéow
wspolnych okregu K i jego obrazu w przesunieciu o podany wektor. Wpisz poprawne liczby
w puste pola.

1. Liczba punktéw wspdlnych okregu K i jego obrazu w przesunieciu o wektor [—3, 4]

wynosi

2. Liczba punktow wspolnych okregu K i jego obrazu w przesunieciu o wektor [4, — 4]

wynosi

3. Liczba punktow wspodlnych okregu K i jego obrazu w przesunieciu o wektor [—5, \/§]

WYNOoSi

Cwiczenie 5

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawna odpowiedz.
Okrag o réwnaniu K : (z — 2)2 + (y — 5)2 = 625 przesunieto o wektor o wspétrzednych
[—14, q]. Okrag K jest styczny zewnetrznie do swojego obrazu tylko wtedy, gdy:

qg=—48
q=24Ilubg=—-24

q=24

o O O O

q= —48Ilubqg =48



Cwiczenie 6

Okrag o réwnaniu K7 : 2% + y2 + 8z — 2y — 8 = 0 przesunieto o wektor o wspoétrzednych
[p, 6].
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Jedlip = —9, to okrag K; ma dwa punkty wspdlne ze swoim obrazem.
(] Okrag K jest styczny zewnetrznie do swojego obrazu, gdy p = 8 lub p = —8.

0 Jesli okrag K jest styczny zewnetrznie do swojego obrazu, to odlegtos¢ miedzy
srodkami tych okregéw wynosi 4v/2.

0 Jesli okrag K jest styczny zewnetrznie do swojego obrazu, to odlegtos¢ miedzy
srodkami tych okregéw wynosi 10.

Cwiczenie 7 @

Obrazem okregu o réwnaniu z? + y2 + 6px — 3 = 0 w przesunieciu o pewien wektor jest
okrag o réwnaniu z? + 3? — 8py + 4 = 0.

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych zdan. Przy kazdym zdaniu w tabeli zaznacz ,Prawda” albo
,Fatsz".

Prawda Fatsz

Wektor ten moze miec
wspotrzedne [—1, 4].
Wektor ten moze mie¢
wspbtrzedne [1, — 4].
Wektor ten moze mie¢
wspotrzedne [3, 4].

Wektor ten moze miec
wspdtrzedne [—-3, — 4.

O] O] O
O] O] O



Cwiczenie 8 @

Obrazem okregu K o réwnaniu z2 + y2 — 2x 4 6y — 6 = 0 w przesunieciu o wektor
[—4, 8] jest okrag K.

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

0 Réwnanie stycznej do okregu K; poprowadzonej ze srodka okregu K5 moze miec¢
postac y = —3.

O Réwnanie stycznej do okregu K; poprowadzonej ze srodka okregu K5 moze miec¢
posta¢ y = %x + 2,75.

0 Réwnanie stycznej do okregu K poprowadzonej ze srodka okregu K> moze miec¢
posta¢ y = —%a: + 2, 75.

0 Réwnanie stycznej do okregu K; poprowadzonej ze srodka okregu K5 moze miec¢
posta¢ x = —3.



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przesuni¢cie okregu o wektor

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.
Zakres podstawowy. Uczen:

2) postuguje sie rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkoweji ogolnej,
w tym wyznacza rownanie prostej o zadanych wiasnosciach (takich jak na przyktad
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy, rownolegtosc lub
prostopadio$¢ do innej prostej, stycznos$¢ do okregu;
3) oblicza odlegtos¢ dwoch punktow w ukladzie wspotrzednych,;

2

4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (z — b)* = 2.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) stosuje rownanie okregu w postaci ogolnej;
2) znajduje punkty wspolne dwoch okregow;

3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspolrzedne oraz dlugosc¢, dodaje wektory i mnozy
wektor przez liczbe, oba te dziatania wykonuje zaréwno analitycznie jak i geometrycznie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:



« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

e kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» postuguje si¢ pojeciem wektora

» oblicza wspolrzedne wektora

» zna definicje przesunig¢cia o wektor

e podaje zwigzki miedzy wspotrzednymi punktu i jego obrazu w przesunieciu o wektor

e podaje rownanie obrazu okregu w przesunieciu o wektor

» planuje czynnosci majace doprowadzi¢ do wyznaczenia rownania okregu bedacego
obrazem okregu o danym réwnaniu

» potrafi okresli¢ wzajemne potozenie dwoch okregow

 stosuje warunki na stycznosS¢ okregu z prosta i stycznos¢ dwoch okregow

 ksztalci umiejetnos¢ stosowania metod geometrii analityczne;j

» z zaangazowaniem rozwigzuje zadania postugujac si¢ poznanymi twierdzeniami
i definicjami

» ksztalci umiejetnosc¢ stosowania metod geometrii analityczne;j

» z zaangazowaniem rozwigzuje zadania postugujgc si¢ poznanymi twierdzeniami
i definicjami

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwiagzania

Strategie nauczania:

 konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

« metoda odwroconejklasy
o pokaz multimedialny
e burza mozgow

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca calego zespotu



Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do Internetu

projektor multimedialny

e-podrecznik

arkusze papieru, pisaki
Przebieg lekcji

Przed lekcja:

aaa

Faza wstepna:

1. Uczniowie podaja zwigzki miedzy wspolrzednymi punktu i jego obrazu w przesunieciu
o wektor.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe grupy.

2. Kazda z grup otrzymuje zadanie polegajgce na analizie materialu zawartego w sekcji
LPrzeczytaj

3. Uczniowie w grupach analizujg przyktady zawarte w sekciji ,,Przeczytaj’.

4. Uczniowie na forum klasy podaja metode wyznaczenia rownania obrazu okregu po
przesunieciu o wektor.

5. Uczniowie ogladaja animacje i omawiajg go wraz z nauczycielem, nastepne
samodzielnie rozwigzuja zadania pod animacja.

6. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.

7. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazowek.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentujg rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela.

2. Uczniowie okres$laja co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien.

3. Uczniowie formutuja wnioski do zapami¢tania.

4. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnoS$¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaly rozwigzane
na lekciji.



Materialy pomocnicze:

» Pojecie wektora

o Wspolrzedna wektora na osi liczbowej
» Przyklady

o Wzajemne potozenie dwoch okregow

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze poprosi¢ uczniow aby zapoznali si¢, przed lekcja, z animacja, umozliwi to
wystgpienie na lekcji w roli ekspertow.
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