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W tym materiale przedstawimy zastosowania twierdzenia Darboux. To bardzo uzyteczne
twierdzenie pozwala szybko sprawdzi¢, czy badana funkcja posiada miejsce zerowe

w zadanym przedziale. Istotnym elementem jest wilasciwe zastosowanie tego twierdzenia
poprzez sprawdzenie jego zalozen. Moze si¢ bowiem okazac, ze bezposrednie
zastosowanie twierdzenia nie jest mozliwe i niezbedne jest wykorzystanie intuiciji
matematycznej do doboru parametrow.

Twoje cele

e Nauczysz sie sprawdzac, czy podana funkcja ma miejsce zerowe w zadanym
przedziale.

» Nauczysz si¢ wyznaczac¢ przyblizone miejsca zerowe funkcij.


https://pixabay.com/users/geralt-9301/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=473641
https://pixabay.com/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=473641

Przeczytaj

Na wstepie zapoznamy si¢ z twierdzeniem Darboux oraz przeanalizujemy je bardzo
skrupulatnie.

Twierdzenie: Darboux

Zatozmy, ze dana jest funkcja ciagta na przedziale domknietym (a, b), tzn. f : (a,b) — R
jest ciagta. Jezeli f(a) - f(b) < 0, to istnieje punkt posredni ¢ € (a, b) taki, ze f(c) = 0.

Przeanalizujemy powyzsze twierdzenie krok po kroku.

1. Musimy sprawdzi¢, czy badana funkcja w zadanym przedziale jest ciggla.

2. Zapis f(a) - f(b) < 0 oznacza, ze na koncach przedziatu wartosci funkcji maja rozne
znaki. Nie musimy bada¢ monotonicznosci funkcji, bo nie ma to w tym przypadku
znaczenia.

3. Istnienie punktu posredniego ¢ € (a, b) takiego, ze f(c) = 0 oznacza, ze badana
funkcja ma miejsce zerowe nalezgce do przedziatu (a, b), jednak w wielu przypadkach
mozemy nie by¢ w stanie wyznaczy¢ tej wartosci w sposob analityczny.

4. Nalezy zauwazyc¢, ze teza twierdzenia jest implikacja, a to oznacza, ze jesli
f(a) - f(b) > 0, to nie mozemy nic powiedziec¢ o istnieniu pierwiastka.

Przyktad 1
Sprawdzimy czy réwnanie 4° — z? = 0 ma rozwigzanie w przedziale (—1, 1).
Rozwigzanie:

Zauwazmy na poczatku, ze w zadanym przedziale funkcja f(z) = 4* — z? jest okredlona i
ciggla, bowiem zarowno funkcja wykladnicza jak i wielomian s3 ciggle, a zatem ich
roznica rowniez jest funkcja ciggla.

Ponadto:

_ 2
Fe) =4t (=4 1= -4
fl)=4'"-12=4-1=3

Czyli f(—1) - f(1) < 0. Zatem na mocy twierdzenia Darboux funkcja f(z) = 4” — z* na

przedziale (—1, 1) ma miejsce zerowe.

Rozwigzanie tego rownania jest dos¢ skomplikowane, na szczescie nie jest wymagane
wskazanie dokladnego rozwigzania, a jedynie sprawdzenie, czy takie rozwigzanie
istnieje.
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Analizujac wykres funkciji:

utwierdzamy si¢ w przekonaniu o istnieniu rozwigzania rownania
4% — g% = 0.

Twierdzenie Darboux nalezy stosowa¢ w umiejetny sposob i w razie potrzeby
odpowiednio modyfikowac przedzial, na ktérym szukamy rozwigzania.

Przyktad 2

Zbadamy czy funkcja f(z) = 2°® + 4z* — 202% — 48 ma pierwiastki nalezace do
przedziatu (—3, 3).

Rozwiazanie:

Badana funkcja jako wielomian jest ciggta na caltym zbiorze liczb rzeczywistych, czyli
w szczegolno$ci na przedziale (—3, 3).

Z drugiej strony
f(—3) = 825 > 0 oraz f(3) = 825 > 0.

Na podstawie twierdzenia Darboux nie mozna wyciggnac¢ jednoznacznych wnioskow
o istnieniu pierwiastkow w przedziale (—3, 3). Wystarczy jednak zauwazy¢, ze
f(0) = —48 < 0, zatem

f(=3)- f(0) <0,



czyli na przedziale (—3, 0) funkcja ma miejsce zerowe oraz

£(0)- f(3) <0

co oznacza, ze rowniez na przedziale (0, 3) funkcja ma miejsce zerowe.
Reasumujgc, funkcja f ma co najmniej 2 pierwiastki nalezace do przedziatu (—3, 3).
Po zapisaniu funkcji w nieco innej postaci

f(z) = (z* — 4) (2* + 6) (z* + 2)

okazuje sig, ze funkcja ma dokladnie 2 miejsca zerowe, ktore mozna latwo wyznaczyc¢:

f(z) =0, gdy (22 — 4) (2® + 6) (2* +2) = 0,skad: z = 2lubz = —2.

Twierdzenie Darboux jest podstawg metody rownego podziatu, inaczej zwanej bisekcja,
ktéra pozwala na poszukiwanie miejsc zerowych dowolnej funkciji ciagtej w przedziale (a, b)
, dla ktorej f(a) - £(b) < 0. Dzieki algorytmowi znajdujemy przyblizone rozwigzanie ze

z gory zadang doktadnos$cig - ustalamy € > 0 i szukamy przyblizonego rozwigzania, ktore
rozni sie od rozwigzania wlasciwego o co najwyzeje > 0.

Algorytm bisekcji sprowadza si¢ do nastepujacych krokow:

1. Sprawdzamy, czy z1 = %52 jest pierwiastkiem, czyli f(z1) = 0. Jesli tak, to algorytm sie
konczy, a 1 jest szukanym rozwigzaniem.

2. W przeciwnym razie, dopoki nie osiggamy zaktadanej doktadnosci, czyli |a — b| > ¢, to:
a)jesli f(a) - f(442) < 0, to przyjmujemy a; = a oraz by = <2,
b) jesli f(aT’Lb) £(b) < 0, to przyjmujemy a; = 452

3. Ponawiamy procedure dla przedziatu (aq, b;) otrzymujqc przedziat (as, bs)...

orazb; = b

4. Po osiggnieciu zaktadanej doktadnosci, jako rozwigzanie przyjmujemy z, ~ “T“’

Przyktad 3

5

Wyznaczymy pierwiastek rownania z° — ¢ + 1 = 0 w przedziale (—2, 2) z doktadnoscia

1
do 16 -
Rozwigzanie:

Przyjmijmy f(z) =2® —xz + 1, f(—-2) = -32+2+ 1= —-29 <0,

f(2) =32 —2+41= 31> 0, czyli wbadanym przedziale jest pierwiastek. Zauwazamy,
ze xp = =32 =01 f(0) = 1 > 0. Stad szukany pierwiastek nalezy do przedziatu (—2, 0)
. Zatem

=30 =1, f(-1)=-141+1=1>0.

Skoro f(0) - f(—2) < —1, to miejsce zerowe nalezy do przedziatu (—2, —1).
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Postepujac analogicznie w kolejnych krokach, otrzymujemy:
= =P =R e1<0=me (o)
3
~3g
=t = s <05 me (1)
5
_3 g
n= = ) >0 e (4D
EERY
1= 5+ =—15,f(-15) <0==z0 € (—15,— %),
ale | -3 + 2| = L, czyli jako rozwiazanie przyjmujemy érodek przedziatu i ostatecznie
mamy:
o1
Stownik

pierwiastek rownania

pierwiastkiem roéwnania nazywamy wszystkie liczby rzeczywiste speiniajace analizowane
rownanie

funkcja ciagta na przedziale

funkcje f(x) nazywamy cigglg na przedziale (a, b) jesli jest ciggta w kazdym punkcie
zy € (a,b), tzn. istnieje granica

Hg, 1)

i granica ta jest rowna wartos$ci funkcji w tym punkcie, czyli

lim f(z) = f(zo)

T—To




Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami zaprezentowanymi w filmie i wykonaj polecenia znajdujace sie
ponizej.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a /DfloK51ZZ

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej zastosowania twierdzenia Darboux.

Polecenie 2

Wiadomo, ze wykres ciagtej funkcji f(z) przechodzi przez punkty (—5,5); (—2, —5); (0, 0);
(2, —6); (5, 6). Wyznaczyc ile co najmniej rozwiazan nalezacych do przedziatu (—5, 5) maja
rownania:

) f(@) = 5

b) f(z) = —v/3
Polecenie 3

Wykaz, ze funkcja f(z) = xtg—"f;l ma co najmniej jeden pierwiastek nalezacy do przedziatu
(_2’ 2)'



https://zpe.gov.pl/a/DfIoK51ZZ

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz przedziaty, w ktorych funkcja f ma co najmniej jedno miejsce zerowe.

funkcja (—0,5; 2) (—1; 1) (—5; 5) (1; 10)
flz) =2z +3 O UJ 0 UJ
F(x) = 2° + bz — 6 B (] (] B
=z} - 22— 2z+ 2 () OJ U O
f(z) = sinz ) O O )

Cwiczenie 2

Wskaz przedziaty, na ktérych badana funkcja ma miejsca zerowe.

f(z) =z*— 232 + 18z + 40

A= (0;5) B=(-22)C =(0;10) D = (—1;1)
f(z) =2° — z* + 42® — 42> + 32 — 3

A= (0;5) B=(-22)C=(0;10) D = (—1;1)
1(2) = ety

A= (0;5) B=(—2;2)C = (0;10) D = (—1;1)

f(2) = wigrems
A= (0;5) B=(—2;2)C =(0;10) D = (—1;1)



Cwiczenie 3

Wyznacz miejsce zerowe funkcji z doktadnoscia do 1—10 nalezace do danego przedziatu
(skorzystaj z metody bisekcji i podaj przyblizone rozwigzanie).

flz) = 32’ 0,97°110,89z3,003 f(z) = 2% — 3z, f(z) = 2? —sinz, z € (1;2), z € (0;1),

242
z € (0,5 1)

funkcja przedziat mijejsce zerowe

f(z) = 32°—9,92°110,892—3|998, (1;2)

242
f(z) = 2% — 3z r < (0;1)
f(z) = 22 —sinz e < (0,5;1)
Cwiczenie 4
Cwiczenie 5

Korzystajac z twierdzenia Darboux wykazaé, ze funkcja f(x) = f‘l ma dwa pierwiastki

24
nalezace do przedziatu (—%, %) Uszereguj kolejnos$¢ operacji.

Sprawdzamy dodatkowo wartos¢ w zerze f(0) = =33 > 0

?2—4=0=(z—-2)(z+2)=0=>z=2Vze=-2

Badamy dziedzine funkcji, w tym celu szukamy miejsc zerowych mianownika

F-3) = Ee <0 £(3)

o Jeofrof wo

W przedziale (—%, O) jest jeden pierwiastek. W przedziale (0, %) jest drugi
pierwiastek

Dy =R\ {-2,2}

114

114

114

O

114

O



Cwiczenie 6
Rozwazmy funkcje f : (—3,3) — R dang wzorem f(z) = 2® + 42> — 92 — 33. Wskaz
zdanie prawdziwe.

() Funkcja f ma doktadnie jedno miejsce zerowe.

(O Funkcja f jest stata, gdyz f(3) = f(—3).
() Funkcja ma przynajmniej dwa miejsca zerowe.

() Funkcja f nie posiada miejsca zerowego, gdyz f(3) = f(—3).

Cwiczenie 7 @
Korzystaja z twierdzenia Darboux, podaj przyblizenie liczby \/§ z doktadnoscig do %.
Cwiczenie 8 @

Rozwazmy cztery funkcje w ich naturalnych dziedzinach. Zastanéw sie, czy maja one miejsca
zerowe. Dopasuj wzory funkcji do wtasciwych opisow.

Brak miejsc zerowych - funkcja jest
flz) =x%*+4 ciagta w swojej dziedzinie, ale dziedzina
nie jest przedziat.

z—3, <0 Brak miejsc zerowych - funkcja nie jest
flz) = ;
z+2, >0 ciagta.

Brak miejsc zerowych - funkcja spetnia
wszystkie zatozenia twierdzenia
Darboux, ale przyjmuje tylko wartosci
dodatnie.

f(z) = V722 + 3v3z + 1

Funkcja ma miejsce zerowe gdyz jest
f(z) = % ciagta, okreélona na przedziale oraz
f(0) > 0oraz f(—1) < 0.



Dla nauczyciela

Autor: Krystyna i Adam Kiersztyn
Przedmiot: Matematyka
Temat: Zastosowania twierdzenia Darboux

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, poziom
rozszerzony

Podstawa programowa:
XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) stosuje wlasnos¢ Darboux do uzasadniania istnienia miejsca zerowego funkciji
i znajdowania przyblizonej wartosci miejsca zerowego;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje obywatelskie,

kompetencije cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» sprawdza istnienie pierwiastkow dowolnejfunkcji cigglej w zadanym przedziale
» wyznacza przyblizone miejsce zerowe funkcji w zadanym przedziale

Strategie nauczania:

 konstruktywizm,
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja,
e rozmowa kierowana,



mapa mysli.

Formy pracy:

praca indywidualna,

praca w parach,

praca w grupach,

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu,
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osobe o odczytanie tematu lekciji, a nastepnie wraz

z uczniami okresla cele i kryteria sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna

osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w 5-osobowych grupach zapoznaja si¢ z informacjami zapisanymi w sekcii

»Przeczytaj”. Kazda z grup tworzy wtasng mape¢ mysli na temat zastosowania
twierdzenia Darboux. Uczniowie poroéwnuja swoje prace i omawiajg z nauczycielem
roznice w interpretacji zagadnienia.

. Uczniowie w parach analizujg rozwigzanie przyktadow w sekciji ,Przeczytaj’.
. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr

1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

. W nastepnym kroku uczniowie wykonujg w grupach po dwa pierwsze przyktady z

¢wiczen numer 3 i 5. Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania.
Nauczyciel w razie potrzeby uzupetnia informacije.

. Uczniowie wykonuja wybrane przyklady z ¢wiczen 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki

pracy komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,,Sprawdz sie”



2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,,Zastosowanie twierdzenia Darboux”
i inicjuje krotkga rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego si¢ uczniowie nauczyli?
Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie.

Praca domowa:
Uczniowie rozwigzujg zadanie 4 oraz pozostate do wykonania przyktady z zadan 3,5-8.
Materialy pomocnicze:
o Wykres funkcji
Wskazowki metodyczne:

Film samouczek moze zosta¢ wykorzystana jako material powtorzeniowy przed
sprawdzianem


https://epodreczniki.pl/a/wykres-funkcji/DMjeeayJi

