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Jak wyznaczy¢ najmniejsze/najwieksze pole

powierzchni bryty?

Zrédto: Esther Jiao, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Poznane dotychczas sposoby rozwigzywania zadan optymalizacyjnych wykorzystasz w tym
materiale wyznaczajgc najwieksze/najmniejsze pole powierzchni bryt. Umiesz juz
wyznacza¢ pochodng funkcji, ekstremum lokalne funkcji oraz z wyznaczonego ekstremum
wskaza¢ maksimum/minimum. W tym materiale nauczysz si¢ opisywac pole powierzchni
bryty za pomocg funkcji jednej zmiennej. Analiza tej funkcji pozwoli nam ustali¢ wymiary
bryty o najwiekszym /najmniejszym polu powierzchni oraz umozliwi obliczenie tego pola.

Twoje cele

o Wyznaczysz funkcje do sytuacji z zadania.

o Wyznaczysz pochodng funkciji.

» Wyznaczysz dziedzine funkcii.

o Wyznaczysz ekstremum lokalne funkcji.

» Na podstawie wyznaczonego ekstremum lokalnego funkcji wskazesz
maksimum/minimum.




Przeczytaj

W ponizszych przykladach zastanowimy si¢, jak wyznaczy¢ najmniejsze /najwieksze pole
powierzchni bryly. Schemat postepowania jest zawsze taki sam, mozna go opisac
w nastepujacych punktach:

1. Uzalezniamy wszystkie potrzebne wymiary od jednejzmiennej

2. Wyznaczamy funkcje opisujacg badang wielkos$¢ (np. pole powierzchni bryty)
3. Wyznaczamy dziedzine funkcji

4. Obliczamy pochodna funkcji

5. Wyznaczamy punkty podejrzane o ekstremum

6. Uzasadniamy maksimum/minimum funkciji

7. Obliczamy najwigkszg/najmniejszg wartosci funkcji

Przyktad 1

Dany jest graniastostup prawidtowy tréjkatny o objetoéci 4 cm?3. Wyznaczymy diugosé
krawedzi podstawy, dla ktorej pole powierzchni catkowitej jest najmniejsze z mozliwych.

Rozwigzanie

Niech a bedzie krawedzig podstawy oraz H wysoko$cig graniastostupa.

Ze wzoru na objetosSc¢ graniastostupa V' = P, - H otrzymujemy 4 = P, - H. Poniewaz

2
pP,== ;/g otrzymujemy, ze H = %f.

Zapiszmy wzor na pole catkowite




P.=2P, + P,
Podstawiajac
P, =23 | 34H.

Stad otrzymujemy funkcje jednej zmiennej opisujacq pole powierzchni naszego
graniastostupa w zaleznosci od dlugosci krawedzi podstawy

P.(a) = % + 163

a

Zmienna a musi by¢ dodatnia wiec

D :a € (0,00).

Wyznaczymy pochodng po zmiennej a.

Pl(a) = aVv3— %\2/3.

Wyznaczymy miejsce zerowej pochodneja®y/3 = 16+/3, stad a = 2¢/2.

Aby wyznaczy¢ ekstremum, postuzymy sie tabela, przedzialy w tabeli sg zalezne od
dziedziny oraz punktow dla ktérych pochodna sie zeruje.

a (0,2¢2) 2{/2 (2v2, )

P!(a) - 0 +

P.(a) N MIN Vs

Funkcja osigga minimum dla a = 2¢/2 cm, zatem pole powierzchni catkowitej
graniastostupa bedzie najmniejsze z mozliwych, gdy krawedz podstawy bedzie miata
diugoé¢ a = 2v/2 cm.

Przyktad 2

W stozek, w ktérym przekrojem osiowym jest trojkat rownoboczny o tworzgcej dtugosci [
wpisano walec o mozliwie najwiekszym polu powierzchni catkowitej. Wyznaczymy
dtugos¢ promienia podstawy walca.

Rozwigzanie

Naszkicujemy przekroj osiowy stozka.



Oznaczmy:

|AC| = |CB| = |AB| =1,

|CE| = H - wysoko$¢ stozka,

|DE| = |EF| = r - promien podstawy walca.

Przekrojem osiowym stozka jest trojkat rownoboczny, wiec H = “2/—5
Z faktu, ze |AB| = l oraz | DE| = r, mamy

|AD| = |FB| =+ —r.

Z podobienstwa trojkatow AEC' i ADG otrzymujemy réwnosc¢:

H _ |AE|
h ~— |AD|*

Podstawiajac oraz wyznaczajgc wysoko$¢ walca, otrzymujemy
h=+ 5(% —r).

Wyznaczymy pole powierzchni catkowitej walca

P, = 2nr(r + h).

Podstawiajac otrzymujemy funkcje jednej zmiennej opisujaca pole powierzchni catkowite;
walca w zaleznosci od dlugosci promienia jego podstawy.

P.(r) = 27rr(r -+ \/g(% — r))

Nastepnie wyznaczymy dziedzine¢, oczywiscie wszystkie zmienne musza by¢ dodatnie,
wiec r > 0 oraz z wysokosci walca r < % Zatem



D::BE(O,

)

Wyznaczymy pochodna pola powierzchni catkowitej

Pl(r) = 27r(r—|— V3(L - r)) + 27rr(1 — \/§>

|~

Wyznaczajac miejsce zerowe pochodnej funkcji pola

r= 5

Aby wyznaczy¢ ekstremum, tworzymy tabele, przedzialy w tabeli sg zalezne od dziedziny
oraz miejsc zerowych pochodne;.

() e (2]

P.(r) + 0 —

Pe(r) a MAX N
Funkcja osigga maksimum w punkcie r = @, zatem walec o mozliwie najwiekszym
polu powierzchni catkowitej ma promien podstawy r = (\/38_ 3)l .
Przyktad 3

Objetosc¢ stozka wynosi V. Wyznaczymy dtugo$ci wysokoSci oraz promienia stozka, dla
ktorych pole powierzchni bocznej jest najmniejsze z mozliwych.

Rozwigzanie

Naszkicujemy rzut stozka.



Rozpiszemy wzor na objetos¢

V = +P,H = 1nr’H.

Wyznaczajac promien oraz podstawiajgc objetos¢ dang w tresci zadania, otrzymujemy
= E

Z twierdzenia Pitagorasa

2=r?+ H?

Skad po podstawieniu otrzymujemy

= \/ H?+ 3L
Wyznaczymy pole powierzchni bocznej stozka
Py, = 7rl.

Podstawiajac wezesniej wyznaczone wielkosci, otrzymujemy funkcje jednej zmiennej
opisujaca pole powierzchni bocznej stozka w zaleznosci od jego wysokosci

By(H) = m/ %\ [H? + 3 = \[3VHz + 2
Wyznaczymy dziedzine

D: H € (0,00).


javascript:void(0);

Zauwazmy, ze funkcja P,( H) osiaga najmniejsza warto$¢ wowczas, gdy wyrazenie pod
pierwiastkiem osigga najmniejszg warto$¢. Rozwazmy

f(H) = 3VHn* + 22

Wyznaczymy pochodna

fI(H) = 3vn? — B8

Miejsce zerowe pochodnejwynosi H = V6V

Naszkicujemy wykres pochodne;j.

vl |

V6V

Aby wyznaczy¢ ekstremum, tworzymy tabele, przedzialy w tabeli sg zalezne od dziedziny
oraz miejsc zerowych pochodne;.

H (0, V6V) 6V (V6 o0)

f(H) — 0 +

f(H) N\ MIN Vs
Funkcja osigga minimum w punkcie H = V/6V. Zatem pole powierzchni bocznej stozka
bedzie najmniejsze z mozliwych, gdy H = +/6V oraz r = 36—\/\32/
Przyktad 4

Dany jest prostopadtoScian o objetosci 4, w ktorym jedna krawedz podstawy jest dwa razy
dtuzsza od drugiej oraz suma dtugosci krawedzi jest mniejsza od 38. Wyznaczymy
wymiary prostopadioScianu, ktorego pole powierzchni catkowite jest najmniejsze

z mozliwych.



Rozwigzanie

Oznaczmy

o r

/ xr
2x

Ze wzoru na objeto$¢ V' = 2z%H oraz z sumy dtugosci krawedzi 12z + 4H < 38.
Wyznaczajac wysokoS¢, otrzymujemy H = %

Podstawiajgc do nieréwnosci oraz mnozac obustronnie przez z2, otrzymujemy
1223 — 38z% + 8 < 0.

Mozemy zauwazyc¢, ze miejscem zerowym powyzszego wielomianu jest % Wykonamy
dzielenie wielomian6w schematem Hornera.
w(z) 12 (—38) 0 8
Dziatania przepisujesz 12- 1 — 38 (—=32)- 3 +0 (—16)- 1 +8
- 12 (—32) (—16) 0

Po dzieleniu otrzymujemy wielomian 1222 — 32z — 16.

N
_I_
|

Z trojmianu kwadratowego wyznaczymy miejsca zerowe, otrzymujemy &, = —%
oraz xs = /7 + %.

Ostatecznie otrzymaliSmy trzy miejsca zerowe wyjsciowego wielomianu, naszkicujemy
wykres.


javascript:void(0);

Zmienna x jest krawedzia, wigc musi by¢ dodatnia oraz nier6wno$¢ musi by¢ mniejsza
od zera wiec z wykresu mozemy odczytac dziedzine

Dize(4,3V7+%).
Nastepnie wyznaczymy pole powierzchni catkowitej
P.=2P,+ P, = 422 + 6z H.

Podstawiajac, otrzymujemy funkcje zmiennej  opisujaca pole powierzchni catkowitej
prostopadlos$cianu w zaleznosci od dtugosci jednej z krawedzi podstawy.

P.(z) =42 + 2.
Wyznaczamy pochodna

P!/(z) =8z — 2.

c x

Miejscem zerowym pochodnejjest z = +/1,5. Nalezy do dziedziny. Naszkicujemy wykres
pochodne;j.




Aby wyznaczy¢ ekstremum, tworzymy tabele, przedzialy w tabeli sg zalezne od dziedziny
oraz miejsc zerowych pochodnych

: (4.417) 5 (VIR VTS

P!(z) — 0 +
P,(x) \ MIN A
Funkcja osigga minimum w punkcie z = {/1,5. Wyznaczymy H = ﬁ Wymiary

prostopadlo$cianu, ktorego pole powierzchni catkowite jest najmniejsze z mozliwych, to

2YT1,5 X Y15 x —2

&/1,52 "

Stownik
twierdzenie Pitagorasa

gdy trojkat jest prostokatny, to suma kwadratow diugosci przyprostokatnych jest rowna
kwadratowi dtugosci przeciwprostokatnej

schemat Hornera

algorytm dzielenia wielomianu w(z) = a,z" + a,_ 12" ! + ... + a1z + ag przez
dwumian postaci z — a. Dzielenie wykonuje si¢ tworzac tabelke. W pierwszym wierszu
tabeli wpisujemy wspotczynniki wielomianu, w drugim wierszu wykonujemy dziatania.
W dolnym wierszu w pierwszej komorce wpisuje si¢ miejsce zerowe dwumianu.

W drugiej komorce przepisuje si¢ wspotczynnik przy najwyzszej potedze wielomianu,
a nastepnie wyniki obliczen

w(z) ar, Q1 cee @ ay

Dzialania = przepisujesz = a-a, + ap_1 .. | arag+ag a-a;+ ag
wynik wynik wynik

a an powyzszego ... | powyzszego powyzszego

dziatania dziatania dziatania




Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z ponizszg animacjg 3D, a nastepnie wykonaj polecenia.

Wystapit btad

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy wyznaczania najmniejszego i najwiekszego
pola powierzchni bryty.

| Polecenie 2

| Polecenie 3


https://zpe.gov.pl/a/D1GOPJCZW

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O

Dany jest graniastostup prawidtowy szes$ciokatny o objetosci 36. Wiedzac, ze pole

powierzchni catkowite jest najmniejsze z mozliwych wyznacz to pole.

Cwiczenie 6 @



Cwiczenie 7 @
W graniastostupie prawidtowym czworokatnym punkty O, N i M s3, odpowiednio,
Srodkami odcinkow AD, DC'i EF..

Rozwazmy tréjkat prostokatny OM N. Przeciwprostokatna otrzymanego trojkata
wynosi 20 cm. Wiedzac, ze pole powierzchni bocznej graniastostupa jest najwieksze

z mozliwych wyznacz to pole.

Cwiczenie 8 @
W graniastostup prawidtowy czworokatny o objetosci 42 wpisano stozek o jak

najmniejszym polu powierzchni boczne;.



Dla nauczyciela

Autor: Alicja Dembczak-Kotodziejczyk

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak wyznaczy¢ najmniejsze/najwieksze pole powierzchni bryly?
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy. Zakres podstawowy.
Uczen rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach dajacych sie opisa¢ funkcja
kwadratowa.

XIII. Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza pochodng,
korzystajgc z twierdzen o pochodnej sumy, roznicy, iloczyny, ilorazu o funkciji ztozonej;

5) stosuje pochodng do badania monotonicznosci funkcj;

6) rozwiazuje zadania optymalizacyjne za pomoca pochodne;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» podaje opis matematyczny danej sytuacji w postaci funkcji
e wyznacza dziedzing¢ otrzymanej funkcii

e wyznacza pochodng funkcji

e wyznacza ekstremum lokalne funkcji



» wskazuje w wyznaczonym ekstremum czy funkcja osigga warto$¢ najwigkszg lub
najmniejszg
e wycigga wnioski na podstawie zrealizowanych przyktadow

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e odwrocona lekcja

Formy pracy:

e pracaindywidualna

e pracaw parach

e pracaw grupach

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z glosnikami, z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen
miat do dyspozycji komputer
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:
1. Uczniowie w domu zapoznajq si¢ z materialem zawartym w sekciji ,Przeczytaj”
Faza wstepna:
1. Nauczyciel podaje temat lekciji i cele zajec.
Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na mate grupy. Uczniowie wymieniajg si¢ informacjami
pozyskanymi w domu.

2. Nauczyciel wyswietla zawarto$c¢ sekcji ,Animacja 3D”, czyta treS¢ polecenia nr1 -
»2apoznaj sie uwaznie z ponizsza animacja 3D, a nastepnie wykonaj polecenia”. Po
zapoznaniu si¢ uczniow z materialem omawia ewentualne problemy zwigzane z jego
zrozumieniem. Uczniowie w grupach rozwigzujg polecenie nr 2 w sekcji ,Animacja 3D”".
Wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie. Nauczyciel, w razie potrzeby, uzupetnia

informacje.



3. W nastepnym kroku uczniowie wykonujg w grupach zadania z ¢wiczen
interaktywnych.

4. Wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby uzupeinia
informacje.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemoéow z rozwigzaniem zadan.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja w domu tylko wybrane ¢wiczenia albo te, ktorych uczniowie nie
zdazyli zrobic¢ z sekcji ,Sprawdz sie”

Materialy pomocnicze:
» Pochodna i monotonicznosc¢ funkciji
Wskazowki metodyczne:

Animacje 3D mozna wykorzystac jako wstep do zaje¢, utrwalajgc w ten sposob schemat
rozwiazania zadan optymalizacyjnych.
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