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Wzor rekurencyjny ciagu okreslonego wzorem ogélnym
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Zrédto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Autotematyzm (mise en abyme) to technika malarska polegajgca na umieszczeniu kopii

obrazu na danym obrazie. Cz¢sto w sposob sugerujacy nieskonczone powtarzanie
sekwencji.




Diego Velazquez, Las meninas, 1656 .

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.
W teorii filmu i literatury autotematyzm odnosi si¢ do techniki umieszczania historii danej
opowiesci w tej opowiesci (np. film o filmie).

Odpowiednikiem autotematyzmu w matematyce jest rekurencja. W tym materiale zajmiemy
sie znajdowaniem wzoru rekurencyjnego ciggu, okreslonego wzorem ogolnym.

Twoje cele

e Odkryjesz zalezno$¢ miedzy kolejnymi wyrazami ciggu opisanego wzorem ogolnym.
o Zapiszesz wzor rekurencyjny ciggu okreslonego wzorem ogolnym.

o Okreslisz niektore wlasnosci ciggu okreslonego rekurencyjnie.



Przeczytaj

Cigg mozna okresli¢ miedzy innymi poprzez podanie wzoru ogolnego. Mozna tez podac
jego pierwszy wyraz (lub kilku poczatkowych wyrazow) i regute wyznaczania kolejnych
wyrazow, w zaleznosci od poprzednich, czyli okreslajac definicje rekurencyjna ciggu.

Definicja: rekurencyjna ciagu
Mowimy, ze ciag jest zdefiniowany rekurencyjnie, jezeli:

» okreslony jest pewien skonczony zbidr wyrazow tego ciggu (zwykle jest to
pierwszy wyraz ciggu lub kilka jego pierwszych wyrazow),

» pozostale wyrazy ciggu s3 wyrazone za pomoca poprzednich wyrazéw tego ciggu.

Znajac okreslenie rekurencyjne ciggu, jest na ogoét trudno znalez¢ wzor ogolny ciggu.
Znacznie latwiej jest natomiast zapisa¢ cigg w sposob rekurencyjny, majgc wzor ogolny

ciagu.

Przyktad 1

Cigg (a,) dlan > 1 okreslony jest wzorem ogdlnym a,, = (n — 2)(n + 2). Okreslimy ten
cigg rekurencyjnie.

Rozwigzanie

Zapisujemy najpierw wzor ciggu w prostszej postaci.
a, = (n—2)(n+2)

a, = n?—4

Teraz obliczamy wartoS¢ pierwszego wyrazu ciggu.
ap=1—-4=-3

Wyznaczamy wyraz .
ani1=(Mm+1)°—4=n>4+2n+1-4
Przeksztalcamy tak wyrazenie, aby wyraz a,, 1 zapisa¢ w zaleznosci od wyrazu a,.
ani1 = (2 —4)+2n+1

Ani1 =0, +2n+1

Zapisujemy wzor rekurencyjny ciggu.



javascript:void(0);

a; — -3
ani1=0a,+2n+1, n>1
Przyktad 2

W historii matematyki wazna role odgrywa ciag liczbowy (j,,), zwany ciggiem Jacobsthal
- Lucasa, nazwany tak na cze$¢ dwoch znamienitych dziewietnastowiecznych
matematykow — Niemca Ernsta Jacobsthala i Francuza Eduarda Lucasa.

Poczatkowe wyrazy tego ciggu to:

2,1,5,7,17,31,65,127,257,511, 1025, 2047, 4097, 8191, 16385, 32767, 65537, 131071,
262145, 524287, 1048577.......

Wzor ogolny ciggu: j, = 2" 4+ (—1)" dlan > 0.
Znajdziemy wzor rekurencyjny tego ciggu.
Rozwigzanie

Znajdujemy pierwszy wyraz ciagu, czyli w tym przypadku wyraz jy, oraz drugi wyraz
ciagu, czyli j;.

jo=2"+(-1)" =2
=21+ (-1 =1
Wyznaczamy wWyraz 1.
Jnpr =27 4 ()"
Przeksztalcamy tak wyrazenie, aby wyraz 3,1 zapisa¢ w zaleznoSci od wyrazu j,.
o1 =2-2"+ (1) (-1)" +2-(-1)" =2 (=1)"
Jni1=1[2-2"+2-(=1)"] =3 (-1)"
Jne1=2Jn— 3 (=1)"
Zapisujemy wzor rekurencyjny ciggu.
Jo =2

=1
Jnt1 =2jn —3-(=1)", n>1

Teraz trudniejszy przyktad, wymagajacy nieco zastanowienia.

Przyktad 3



Ciag (a,) okreslony jest dlan > 1 wzorem ogdlnym a,, = —. Podamy przykiad wzoru

rekurencyjnego tego ciagu.
Rozwigzanie

Wyznaczamy pierwszy wyraz tego ciggu.

1 _ 1
a1 = 177 = 3

Zapisujemy wWyraz G, .
|
n+l = pnyit1

Przeksztalcamy tak wyrazenie, aby wyraz a,, 1 zapisa¢ w zaleznosci od wyrazu a,.

1 1

An+l = 23041 — L1

R
Ontl = T1q,

Zapisujemy wzor rekurencyjny ciggu.

a; =

| o=

Ant+1 = 1_7_—21”7 n Z 1
Przyktad 4

Na rysunku przedstawiono wykres skoniczonego ciagu (ay). Opiszemy ten ciagg wzorem
rekurencyjnym.

anh

40




Rozwigzanie

Zauwazmy, ze wyrazy ciggu lezg na prostej.

Wyznaczymy najpierw rOwnanie tej proste;j.
Zapisujemy rownanie prostej w postaci kierunkowe;j.
y = ax + b, gdzie a, b to wspoétczynniki liczbowe.

Odczytujemy z wykresu wspotrzedne dwoch punktow nalezacych do tej prostej, np.
(0,4)1(5,0) i podstawiamy do réwnania proste;j.

4=a-0+b0i0=a-5+0D.

Stad

b:4ia:—%,czyliy:—§a:+4.

Wzor ogolny ciggu:

a, = —0,8n + 4, gdzien € {0,1,2,3,4,5,6,7,8}.

Teraz mozemy przystgpi¢ do wyznaczania wzoru rekurencyjnego. Odczytujemy
z wykresu wyraz ay.

ap =4

Obliczamy wyraz a;.



ap=-0,8-14+4=3,2

Obliczamy a,,; i przeksztatcamy.
api1=-0,8(n+1)+4=-0,8n+4-0,8
ani1 =a, —0,8

Wzor rekurencyjny:

a0:4
a1:3,2
ani1=0a,—0,8 1<n<7

Podobnie jak wzor og6lny ciaggu, wzor rekurencyjny mozna wyznaczac¢ roznymi
sposobami. W zaleznoSci od uzytego sposobu, ten sam cigg mozna opisa¢ roznymi
wzorami rekurencyjnymi.

Przyktad 5

Okreslimy dwoma sposobami wzor rekurencyjny ciggu opisanego stownie:
kazdejliczbie naturalnej dodatniej przyporzadkowany jest jej kwadrat.
Rozwigzanie

Wzor na n-ty wyraz ciggu: a, = n’.

Wyznaczamy wyraz pierwszy: a1 = 1 oraz wyraz an1.
ani1=(n+1)>=n®>+2n+1.

Cigg okreslimy rekurencyjnie na podstawie roznicy:
il —an=n2+2n+1—n%=2n+1.

Otrzymujemy wzor rekurencyjny.

ar =1
an+1 =ap+2n+1, n>1

Wzor rekurencyjny mozna tez uzyskac¢ na podstawie ilorazu.

a1 (n41)? (n+1)2
a, n? o n

Teraz otrzymujemy nieco inny wzor rekurencyjny.



G,l:].
_ (L2
an+1—( - ) “anp, n>1

Stownik
definicja rekurencyjna ciggu
mowimy, ze cigg jest zdefiniowany rekurencyjnie, jezeli:

» okreslony jest pewien skonczony zbior wyrazow tego ciggu (zwykle jest to pierwszy
wyraz ciggu lub kilka jego pierwszych wyrazow),

e pozostale wyrazy ciggu sg wyrazone za pomocg poprzednich wyrazow tego ciggu



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj przyktady zawarte w animacji. Staraj sie najpierw samodzielnie rozwigza¢ podane
tam zadania, a nastepnie poréwnaj z rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DkO68s31]

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej wzoru rekurencyjnego ciggu okreslonego
wzorem ogolnym.

Polecenie 2

Ciag Jacobsthala to ciag (J,,) liczb naturalnych nazwany tak na cze$¢ niemieckiego
matematyka Ernesta Jacobsthala. Poczatkowe wyrazy cigguto 0, 1, 1, 3, 5, 11, 21, 21, 85, 171,
341, 683, 1365, 2731, 5461, ...

Ciag ten mozna opisa¢ wzorem ogdélnym

Jp =2 dlaneN.

Wykaz, ze cigg ten mozna opisa¢ wzorem rekurencyjnym

Jo=20
J=1



https://zpe.gov.pl/a/DkO68s31J

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)

Ciag (a,) dlan > 1 okreslony jest wzorem a,, = 0,5 - (3" + 1). Ten ciag mozna okresli¢
wzorem rekurencyjnym:

ar =2

Cwiczenie 2 @)

Ciag (a,) dlan > 1 okreslony jest wzorem a,, = % Ten ciag okre$lono wzorem
’ . a1 =k

rekurencyjnym .

an—kl:an_#a n>1

Zatem liczba k jest rowna:

o O O O




Cwiczenie 3

Kazdy z ciagéw (a,,) i (b,) opisany jest dlan € N, za pomocg wzoru ogdlnego i wzoru
rekurencyjnego. Uzupetnij zapisy, wstawiajac odpowiednie liczby.

______________

______________

Cwiczenie 4

Potacz w pary wzér ogdlny i wzor rekurencyjny ciagu (an) okreslonego dlan > 1.

ap =2
=2 3
i Ly {an+1:an—|—2n—|—2,n21

_ a1:0
— 3n-1
. {anH =a,+2n,n>1

a); — 1
fn = n(n a 1) {an—i-l =3ap, n>1

- ] a1:5
an—n(n+ ) an+1:2—|—an,’n21



Cwiczenie 5

Ciag (a,) dlan > 1 okreslony jest wzorem a,, = (n — 1) - 2" 4 1. Zaznacz, ktére zdanie jest
prawdziwe, a ktore fatszywe.

Prawda Fatsz
ag = 17
ag = 320
a5 —1=4.2°

a4+a3:3-24—|—2-23
Wzér rekurencyjny
a1 =1

O 0000
O 0000

Cwiczenie 6

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem ogdlnym a,, = n(n + 1)(n — 1) dlan > 1. Ciag ten
okreslono wzorem rekurencyjnym na dwa sposoby - na podstawie rdéznicy i na podstawie
ilorazu. Uzupetnij te wzory, przeciggajac odpowiednie wyrazenia.

a1:O

a2=6

an+1:an+§ , n > 2
a1—0

a2—6

Apt1 = iamn>2




Cwiczenie 7 @

Ciag (ay,), w ktérym wyrazy sa wieksze od 2, okre$lony jest wzorem ogélnym a,, = g dla
n € N,. Ciag (bn), w ktérym wyrazy sa wieksze od 2, okreslony jest wzorem rekurencyjnym

b= 3
bn+1 = ﬁ, n > 1
Wykaz, ze ciagi te s3 réwne.
Cwiczenie 8 @

Ciag (an) dlan > 0 okreSlony jest wzorem a,, = 2" + 3". Wykaz, ze ten ciag mozna opisac
wzorem rekurencyjnym

ag — 2
a; — 5 .
a, = 5a,_1—6a, 9, n>2



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzor rekurencyjny ciggu okreslonego wzorem ogolnym

Grupa docelowa: III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony.

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggdw okreslonych rekurencyjnie, jak w przyktadach

{CL;[:0,00I

an = an + % °an(1_an)’
0,1:1
0,2:1

Qnt2 = Qpy1 + Ay
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:

o odkrywa zaleznos¢ miedzy kolejnymi wyrazami ciggu opisanego wzorem ogolnym,

 zapisuje wzor rekurencyjny ciggu okreslonego wzorem ogolnym,

 okresla niektore wlasnosci ciggu opisanego wzorem rekurencyjnym,

» prowadzi rozumowania majgce na celu zauwazenie analogii i wykorzystanie jej do
tworzenia wzorow rekurencyjnych.

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» okienko informacyjne,
» skaczaca zaba,
e Smily.

Formy zajeé:

e pracaw grupach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer,
e karton, mazaki.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Uczniowie metodg skaczgcej zaby przypominajg wiadomosci na temat ciggéw. Jeden
z uczniow, wskazany przez nauczyciela, przypomina w jaki sposob ze wzoru
rekurencyjnego ciggu uzyskac¢ wzor ogolny.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w matych grupach metoda okienka informacyjnego. Zapoznajg sie
z przyktadami zapisanymi w sekcjach: Przeczytaji Animacja.

2. Pozyskane informacje zapisuja na duzym arkuszu papieru. Arkusz dzielg na 4 czesci.
W pierwsze okienko wpisujg hasto nad ktoérym pracuja - zamiana wzoru ogélnego ciaggu
na wzor rekurencyjny. W drugim okienku zapisujg definicje rekurencyjnego opisu
ciggu. W trzecim okienku umieszczaja opisy poznanych sposobow tworzenia wzorow
rekurencyjnych.

3. W czwartym okienku umieszczajg pomysty, pytania, zadania dla innych grup.

4. Po prezentaciji ,okienek” grupy wybieraja jeden plakat, ktory ewentualnie uzupetniajg
i umieszczaja w klasie, aby stuzyt pomoca na nastepnych lekcjach.

5. W koncowej czesci tej fazy zaje¢, uczniowie rozwigzuja zadania przygotowane przez
poszczegolne grupy.

Faza podsumowujaca:



1. Uczniowie podsumowujg lekcje metodg Smily. Na plakacie znajduje si¢ schemat stuzacy
do oceny lekcji. Uczniowie zaznaczajg mazakiem w wybranym przez siebie miejscu
kropke - ktora ma by¢ odpowiedzig na pytania zadane przez nauczyciela - czy temat
lekcji byt zrozumiaty, czy praca w grupach przebiegata przyjaznie, itp.

2.Jeden z uczniow omawia wykonany plakat, nauczyciel wyjasnia ewentualne
watpliwosci.

Praca domowa:

Wykonanie ¢wiczen interaktywnych.

Materialy pomocnicze:

Pojecie ciggu. Ciag jako funkcja zmiennej naturalne;j

Wskazowki metodyczne opisujace rézne zastosowania danego multimedium

Animacje mozna wykorzystac¢ na zajeciach omawiajgcych wlasnosci ciggow liczbowych.


https://epodreczniki.pl/a/pojecie-ciagu-ciag-jako-funkcja-zmiennej-naturalnej/D154dNGMt

