Metoda wyznacznikowa rozwigzywania uktadu
rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

« Animacja

« Sprawdz sie

« Dla nauczyciela
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Metoda wyznacznikowa rozwigzywania uktadu rownan
liniowych z dwiema niewiadomymi
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Autorem prac z teorii wyznacznikow jest ur.
31 lipca 1704 roku w Genewie Gabriel
Cramer. Ten szwajcarski matematyk i fizyk,
profesor Uniwersytetu w Genewie, zajmowat
sie takze analiza matematyczna, teoria
krzywych algebraicznych oraz historia
matematyki. Dzieki podanym przez niego w
1750 roku wzorom, mozemy znalez¢
rozwigzanie uktadu réwnan za pomoca

wyznacznikow.
Portret Gabriela Cramera autorstwa Roberta

Taka metode rozwigzywania ukladow rownan Gardelle'a

nazywamy metodq wyznacznikowq. Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
domena publiczna.


https://pixabay.com/pl/users/designwebjae-1753371/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3109378
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3109378

INTRODUCTION

A
LANALYSE
DES
LIGNES COURBRBES
ALGEBRIQUES.

Par
GABRIEL CRAMER,

Frofeffeur de Philofiphic & de Mathimatigues;
der Acadimies & Socifeds Rovales de Londrer,
de Berlin , de Montpellier , de Lyon , & de I 4-
cadémie de Linflitar de Bologne,

XN CGENETVE
Chez les Freres Cramer & Co. PHiLigsT.

MPCCL

Introduction a I'analyse des lignes courbes
algébriques, 1750

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
domena publiczna.

Twoje cele

» Przeksztalcisz uktad rownan tak, aby otrzymac uktad rownowazny.

» Obliczysz wartoSci wyznacznikow.

e Rozwiagzesz uklad rownan liniowych metodg wyznacznikowa.

» Korzystajgc z algorytmu rozwigzywania uktadu rownan metoda wyznacznikowq
okreslisz, czy jest to uktad oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny.



Przeczytaj

Przypomnijmy najpierw definicje uktadu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi.
Definicja: uktad réwnan z dwiema niewiadomymi

Uktadem rownan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy koniunkcje dwoch
rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktlad taki przyjmuje postac:

T+ by =c
arT + byy = ¢’

dzie a; i by oraz as i by nie sg rownoczesnie rowne zero. W powyzszym ukladzie x oraz
1101 2109
y oznaczajg niewiadome, aq, as, by oraz by - wspotczynniki przy niewiadomych

odpowiednio z oraz y, natomiast c; i c; nazywamy wyrazami wolnymi.

Aby zastosowa¢ metode wyznacznikowg, musimy jeszcze okresli¢ liczbe nazywana
wyznacznikiem. Przyjmujemy ponizsza definicje.

Definicja: wyznacznik

a ¢

b d

Wyznacznikiem nazywiemy liczbe ad — be.

Przyktad 1

Obliczmy wyznaczniki:

-1 2
2 4
2 4

5

a.

)

b

Rozwigzanie
a. Korzystajac z podanego wyzej wzoru, mozemy obliczy¢ wartos¢ wyznacznika.

Mozemy tez zapami¢ta¢ metode, ktora pozwala nam obliczac¢ takie wyznaczniki.

-1 2
2 4

W tym ukladzie liczb mozemy zauwazy¢, ze sg one potozone na dwoch przekatnych,
zaznaczonych tu kolorami pomaranczowym i niebieskim. Aby obliczy¢ wyznacznik



javascript:void(0);

mnozymy liczby znajdujgce si¢ na przekatnejzaznaczonejkolorem pomaranczowym
i odejmujemy iloczyn liczb zaznaczonych kolorem niebieskim.

A zatem:
-1 2

=—-1-4—-2-2=-4—4—=—
L :

b. Od iloczynu liczb znajdujacych si¢ na przekgtnejzaznaczonej kolorem
pomaranczowym, odejmujemy iloczyn liczb potozonych na przekatnej zaznaczonej

kolorem niebieskim.
2 4
‘_1 3‘:2-3—(—1)-4:64—4:10

Wazne!

Aby rozwigza¢ uktad rownan:

aix +biy=c1
a2z + b2y = c2

metoda wyznacznikowg, musimy obliczy¢ trzy liczby:

e wyznacznik gtowny W - utworzony ze wspotczynnikow liczbowych znajdujacych sie
przy niewiadomych z i y.

« wyznacznik niewidomej z oznaczany W, - utworzony poprzez zastgpienie
w wyznaczniku gtéwnym kolumny wspoétczynnikow przy niewiadomej z, kolumna
wyrazow wolnych.

W, — c1 b

co by

» wyznacznik niewidomej y oznaczany W, - utworzony poprzez zastgpienie
w wyznaczniku gtownym kolumny wspotczynnikoéw przy niewiadomej y, kolumna
wyrazow wolnych.

a ¢

Wy: —Qa;-C—as-C;

as Co

Jesli wyznacznik gléwny W # 0, to taki uklad réwnan ma dokladnie jedno rozwigzanie
(jest oznaczony), ktére mozemy wyznaczy¢ za pomocg wzorow Cramera:

xr = W Iy:W


javascript:void(0);

Jesli wyznacznik gtowny W = 0i W, = 0i W, = 0, to uktad réwnan ma nieskonczenie
wiele rozwigzan (jest nieoznaczony).

Jesli wyznacznik gtowny W = 01 (W, # 0lub W, # 0), to uktad réwnan nie ma
rozwiazan (jest sprzeczny).

Przyktad 2

e +y=28

9 1 g metoda wyznacznikowa.

Rozwigzemy uktad rownan {

Rozwigzanie
1. Zapisujemy i obliczamy wyznacznik glowny.

Wypisujemy w odpowiednich kolumnach wspotczynniki znajdujace si¢ przy
niewiadomych z oraz y.

- ‘4 1
- 1
2 -3
Nastepnie mnozymy liczby umieszczone na przekatnych i odejmujemy odpowiednie
iloczyny.
4 1
— _ 1 _ —
W=, 1 =4-(—3)—-2-1=-2-2=-4
2

2. Zapisujemy i obliczamy wyznacznik niewiadomej z.

W pierwszej kolumnie wyznacznika gléwnego zastepujemy wspotczynniki
znajdujace sie przy niewiadomej x, kolumng wyrazéw wolnych.

‘8 1
x — 1
8 —3
Nastepnie mnozymy liczby umieszczone na przekatnych i odejmujemy odpowiednie
iloczyny.
8 1 1
2

3. Zapisujemy i obliczamy wyznacznik niewiadome;j y.

W drugiej kolumnie wyznacznika gldbwnego zastepujemy wspotczynniki znajdujace
sie przy niewiadomej y, kolumng wyrazéw wolnych.

4 8
%=z



Nastepnie mnozymy liczby umieszczone na przekatnych i odejmujemy odpowiednie

iloczyny.
4 8
Wy:‘2 8‘:4-8—2-8:32—16:16

Poniewaz wyznacznik glowny jest rozny od zera, wiec mozemy wykorzysta¢ wzory
Cramera do wyznaczenia rozwigzania tego uktadu.

A
T=g = —F =3
W, 16

rz=3

A zatem rozwigzaniem tego uktadu réwnan jest para liczb { "
y=-—

Przyktad 3

4
:ETW—I—2:y—2

metodg wyznacznikowa.
Mz +y)—1=3y— 4o L 2

Rozwigzemy uklad rownan {

Rozwigzanie

Aby rozwiazac¢ bardziej skomplikowany uktad dwoch rownan liniowych, musimy kazde

z rownan ukladu doprowadzi¢ do najprostszej postaci. Mozemy dodawac do obu stron
rownania to samo wyrazenie oraz mnozy¢ obie strony rOwnania przez to samo niezerowe
wyrazenie.

Uktad musimy uporzadkowac i doprowadzi¢ do postaci

a1z + b1y = ¢
as X + b2y = CQ.

Mnozymy obie strony pierwszego réwnania przez liczbe 3, a w drugim rownaniu
opuszczamy nawias.

4z
{ 9y 2.3

Az+y)—1=3y—4z

dr +y+6=3y—6
dr +4y —1 =3y — 4z

Przenosimy niewiadome z oraz y na lewa stron¢ réwnan, a wyrazy wolne na prawa
strone rownan i redukujemy wyrazy podobne w kazdym z nich.

4 — 2y = —12
8z +y=1



Mozemy jeszcze w pierwszym réwnaniu podzieli¢ obie strony przez 2.

2 —y=—6
8r+y=1

Obliczamy wyznacznik gtowny.

2 —1

W:‘s 1

‘:24—8:10

Obliczamy wyznacznik niewiadomej z.

-6 —1

W, =
‘1 1

‘ =—6+1=-5
Obliczamy wyznacznik niewiadomej y.

=2+48 =50

2 —
w3

8 1

Poniewaz W # 0, wiec uklad rownan ma dokladnie jedno rozwigzanie. Wyznaczamy
warto$ci niewiadomych z i y, korzystajgc ze wzorow.

- W, _ 5 _ 1
T=w =70 — "2
_ " _ 50 _
y=w =10 =9
T =—+
Rozwigzaniem ukladu réwnan jest para liczb { . 2
y =

Przyktad 4

—\/§x—\/§y:8
2\/§:c+\/§y= 2v/2

Skorzystamy z metody wyznacznikowe;j.

Rozwigzemy uktad rownan {

Rozwigzanie

Obliczamy wyznacznik gtowny.

—V3 -2
22 V3

Obliczamy wyznacznik niewiadomej z.

8 —v2
2v2 /3

W = —344=1

—8v3+14

T




Obliczamy wyznacznik niewiadome;j y.

—v/3 8
2/2 22

Poniewaz W # 0, wiec uklad rownan ma dokladnie jedno rozwigzanie. Wyznaczamy
wartosci niewiadomych z i y, korzystajgc ze wzorow.

= —2v6 —16V2

y:

m_Wz_8\/§+4
- W 1
_ W, _ —2v6-16v2
Yy=w = 1

r=8/3+4
y=—2v6—16v2

Rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb {

Mozemy zauwazy¢, ze metoda ta pozwala latwo wyznaczy¢ rozwigzanie rOwnania nawet
wtedy, gdy s3 nim liczby niewymierne.

Przyktad 5

5z — 4y = 10

10z + 8y = —20 metodg wyznacznikowa.

Rozwigzemy uklad rownan {

Rozwigzanie

Obliczamy wyznacznik gtowny.

5 —4

W= ‘—10 8

‘:40—4020

Obliczamy wyznacznik niewiadomej z.

10 —4

Wx:‘—m 8

‘ =80—-80=0
Obliczamy wyznacznik niewiadome;j y.

1
> 0‘:—100+100:0

Wy = ‘—10 —20
W=0iW,=0iW,=0
Oznacza to, ze uktad rownan posiada nieskonczenie wiele rozwigzan.

Jest to uktad rownan nieoznaczony.

Przyktad 6




Rozwigzemy uktad rownan metodg wyznacznikowa.

or — 4y = 10
—10x + 8y = 20

Rozwigzanie

Obliczamy wyznacznik gtowny.

5 —4

W:‘—lﬂ 8

‘:40—4020

Obliczamy wyznacznik niewiadomej z.

10 —4

W‘”:‘zo 8

‘280+80:160

Obliczamy wyznacznik niewiadome;j y.

1
Wy=‘5 0

10 20‘ = 100 + 100 = 200

W =0i(W, # 0oraz W, # 0)

A zatem ten uklad réwnan jest sprzeczny i nie posiada rozwigzania.

Stownik

uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

a1z +biy=c1

uktad rownan postaci
a2x + bay = c2

wyznacznik

liczba postaci

a ¢
1 d‘—ad—bc



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami zastosowania metody wyznacznikowej do rozwigzywania uktadéw

rownan, przedstawionymi w animacji. Nastepnie wykonaj samodzielnie polecenie 2.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1DYrAe54

0361A Film nawigzujacy do tresci materiatu na temat metod wyznacznikowego
rozwigzywania uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi.

Polecenie 2

5z — 10y =7

metoda wyznacznikowa.
3z —2y—=4 AWy 2

Rozwiaz uktad réwnan {


https://zpe.gov.pl/a/D1DYrAe54

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Potacz w pary réwne liczby.

2 4 2.4-5.3
35 I
23 2.3-4.5
5 4 I
2 5

2.5-3.4
L3 5—3




Cwiczenie 2

Oblicz wyznacznik gtéwny i wskaz te uktady réwnan, ktore posiadajg doktadnie jedno
rozwigzanie.

Sr+1ly=15
D {7 7



Cwiczenie 3 o
Oblicz potrzebne wyznaczniki i okresl prawdziwos$¢ zdan.

Prawda Fatsz

Uktad rownan

z+y=238
72— 5y="1

jest oznaczony.

O O

Uktad réwnan
3z — 0,5y = 2
{—1,5w+0,25y:—1 O O
jest sprzeczny.

Uktad rownan

20 — 3y =3
{—4m+6y:—6 O O

jest nieoznaczony.

Cwiczenie 4

X —2x+4=3y
D t uktad ré ) :
any jest uktad réwnan {2—4y=—3x

Wybierz sposrod zapisanych wyznacznikéw i przyciagnij prawidtowo zapisany wyznacznik do
kazdego opisu.

-4 -3
-2 -4

3 4
-3 —4

-2 4
2 -4

-2 3
2 -3

-2 -4
3 -2

-2 -3
3 —4




Cwiczenie 5
Rozwigz uktady réwnan metodg wyznacznikowg i wskaz uktad oznaczony. Podaj jego
rozwigzanie.

O 3x—3(y+8) =24—z—y
2y — 3 — 3z = 4(x — 18)

3(x—5)+4(x—y) =6z —5y—38
O {4w—2(3x—|—y) =14

3(z—2y)+1=71-y)—1
O {3x+3y+4=2(y+3)

Cwiczenie 6

Tty Ty __ 1

Doprowadz uktad réwnan { 3 z do najprostszej postaci i rozwigz

2 +y)+3(z—y) =2
metodg wyznacznikowa. Zapisz rozwigzanie w najprostszej postaci.



Cwiczenie 7

Rozwiaz uktad rownan {

3z+2y=5(1+z)—y

@

) 1=6-5
(z+y)+ Y korzystajac z wyznacznikéw. Wskaz jego

interpretacje geometryczna.

Yh Yh
3 3
2 2
/ /
4 2 0| 1 2 3x 5 2 A071 2 3x
1
=2 O /2( O
Yh
3

Cwiczenie 8

Rozwiaz uktad réwnan

A8 2 10| 1 2\3\2

=2 O

Viz+ (Vi+2)y=4
(\/?—2)33—\/73/:6-



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska
Przedmiot: Matematyka

Temat: Metoda wyznacznikowa rozwigzywania ukladu réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IV. Uklady rownan.

Zakres podstawowy.

Uczen:

1) rozwigzuje uklady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng ukltadoéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

kompetencje cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

o przeksztalca uktad rownan tak, aby otrzymac uktad rownowazny,

 oblicza wartosci wyznacznikow stopnia drugiego,

» rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewidomymi metoda wyznacznikowa,

» rozpoznaje uklady rownan oznaczone, nieoznaczone i sprzeczne oraz ich interpretacije
geometryczna,

e tworzy i wykorzystuje algorytmy rozwigzywania uktadow rownan liniowych.

Strategie nauczania:



 konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

» analiza przypadku,
o dyskusja,
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem animacij.

Formy pracy:

» praca calego zespotu klasowego,
e pracaw grupach,
e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltoSnikami i dostepem do Internetu, stuchawki,
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg sobie w grupach wiadomosci i umiejetnosci zwigzane
z rozwigzywaniem uktadow réwnan.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujga w parach metoda analizy przypadku. Analizuja przykiady zawarte
w czesci ,Przeczytaj” .

2. Przedstawiciele grup krotko omawiaja pojecie wyznacznikow oraz poznang metode.

3. Uczniowie wspodlnie z nauczycielem omawiajg animacje i konsultujg wykonanie
umieszczonego pod nig polecenia.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 1-4.

5. Nauczyciel kontroluje prace grup, wyjasnia watpliwosci.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen krétko podsumowuje najwazniejsze informacje
z lekciji.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:



Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 5-8.

Materialy pomocnicze:

Rozwigzywanie ukltadow rownan metoda wyznacznikowa w arkuszu kalkulacyjnym
Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana przez uczniéw do powtorzenia wiadomosci z lekcji oraz
utrwalenia wyznacznikowej metody rozwiazywania uktadow rownan. Mozna wykorzystac
ja rowniez na przyklad na zajeciach poswigeconych rozwigzywaniu zadan tekstowych na
uktady rownan.


https://epodreczniki.pl/a/rozwiazywanie-ukladow-rownan-metoda-wyznacznikowa-w-arkuszu-kalkulacyjnym/DvZBglwJL

