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Obliczanie momentu bezwtadnosci rury wzgledem osi

symetrii

Czy to nie ciekawe?

W technice czesto spotykamy sie z obracajgcymi sie podtuznymi elementami. Przykladem
moze by¢ wat korbowy w silniku spalinowym, wat napedowy w samochodzie, czy wiertto
w wiertarce. Aby poprawnie opisac ich ruch obrotowy, musimy zna¢ ich moment
bezwtadnosci. Jak go obliczy¢?



Rys. a. Schemat dziatania watu napedowego w samochodzie [Zrédto: NASA [Public domain], via Wikimedia
Commons]

Twoje cele

» dowiesz sig, jaki jest moment bezwladnosci rury o znanej masie wzgledem jej
podluznej osi symetrii,

o wyprowadzisz wyrazenie podajgce moment bezwladnosci rury w zaleznosci od jej
promieni: zewnetrznego i wewnetrznego,

» przeanalizujesz dwa skrajne przypadki tego wyrazenia, odpowiadajace rurze
cienkosScienneji litemu walcowi.



https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Cshaft.gif

Przeczytaj

Warto przeczytac

Jaki bedzie moment bezwtadnosci walca, ktory nie bedzie cienkoScienny, ale bedzie rura,
ktorej Scianka ma niezerowa grubosc¢? Bryte te mozna nieformalnie nazwa¢ wydrgzonym
walcem. Oznaczmy jego wewnetrzny promien jako R1, a zewnetrzny jako Rz. Wysokos¢
walca niech bedzie rowna h (zob. Rys. 1).
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Rys. 1. Rura o grubej Sciance - promien wewnetrzny R4, promien zewnetrzny Ry, wysokosé h.

Na poczatek wyobrazmy sobie lity (tj. niewydrazony) walec o promieniu Rz. Jego moment
bezwladnosSci oznaczmy jako I,2. Podzielmy teraz walec na dwie cze$ci: wewnetrzny

o promieniu R oraz rur¢ o promieniu wewnetrznym R; i zewnetrznym Rs. Momenty
bezwladnosci wewnetrznego walca i rury oznaczmy odpowiednio: Iy, oraz I.

Z addytywnosci momentu bezwladnosci wynika nastepujacy zwigzek miedzy momentem
bezwtadnosSci rury i momentami bezwtadnos$ci obydwu walcow (wiecejna ten temat
dowiesz si¢ po przeczytaniu materiatu pt. Masa i moment bezwtadnosci punktu
materialnego i bryly sztywney):

Im — Lw2 _I'wl-

Poniewaz wiemy, ze moment bezwtadno$ci litego walca o masie m i promieniu R wynosi
I, = %mR2 (wiecejna ten temat dowiesz sie po przeczytaniu materiatu pt. Momenty
bezwltadnosci ciat dla roznych jednorodnych bryt), mozemy napisac:

1 2 1 2
I, = Iz — Iy = ?mQRz - 7m1R1 )


javascript:void(0);
javascript:void(0);

gdzie m; i my oznaczaja masy obydwu walcow.

Powyzszy wzoOr mozna znaczgco uprosci¢. W tym celu zaldézmy, ze rura jest wykonana
z jednorodnego materialu o gestosci p. OczywisScie to samo zatozenie dotyczy obydwu
walcow. Dzieki temu zatozeniu masy wszystkich elementow badanego uktadu mozna
zastgpi¢ iloczynami odpowiednich objetosci i gestosci:

m; = nR3hp,
my = TR3hp,
wobec tego masa rury wynosi
m, = my —my = whp(R; — R}),

Podstawiajac wyrazenia opisujgce masy walcow (m; i my) do wzoru na moment
bezwtadnosci rury, dostajemy:

I, = 1myR; — +my R} = $wR3hpRS — +nRIhpR} = L+whp(Ry — RY).

Nastepnie, korzystajac ze wzoru na roznice kwadratow, a?> — b? = (a + b)(a — b) dla R3
oraz R?, dostajemy:

I, = $mhp(R; — RY) = 5mhp(R} — R?) (R} + R3).

W koncu, wykorzystujac w ostatniej zaleznosci wczesniej zapisane wyrazenie na mase rury
m, dostajemy:

I, = $whp(R3 — R}) (R} + R3) = $m, (R + R3).

Podsumowujac: Moment bezwladno$ci rury o masie m,, promieniu wewnetrznym R
i promieniu zewnetrznym R, jest réwny I, = 1m, (R% + R3).

Zwr6¢my uwage na dwa skrajne przypadki rozmiarow rury:

« Jesli promien wewnetrzny wynosi , 0, otrzymamy pelny walec o promieniu podstawy
R,. W takiej sytuacji wzor opisujagcy moment bezwladnosci rury upraszcza si¢ do wzoru
opisujacego moment bezwladnosci litego walca I,, = %mRQ.

 Jesli promien R; bedzie w przyblizeniu rowny Ry, czyli rura bedzie miata bardzo
cienka Scianke, to otrzymamy:
I, = +m, (R} + R3) ~ m, (R} + R}) = 3m,2R} = m,R}. Uzyskany wzor opisuje
moment bezwladnosci cienkoSciennej obreczy (zob. materiat pt. Momenty
bezwtadnosci ciat dla roZznych jednorodnych bryt).

Stowniczek
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Moment bezwtadnosci

(ang.: moment of inertia) miara bezwladnosci ciala w ruchu obrotowym wzgledem
okreslonej, ustalonej osi obrotu.



Film samouczek

Obliczanie momentu bezwtadnosci rury o masie m wzgledem
osi symetrii
Obejrzyj film samouczek, z ktorego dowiesz si¢, w jaki sposob ,,grubos¢ Scianki” rury

wptywa na wielko$¢ jej momentu bezwtadnosci.

Polecenie 1
Przeprowadz analogiczne obliczenia dla bardzo cienkiej rury o promieniu wewnetrznym

rownym 0,99 promienia zewnetrznego. Jak bardzo wynik rézni sie od wyniku dla

obreczy?




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Uzupetnij wzér na moment bezwtadnosci rury o masie m, promieniu wewnetrznym R;
i promieniu zewnetrznym Ro.

L= m(RE R;)
=G
Cwiczenie 2

Ponizsze ilustracje przedstawiaja rury o takiej samej masie i takim samym promieniu

zewnetrznym. Uporzadkuj te ilustracje zgodnie z malejgcym momentem bezwtadnosci rur,
ktére sg na nich przedstawione.

Cwiczenie 3 o
Rura ma mase m = 1 kg, promien zewnetrzny R = 64 mm i scianki grubosci AR = 2 mm. Jaki jest

jej moment bezwtadnosci? Podaj odpowiedz w odpowiednich jednostkach i z doktadnoscia do
jednej cyfry znaczacej.

k:g-m2

Cwiczenie 4 o
Promien zewnetrzny rury o masie mjest dwa razy wiekszy niz jej promien wewnetrzny R. Jaki
jest moment bezwtadnosci tej rury? Zapisz wynik jako utamek zwykty (w formacie x/y).

Odpowiedz: mR?




Cwiczenie 5
Z 7elaza i miedzi wykonano dwie rury o tych samych rozmiarach (promieniu wewnetrznym,
promieniu zewnetrznym i dtugosci). Ktéra z nich ma wiekszy moment bezwtadnosci:

rura z zelaza

nie mozna tego ustali¢ bez znajomosci wartosci wymiaréow

obie maja taki sam moment bezwtadnosci, poniewaz maja te same wymiary

o O O O

rura z miedzi



Cwiczenie 6

Rura o masie m, promieniu wewnetrznym R; i promieniu zewnetrznym R, zostata wtozona do
prasy hydraulicznej. Jest ona zgniatana w taki sposdéb, ze zachowuje swéj promien
zewnetrzny, ale zmniejsza sie jej promien wewnetrzny (oraz dtugosc). Ktory wykres
prawidtowo pokazuje zmiane jej momentu bezwtadnoéci? Na wykresie lp=mR,2/2.

N

Moment bezwtadnosci

o

0 Promienh wewnetrzny R

(O zotty
(O zielony

() czerwony

() niebieski

Cwiczenie 7 @
Obliczajac moment bezwtadnosci cienkich rur, przyjmujemy, ze we wzorze

I, = %m(R% + R%) promien zewnetrzny R, rowna sie promieniowi wewnetrznemu Rj.
Zatézmy, ze mamy rure o R, = 64 mm, R; = 62 mm, czyli o grubosci AR =2 mm. Oblicz jej
mase na dwa sposoby - doktadnie, jako réznice masy dwéch walcéw, i w przyblizeniu, jako
mase cienkiej obreczy. Podaj, jaki jest stosunek tych mas (doktadnej do przyblizonej),

z doktadnoscia do trzech cyfr znaczacych.

Odpowiedz:




Cwiczenie 8 @
Ocen, jak duzy btad popetnimy, jesli obliczajagc moment bezwtadnosci rury o promieniu
zewnetrznym R grubosci AR, potraktujemy jg jako cienkoscienng obrecz? Wykonaj obliczenia
dla rury o parametrach: R=64 mmi AR=2 mm:

rzedu 20%
to zalezy od pozostatych parametréow rury
rzedu 3%

rzedu 1%

o O O O



Dla nauczyciela

Konspekt (scenariusz) lekcji

Imie¢ i nazwisko autora:

Przedmiot:
Temat zajec:

Grupa docelowa:

Podstawa programowa:

Ksztaltowane
kompetencje
kluczowe:

Dariusz Aksamit
Fizyka

Obliczanie momentu bezwladno$ci rury o masie
m wzgledem osi symetrii

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne

II. Rozwigzywanie probleméw z wykorzystaniem praw
i zaleznosci fizycznych.

Zakres rozszerzony
TreS$ci nauczania - wymagania szczegolowe

I. Wymagania przekrojowe. Uczen:

2) postuguje si¢ materiatami pomocniczymi, w tym tablicami
fizycznymi i chemicznymi oraz kartg wybranych wzorow

i statych fizykochemicznych;

16) przeprowadza obliczenia i zapisuje wynik zgodnie

z zasadami zaokraglania oraz zachowaniem liczby cyfr
znaczacych wynikajacejz doktadnosci pomiaru lub z danych.

IIl. Mechaniki bryly sztywnej. Uczen:
2) stosuje pojecie bryly sztywnej; opisuje ruch obrotowy bryty
sztywnej wokot osi.

Zalecenia Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018 r.:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia
informacii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje
w zakresie nauk przyrodniczych, technologii
i inzynierii,

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie
umiejetnosci uczenia sie.



Uczen:

_ 1. wyjasnia od czego zalezy moment bezwladnoSci rury
Cele operacyjne: o masie m wzgledem osi symetrii.
2. oblicza i porownuje momenty bezwtadnosci rur dla
roznych parametrow.
Strategie i metody

. Strategia Ksztalcenia Wyprzedzajacego
nauczania: g yp jaceg

. - praca indywidualna,
Formy zajec: .
- dyskusja grupowa.

$rodki dydaktyczne: l;zrr;lp;;lter z rzutnikiem lub tablety do dyspozyciji kazdego
z

Materialy pomocnicze: = brak

PRZEBIEG LEKCJI

Faza wprowadzajaca:

Nauczyciel przypomina definicje momentu bezwtadnosci i przypomina wzor

pozwalajacy obliczy¢ jego warto$c¢ dla jednorodnego walca.

Nauczyciel pyta, czy kto§ ma pomyst, w jaki sposob znajac moment bezwladnosci litego
walca mozna obliczy¢ moment bezwtadnosci rury.

Nauczyciel naprowadza uczniow na informacje, ze bedzie to réoznica momentow
bezwtadnosci dwoch walcow i wtedy wigcza film samouczek z niniejszego e-materiatu.

Faza realizacyjna:

Po obejrzeniu filmu nauczyciel rysuje na tablicy nowy walec, z innymi oznaczeniami
(r_wir_zzamiast R_1iR_2)i prosi o powtérzenie przedstawionych obliczen. Po
zakonczeniu pracy przez uczniow nauczyciel sprawdza, czy wszyscy otrzymali te samg
zaleznos¢. Ochotnikow prosi kolejno o rozwigzanie zadan nr 2,3,41 5 z zestawu
¢wiczen.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel podsumowuje otrzymane wyniki i zadaje prace domowgq - zadania, ktore nie
zostaly rozwigzanie w trakcie lekcji. Uczniom, ktorzy mieli problem z samodzielnym
wyprowadzeniem wzoru na moment bezwtadnosci rury zaleca ponowne obejrzenie
(krok po kroku) filmu z niniejszego e-materialu i samodzielne powtoérzenie obliczen.

Praca domowa:

Zadania z zestawu ¢wiczen, ktorych nie rozwigzano w trakcie lekcij.



Wskazowki Medium moze by¢ wykorzystane zgodnie ze scenariuszem.
metodyczne opisujace Mozna réwniez najpierw przeprowadzi¢ samodzielne

rozne zastosowania wyprowadzenia wzoréw, a dopiero pozniej, dla sprawdzenia,
danego multimedium: obejrzec¢ film.



