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Objetosc¢ prostopadtoscianu

Zrédto: Christian Fregnan, dostepny w internecie: www.unsplash.com, domena publiczna.

W materiale wprowadzimy wzor na obliczenie objetosci prostopadto$cianu. Nastepnie
pokazemy zastosowanie tego wzoru do obliczania objetosci prostopadtoscianow o zadanych
wielkosSciach takich jak: katy pomiedzy odcinkami, dtugosci krawedzi, czy katy pomiedzy
odcinkami a ptaszczyznami. Bazujac na wiedzy teoretycznej oraz omowionych przykitadach,
rozwiazemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

» Obliczysz objetos¢ prostopadtoscianu, gdy dane dane sg dtugosci jego krawedzi.
o Wyznaczysz dlugosci odcinkéw w prostopadtoscianie, gdy dana jest jego objetosc.
» Zastosujesz wiedze o katach miedzy odcinkami i ptaszczyznami

w prostopadlo$cianie do wyznaczania jego wymiaréw oraz objetosci.

o Wykorzystasz poznang wiedz¢ do rozwigzywania problemow matematycznych.



Przeczytaj

Objetosc¢ prostopadtoscianu

Pojecie objetosci jest zwigzane z zyciem codziennym. Jezeli mowimy o objetosci, to
obliczamy pojemnos¢ naczynia, ilos¢ powietrza znajdujacego si¢ w pomieszczeniu, czy iloS¢
wody w akwarium.

Objetosc prostopadiosScianu obliczamy ze wzoru:
V=ab-gc

gdzie:
V - objetose,
a, b, c — dtugosci krawedzi (wymiary prostopadto$cianu).

S

Zauwazmy, ze wielkoS¢ a - b jest rowna polu podstawy prostopadto$cianu, zatem objeto$¢
prostopadtoscianu mozemy obliczy¢ ze wzoru

V=PF-c

Wobec tego do obliczenia objetosci prostopadio$cianu wystarczy pomnozyc¢ jego wymiary:
dlugos¢, szerokos¢ i wysokos¢. Wazne, aby wszystkie wymiary byly podane w jednakowe;j
jednostce.

Przyktad 1


javascript:void(0);
javascript:void(0);

Obliczymy objetos¢ prostopadios$cianu o krawedziach:a = 10 cm, b =15 cmic =5 cm

Rozwigzanie:

Objetos¢ podanej bryty wyliczamy wedlug poznanego juz wzoru:
V=ab-c

V=10cm-15cm-5 cm

V =750 cm®.

Objetosc¢ prostopadio$cianu o wymiarach 10, 15 oraz 5 ¢cm wynosi 750 centymetrow

szesciennych.

Objetos¢ podawana jest w jednostkach szesciennych. Dla ulatwienia zapisu czasami
jednostke bedziemy pomijac.

Przyktad 2

Obliczymy dtugosc¢ trzeciej krawedzi prostopadioScianu, jezeli objetos¢
prostopadtoécianu jest réowna 280 m?, a dwie z jego krawedzi maja dtugo$¢ 5 m oraz 7 m.

Rozwigzanie:

Dtugosc¢ trzeciej krawedzi obliczymy, przeksztatcajac wzor na objetosc
prostopadloScianu:

V=a-b-c
_ Vv
C_a-b
_ 280m3
C= FTm7m
c=8m.

Dlugosc¢ trzeciej krawedzi prostopadtoscianu wynosi 8 metréw. Poprzez przeksztalcenia
wzoru na objetos¢ prostopadtoscianu mozemy obliczy¢ dtugos¢ dowolnejkrawedzi

prostopadto$cianu.

Do obliczania objetosci prostopadtoscianu wykorzystuje si¢ wartosci funkcii
trygonometrycznych.

Przyktad 3

Dany jest prostopadtoscian, w ktorym jedna z krawedzi podstawy ma dtugos¢ 6. Katy
miedzy krawedziami podstawy a przekatnymi Scian bocznych majg miary odpowiednio




a=30"1ip8 = 60", tak jak na ponizszym rysunku. Obliczymy objetos$¢ tego
prostopadlo$cianu.

Rozwigzanie:

Aby rozwigza¢ zadanie, niezbedna jest umiejetnos¢ postugiwania si¢ wzorami
trygonometrycznymi oraz wlasno$ciami trojkatow. Obliczmy dtugos¢ krawedzi b.
Wykorzystamy do tego wartos$¢ funkciji cotangens:

ctg B = 4

ctg 8= ¢

V3 _ 6

E
bv/3 = 18, czyli b = 6+/3

Do obliczenia dtugo$¢ trzeciej krawedzi wykorzystamy funkcje tangens:

tgaz%
tgaz%
V3 _ 6V3
3 7 ¢

cV/'3 = 18v/3, czylic = 18
Wobec tego obliczamy objetos¢ prostopadtoscianu:

V =6-6v3-18 = 6483



Zauwazmy, ze do wyznaczenia dtugosci pozostatych krawedzi prostopadioScianu
wystarczyla jedynie dtugosc jednejz krawedzi i katy miedzy krawedziami podstawy

i przekatnymi Scian bocznych. Nie zawsze znamy bowiem doktadne dtugosci krawedzi,
a zmierzenie odpowiednich katéw moze by¢ tatwiejszym zadaniem.

Przyktad 4

Przekatna podstawy prostopadto$cianu jest o 2 krotsza od krawedzi boczneji o 4 krotsza
od przekatnej prostopadtoscianu. Wyznaczymy objetos$¢ tego prostopadioscianu, jezeli
dtugosci krawedzi podstawy prostopadio$cianu réznig si¢ o 3.

Rozwigzanie:

Narysujmy prostopadtoscian i wprowadZzmy oznaczenia, jak na rysunku.

T+ 2

Poniewaz przekatna podstawy prostopadtoscianu, krawedz boczna i przekatna
prostopadlo$cianu tworzg trojkat prostokatny, zatem do wyznaczenia wartosci
rozwiazujemy rownanie:

22+ (z+2)° = (z+4)°
2+ 22 +4x+4=22+8x+16
x2—4x—12=0

4-8 __
2

T = ——2orazx2:%:6.

Zatem przekatna podstawy prostopadtoscianu ma dtugos¢ 6.



Do wyznaczenia wartoSci a rozwigzujemy rownanie, korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa:

(a+3)°+a =6

2024+ 6a —27=0

a = =87 <0
Gy = 76+46\/7 _ 73+23\/7 ~ 0

Krawedz prostopadtoscianu majg dlugosci:
o — —323\/7

3437 3437

z+2=6+2=238

Wobec tego objetos¢ prostopadtoscianu jest rowna:

V= 3+§\/7 _ 73+23\/7 .8 — 108
Przyktad 5

Przekatna d prostopadtoscianu jest nachylona do najwigkszej $ciany bocznej pod katem o
. Krawedzie prostopadioscianu wychodzace z tego samego wierzchotka tworzg cigg
arytmetyczny o roznicy 1. Wyznaczymy objetos¢ tego prostopadloScianu.

Rozwigzanie:

Narysujmy prostopadtoscian i wprowadZmy oznaczenia, jak na ponizszym rysunku.



a—+ 2

Korzystajac z funkcji trygonometrycznej sinus mamy:

sina = 7, wieca = dsina

Wobec tego

a+1=dsina+1

a+2=dsina+2

Objetos¢ prostopadloscianu jest rowna:

V =dsina- (dsina+1) - (dsina + 2) = d®sin® a + 3d?sin® a + 2d sin
Przyktad 6

Przekatna prostopadto$cianu ma diugosc¢ 26 i tworzy z ptaszczyzng podstawy kat a taki,
zetga = % Obliczymy objetos¢ tego prostopadtoscianu, jezeli krawedzie podstawy
pozostajg w stosunku 1 : 3.

Rozwigzanie:

Narysujmy prostopadtoscian i wprowadzmy oznaczenia, jak na ponizszym rysunku.



Poniewaz tga = %, zatem

_ 5
12

>

h=23 -d

—_

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa mamy zaleznosc¢:
d? + h? = 267

&2+ (L -d)° = 26

d* 4+ Z-d* = 676

1942 =676

d=26-13 =24

Poniewaz krawedzie podstawy pozostaja w stosunku 1 : 3, zatem zalézmy, ze a = 3b.

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa obliczamy dtugosci krawedzi podstawy

prostopadtoscianu:
a? + b2 = 2
(3b)* + b* = 242

106? = 576



2 __ 576
b_10

p— 24 2410 _ 12410
— Yo 10 T 75

a—3. 12\5/E: 36«5/1_0

Wobec tego objetos¢ prostopadtoscianu jest rowna:

V=a-b-h

V= 810 12VI0 90 — 1728

Przyktad 7

Wyznaczymy objetos¢ prostopadtoscianu z rysunku, gdy dane sg dtugosci przekatnych
jego Scian bocznych, czyli odcinki v, z, .

Rozwigzanie:

Narysujmy prostopadto$cian i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku.

Wiadomo, ze objetos¢ prostopadtoscianu obliczamy ze wzoru:
V=ab-c

Prostopadto$cian o podanych dlugosciach przekatnych Scian bocznych istnieje, gdy
zachodzg nastepujgce warunki:

vt > 22



2412 >

1+ 22> 12

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy, ze:

a’ + b =t?

b2+ =9

a’ +c? =22

Korzystajgc z tych rownosci otrzymujemy dtugosci krawedzi prostopadtoscianu.

Zatem:

o 124222
om T
. 124y2—22
b=/ ELZ
21,2 42
. Y 4-2-—1
c=1Y 2

Zatem objetos¢ prostopadtoscianu z rysunku wyraza si¢ wzorem:

- B 242212 24P P2t
V o a . b . c f— \/ 2 . 2 . 2 p—

_ \/ (P+22—9?)- (P42 =) (P +22— 1)
o 8

Stownik
prostopadtoscian

rownolegloscian, ktorego dwie dowolne Sciany majace wspolng krawedz sg prostopadte

objetos¢

miara przestrzeni, ktorg zajmuje bryta w przestrzeni trojwymiarowe;j



Schemat interaktywny

Polecenie 1

Zapoznaj sie ze schematem interaktywnym dotyczacym obliczania objetosci

prostopadtoscianu, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DabkzhYjj
Polecenie 2

Dany jest prostopadtoscian, w ktérym przekatne $cian majg dtugosci 2\/5, \/5, 3. Oblicz
dtugosc przekatnej oraz objetosé tego prostopadtoscianu.

Polecenie 3

Zbuduj algorytm obliczajacy objetos¢ prostopadtoscianu, majac dane: y - dtugosc przekatnej
Sciany bocznej o bokach b, ¢; z - dtugosc przekatnej sciany bocznej o bokach a, ¢; t - dtugosé

przekatnej podstawy.


https://zpe.gov.pl/a/DabkzhYjj

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1

Jezeli suma dtugosci krawedzi prostopadtoscianu wynosi 152 cm, a podstawa jest
prostokatem o polu 192 cm? i wymiarach réznigcych sie 0 4 cm, to objetos¢
prostopadtoscianu wynosi:

() 1800 cm?
() 768 cm?

() 1920 cm?



Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawiono prostopadtoscian.

Zaznacz zdania, ktore sg prawdziwe.

(] Krawedz boczna prostopadtosécianu ma dtugoéé v/119.
[ ] Objetos¢ prostopadtosécianu wynosi 124/119.
(] Krawedz boczna prostopadtoscianu ma dtugosc¢ 12.

[ ] Objetosc¢ prostopadtoscianu wynosi 144.

Cwiczenie 3




Cwiczenie 4

2

Na rysunku przedstawiono prostopadtoscian. Wiadomo, ze tg o = %

Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

o) (a5 [z a7




Cwiczenie 5

Wiadomo, ze suma dtugosci krawedzi prostopadtoscianu z rysunku wynosi 192.

3a

Wtedy objetos¢ bryty jest rowna:

O 384

() 196608

O 3072



Cwiczenie 6
Uporzadkuj rysunki prostopadto$ciandow tak, aby objetosci tych bryt byty utozone malejgco:

|
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// 2\/? / 6
a a
Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze jesli przekatna prostopadtoscianu o podstawie kwadratu ma dtugos$¢ d oraz kat

nachylenia tej przekatnej do ptaszczyny podstawy ma miare o, to objetosc tego

’ . . . 3. i . 2
prostopadtoscianu wyraza sie wzorem V' = dsma%.

Cwiczenie 8 @

Krawedzie podstawy prostopadtoscianu oraz krawedz boczna, w podanej kolejnosci tworza

cigg geometryczny o ilorazie % a suma ich dtugosci wynosi 14%. Oblicz objetos¢ tego
prostopadtoscianu.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: ObjetoS¢ prostopadlo$cianu

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupdéw, ostrostupdéw, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza objetos¢ prostopadtoscianu, gdy dane s3 dtugosci jego krawedzi;

» wyznacza dtugosci odcinkoéw w prostopadtoscianie, gdy dana jest jego objetosc¢;

 stosuje wiedze o katach miedzy odcinkami i plaszczyznami w prostopadtoscianie do
wyznaczania jego wymiarow oraz objetosci;

o wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania probleméw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
o metoda krokodyla;



e burza mozgow;
o liga zadaniowa;
» praca z ekspertem.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniéw.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Ustalenie celu lekciji i kryteriow sukcesu.
2. Uczniowie metoda burzy mozgow przypominaja pojecia zwigzane z tematem lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materiatem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan,
zawartych w przykladach z sekciji ,Przeczytaj’. W razie problemow - stuza pomocg,
wyjasniajg niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescig sekcji ,Schemat interaktywny”.
Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie w kolejnym kroku rozwigzujg ¢wiczenia nr 1i 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Kazdy
z ucznioéw robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiaja
rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne
informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum.

5. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢” metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”

i ,ozywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Objetos¢ prostopadlo$cianu”).

Materialy pomocnicze:
» Objetosc¢ prostopadtoscianu.
Wskazowki metodyczne:

o Material w sekcji ,Schemat interaktywny” mozna wykorzysta¢ w realizacji tematu
»=Dtugosci odcinkow w prostopadtoscianie”
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