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Interpretacja geometryczna pochodnej

Zrédto: Marc Sendra Martorell, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Pojecie pochodnej funkcji znajduje zastosowanie m.in. w fizyce. Okresla sie, ze
przyspieszenie jest pochodng predkosci wzgledem czasu, natezenie pradu jest pochodng
ilosci przeptywajacego fadunku wzgledem czasu, a pojemnos¢ cieplna jest pochodna ilosci
ciepta wzgledem temperatury. W materiale skupimy uwage na geometrycznym znaczeniu
pochodneji jej zwigzku ze wspotczynnikiem kierunkowym stycznej do wykresu funkciji

w podanym punkcie. Bazujgc na czesci teoretyczneji omowionych przyktadach,
rozwiazemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

» Zinterpretujesz pojecie pochodnejfunkcji pod katem geometrycznym.
e Wyznaczysz wspotczynnik kierunkowy w réwnaniu stycznej do wykresu funkcii
w podanym punkcie.

o Wykorzystasz poznang wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.



Przeczytaj

Przypomnijmy definicje ilorazu réznicowego funkciji.
Definicja: lloraz réznicowy funkcji

Niech f(z) oznacza dowolng funkcje okreslong w otoczeniu punktu .

llorazem réznicowym funkcji f(z) w punkcie x dla przyrostu h zmiennej niezaleznej
nazywamy wyrazenie
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Zdefiniujmy pojecie pochodnej funkcji w punkcie.
Definicja: Pochodna funkcji w punkcie

Niech f(z) oznacza dowolng funkcje okreslong w otoczeniu punktu .

Jezeli istnieje skonczona granica ]llin% w, to te granice nazywamy pochodna
%

funkcji f w punkcie ¢ i oznaczamy jako f’(zo).

Interpretacja geometryczna pochodnej funkgji

Wspolczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f w punkcie z jest rowny
pochodnejfunkcji w tym punkcie.

Jezeli styczna opisuje sie rownaniemy = ax + b, toa = f’(x).
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Poniewaz « jest kagtem nachylenia stycznej do osi X, zatem zachodzi zaleznos¢

a=tga= f(z)
Przyktad 1

Obliczymy wartos¢ wspotczynnika kierunkowego stycznej do wykresu funkcji okreslone;
wzorem f(z) = z® + 1 w punkcie zg = —2.

Rozwigzanie:

Poniewaz wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji w punkcie g jest
rowny pochodnej funkcji w tym punkcie, zatem:
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Zatem:

a= f’(—2) —3. (-2 =12

Przyktad 2

Wyznaczymy wspotrzedne punktu (zg, f(x)), w ktorym styczna do wykresu funkcji f
okreélonejwzorem f(z) = 22 + 2z jest réownolegta do prostej okreslonej rownaniem
y=3z— 1.

Rozwigzanie:

Niech styczna do wykresu funkcji f bedzie zadana rébwnaniem y = ax + b.




Proste o rownaniach y = a;z + b; oraz y = asx + by sg rownolegle, gdy a1 = as.
Zatema = 3.

Wyznaczenie wspotrzednych punktu (zg, f(zo)) przedstawimy w kilku krokach.

Mamy a = 3.
, . (zo+h)*+2-(zo+h)— (202 +20)
f (.’L‘O) — ’llliﬁl] 0 Oh 0 0
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f(zo) = }llim w = 2x0 + 2

Zatem do wyznaczenia wartosci zy rozwiazujemy réwnanie:
3=2xy+2

2o = 4

Wobec tego wspolrzedne punktu stycznosci wynosza:

(20, f(@)) = (. (3)" +2-%) = (3, %)

Przyktad 3

Sprawdzimy, czy istnieje punkt o wspotrzednych (zg, f(xg)), w ktorym styczna do
wykresu funkcji f okreslonejwzorem f(z) = —x — 2 jest nachylona do osi X pod katem
45°.

Rozwigzanie:

Jezeli prosta o rownaniu y = ax + b jest nachylona do osi X pod katem 45°, to
a=tgdh°.

Zatema = tg45° = 1.
Do wyznaczenia wspotrzednych punktu (z, f(zg)) rozwigzujemy rownanie:
a = f(zg)

f,(x(]) — lim —(zg+h)—2—(—z—2)

h—0 h
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Jezelia = f’(xo), to:



1=-1

Otrzymujemy sprzecznos¢, niezaleznie od wyboru punktu zy, wobec tego nie istnieje
taki punkt.
Przyktad 4

Wyznaczymy wspotrzedne punktu (zg, f(x)), w ktorym styczna do wykresu funkcji f
okreslonejwzorem f(x) = y/x — 3 jest prostopadta do prostej okreslonej rownaniem

1
y=—5r+4

Rozwigzanie:

Niech prosta okres$lona rownaniem y = ax + b bedzie omawiang styczna.

Proste o rownaniach y = a1z + b1 oraz y = asx + b2 sg prostopadle, gdy a; - a2 = —1.
Zatema = 2.

Do wyznaczenia wspotrzednych punktu (zo, f(xo)) rozwigzujemy rownanie:

a = f'(xo)
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Zatem xy = %
Wobec tego wspolrzedne punktu stycznos$ci wynosza:

s o) = (35,1 % ~8) = (.- 3)

Przyktad 5



Sprawdzimy, czy istnieje styczna do wykresu funkcji f okreslonejwzorem f(x) = %

majgca wspotczynnik kierunkowy rowny a = —3.

Rozwigzanie:

W tym celu wystarczy sprawdzi¢, czy istnieje taki punkt xo, ktory spetnia zalezno$¢:
a = f(z0)

Zatem:
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Poniewaz istnieje punkt xo spetniajacy rownanie a = f’(xo), zatem istnieje styczna do
wykresu funkcji majgca podany wspotczynnik kierunkowy.

Stownik
styczna do wykresu funkcji

prosta, bedaca granicznym potozeniem siecznych do wykresu funkcji f
i przechodzacych przez punkty o wspotrzednych (zo, f(x)) i (z, f(x)), gdy  dazy do
Lo




Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem dotyczacym interpretacji geometrycznej pochodnej,

a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DDBoOWIDi

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej pochodnych.

Polecenie 2

Oblicz wspétczynnik kierunkowy a stycznej do wykresu funkcji f w punkcie xy = 2, jezeli:

a) f(x) = —x +2



https://zpe.gov.pl/a/DDBo0WIDi

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 C)

Wyznacz wspotrzedne punktu (zg, f(xg)), w ktérym styczna do wykresu funkgji f

okreslonej wzorem f(x) = —322 + 1 jest prostopadta do prostej okreslonej

réwnaniem y = 2x — 2.

Cwiczenie 7 @
Sprawdz, czy istnieje styczna do wykresu funkcji okreslonej wzorem f(z) = xil
majaca wspotczynnik kierunkowy réwny a = —4.

Cwiczenie 8 @

Oblicz wartos$¢ wspotczynnika kierunkowego stycznej do wykresu funkcji f okreslonej

wzorem f(x) = e® — 1 w punkcie g = —2.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Interpretacja geometryczna pochodne;j

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres podstawowy. Uczen rozwiazuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach dajacych sie
opisac funkcja kwadratow3.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) stosuje definicje pochodnejfunkciji, podaje interpretacje geometryczng i fizyczng
pochodnej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 interpretuje pojecie pochodnej funkcji pod katem geometrycznym;

e wyznacza wspotczynnik kierunkowy w rownaniu stycznej do wykresu funkciji
w podanym punkcie;

» wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania probleméw matematycznych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;



o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

dyskusja;
metoda kota i myszy;

drzewo pomystow;

burza mozgow.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,Interpretacja geometryczna pochodnej’
i celow lekciji. Okreslenie wigzacych dla uczniow kryteriow sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznajg si¢ z przyktadami zawartymi w sekciji ,Przeczytaj’. Ich
zadaniem jest najpierw rozwigzanie danego zadania, a dopiero nastepnie porownanie
jego rozwigzania. Grupy tworzg drzewa pomystow, na ktorych umieszczajg przykiady.
Po prezentacji prac grup powstaje jedno, wspolne dla catej klasy, drzewo pomystow.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,,Film samouczek”. Zapisuja
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,
w trakcie ktorejnauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekciji ,Sprawdz sie”
Wyniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

4. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 z sekcji ,Sprawdz si¢” uczniowie wykonujg w parach.
Nastepnie konsultuja swoje rozwiazania z inna parg uczniow i ustalajg jedna wersje
odpowiedzi, zapisuja problemy, ktore napotkali podczas rozwigzywania ¢wiczen.



5. Uczniowie realizujg ¢wiczenia 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢” metoda kot i mysz. Mysz stara
si¢ jak najlepiej rozwigzac¢ zadania, a kot sprawdza ich poprawnos¢. Po dwoch
nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla sie dalej -
role uczniow odwracaja si¢ i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢ powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,,Sprawdz si¢”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Zwiagzek pochodnejz ciggtoscig funkciji
Wskazowki metodyczne:

» Materiat w sekgciji ,Film samouczek” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiadomosci dotyczacych interpretacji geometrycznej pochodnej funkciji.


https://epodreczniki.pl/b/zwiazek-pochodnej-z-ciagloscia-funkcji/PWM7R7KPf

