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Zastosowanie wzoru skroconego mnozenia na szescian

roznicy

Zrédto: Crissy Jarvis, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Poznalismy juz kilka wzorow skroconego mnozenia. Kazdy z nich, zatem i ten na szeScian
roznicy, utatwia przeksztatcanie wyrazen algebraicznych. Wazne jest tez wykorzystanie
tych wzorow w rozktadzie wielomianéw na czynniki.

W dobie komputeréw mniejistotna jest zamiana mnozenia duzych liczb na sume, ale
pokazemy tez takie zastosowania, bardziej ze wzgledow historycznych, niz obecnie
uzytecznych.

Twoje cele

» Zastosujesz wzor skroconego mnozenia na szescian roznicy w obliczeniach
arytmetycznych.

» Zastosujesz wzor skroconego mnozenia na szeScian roznicy w przeksztalceniach
algebraicznych.




Przeczytaj

Obliczenia arytmetyczne

Wzor skroconego mnozenia na szeScian roznicy dwoch wyrazen mozna wykorzystac do
szybkiego obliczenia szeScianow niektorych liczb.

Przyktad 1

Aby obliczy¢ szeSciany liczb 19, 38, 197 zapisujemy kazdg z nich w postaci roznicy
peinych dziesiatek, setek lub tysiecy oraz liczby jednocyfroweji korzystamy ze wzoru
skroconego mnozenia.

19° = (20— 1) =20° —3-400-1+3-20-1— 13 = 6859
383 = (40 — 2)° = 40% — 9600 + 480 — 2° = 64000 — 9128 = 54872
1973 = (200 — 3)® = 200% — 360000 + 5400 — 3% =
= 8000000 — 354627 = 7645373
Przyktad 2

W podobny sposob jak w powyzszym przyktadzie, obliczymy szeSciany liczb mieszanych
2l 13
31

e’ = (-3 =% 184 - (B - 13- - 2B

(9= -4 =p-3+ - (1) =5+ % - & 5%

NP

Przyktad 3

Nie wykonujac dodawania wykazemy, ze liczba M = /2197—1521+351—27 jest liczbg
catkowitg.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze 2197 = 13% i 27 = 33,

Sprawdzamy jeszcze, ze 1521 = 3 -13%-3i352 = 3-13 - 32.
Wynika z tego, ze 2197 — 1521 + 352 — 27 = (13 — 3)* = 10°.

Wtedy:



javascript:void(0);

M = ¢/2197—-1521+351—27 = v/10% = 10

Liczba 10 jest liczbg catkowitg, co nalezato udowodnic.

Przeksztatcenia algebraiczne

Wzor (a — b)” zastosujemy teraz do rozktadu na czynniki sumy algebraicznej w rownaniu.
Ulatwi to znacznie rozwigzanie rownania stopnia trzeciego.

Przyktad 4
Rozwigzemy réwnanie z° — 15z + 75z — 125 = 0.
Rozwigzanie:
Lewa stron¢ rownania zapisujemy w postaci szescianu roznicy.
z® — 152° + 75z — 125 = 0
(z—5)7°=0

Stad:

Rozwigzaniem rownania jest liczba 5.

Przyktad 5

Rozwigzemy réwnanie x> — 5z% + 8z — 4 = 0.
Rozwigzanie:

Przeksztalcamy lewa strone réwnania tak, aby otrzymac ,rozwiniecie” szeScianu réznicy
i kwadratu roznicy.

z* — 52> + 8z —4=10
(z® — 62> + 120 — 8) + (¢* — 4z +4) =0
»=Zwijamy” sumy w nawiasach odpowiednio w szeScian roznicy i kwadrat roznicy.
(-2 +(x—-2)=0

Wytaczamy wspolny czynnik (czyli (z — 2)?) przed nawias.




(z—2)(x—2+1)=0
(x—2)*(zx—1)=0
Zapisujemy rownanie w postaci rownowaznej alternatywy.
T—2=0lubz—-1=0
z=2lubz =1

Odpowiedz:

Rownanie ma dwa pierwiastki 1i 2 (pierwiastek podwojny).
Wzor (a — b)? jest czesto przydatny w skracaniu wyrazen wymiernych.
Przyktad 6

Zapiszemy w najprostszej postaci wyrazenie

M — 4z —24x3y+482%% 322313
T (2-8y+8y?) (22 —243y)

Rozwiazanie:

W liczniku wytgczamy przed nawias wspolny czynnik, czyli 4z3. W mianowniku
z pierwszego nawiasu wylgczamy przed nawias wspolny czynnik, czyli 2. Z drugiego
nawiasu wytgczamy wspolny czynnik poza nawias, czyli z3.

4% (1-6y-+12y%—8y°)
2-(1—4y+4y?)-x3-(1—2y)

M —

Skracamy.

2-(1-6y+12y°—8y°%)

M = a2y

Zauwazmy, ze 1 — 6y + 1217 — 8¢ = (1 — 2y)® i1 — 4y + 4% = (1 — 2y)°.
Zatem:

_ o 2(1-2)°
M= (1-2y)*(1-2y)

Ponownie skracamy.

Dowodzenie twierdzen



Dowodzac twierdzenia zapisanego za pomocg wyrazen arytmetycznych lub algebraicznych,
nie zawsze tatwo jest rozpoznac, ze warto skorzystac¢ ze wzoru skroconego mnozenia na
szeScian roznicy. W wielu wypadkach nalezy najpierw odpowiednio ,rozpisa¢” dane

wyrazenie.
Przyktad 7
Wykazemy, ze \?’/m =4 — v/20—14+/2.
Rozwigzanie:

Zapisujemy liczbe 14v/2 4 20 w postaci, ktora powoli nam stwierdzi¢, ze dane wyrazenie
jest szeScianem pewnego wyrazenia.

_ _ 3
14\/§+20:12\/§+2\/2+12+8:8+12\/2+12+2\/§:(2+\/§)

Podobnie przeksztalcamy liczbe 20 — 14v/2. Tym razem ,rozpisujemy” wyrazenie tak,
aby pokazac, zZe jest to szeScian roznicy.

_ 3
20—14\/§:8+12—12\/_—2\/5:8—12\/2+12—2\/§:(2—\/5)
Stad:

V14v/2+420 = 4 — V/20—14v/2

24 vV2=4-24++2
24 V=242

W wyniku przeksztalcen rownowaznych otrzymaliSmy rowno$¢ prawdziwag, czyli
rownosé¢ vV 14v/2420 = 4 — v/ 20—14+/2 jest tozsamoscia, co nalezato wykazaé.

Poniewaz ¥/a = a, zatem:

Przyktad 8

Wykazemy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c réwnosc¢
(a—b)°+ (b—1c)’ + (c— a)’ = 3(a — b)(b— c)(c — a) jest tozsamoscia.

Rozwigzanie:

Przeksztalcimy lewa strone réwnosci, wykonujac odpowiednie dzialania.




L= (a3 — 3a’b + 3ab® — b3) + (b3 — 3b%c + 3c*b — c3)+
+(c® — 3c%a + 3a’c — a?)
L = —3a®b + 3ab® — 3b%c + 3c?b — 3c%a + 3a’c
L=3- (—a2b + ab? — b*c + c*b — ca + a2c)
Przeksztalcimy teraz prawa strone réwnosci.
P=3-(a—0b)(bc—ba—c*+ ca)

P=3. (abc — ba? — ac? + a’c — b’c + b?a + be? — abc)

P=3. (—ba2 —ac? + a’c — b’c+ b’a + bcz)

L=P

Stownik
wzor skréconego mnozenia na szescian roznicy

szeScian roznicy dwoch wyrazen jest rowny szeScianowi pierwszego wyrazenia minus
potrojony iloczyn kwadratu pierwszego wyrazenia przez drugie, plus potrojony iloczyn

pierwszego wyrazenia przez kwadrat drugiego, minus szeScian drugiego wyrazenia



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Sprébuj kazdy przyktad rozwigzac najpierw samodzielnie i dopiero
porownac z animacja.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIAXrOSjz

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego zastosowania wzoru skroconego
mnozenia na szescian roznicy.

Polecenie 2

Wykaz, ze (a — b)° + (a — ¢)* + 3ab(a — b) + 3ac(a — ¢) = 2a® — b3 — ¢3.


https://zpe.gov.pl/a/D1AXrOSjz

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
3
Liczba (\3/5 + l) (\3/5 — l) jest

utamkiem wtasciwym

niewymierna

o O O

naturalna

() catkowita ujemna

Cwiczenie 2

Uzupetnij obliczenia, przeciagajac odpowiednie liczby.

____________________________________________________________

____________________

\27]\ 30]\ 19683]\ 19680]\ 810]\ 8100]\ 19673]\ 31]\ 81]\ 28]\ 29]




Cwiczenie 3

Dana jest liczba dodatnia a taka, ze a > % ia— % = 2. Zatem
ad— L =8

7 = 14

ad— L =24

o O O
|03
@|._.

O a3—$:2

Cwiczenie 4
Wskaz wszystkie liczby, ktére nie s3 rozwiazaniem réwnania z2(z — 18) + 108(z — 2) = 0.
;

V6

o 0o o O



Cwiczenie 5

Objetos¢ szescianu o boku dtugosci V2 -1 jest rowna

O 2v2-1
O 3
O 1

O 5v2-71

Cwiczenie 6

123/3-69/9-5

EeE)

Po uproszczeniu wyrazenie ma postac

O 1

O 243

Cwiczenie 7

Wykaz, ze wyrazenie (z — 2)° — (z — 1)* + 3z(z — 3) dla kazdej liczby rzeczywistej z
przyjmuje wartosc ujemna.

Cwiczenie 8

Wiadomo, ze zy = 15i 2 — y = 2. Wyznacz i 23 — 3 wiedzac, ze z > 0,y > 0.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie wzoru skréconego mnozenia na szeScian roéznicy
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b3, a" — b".

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wzor skroconego mnozenia na szescian roznicy w obliczeniach arytmetycznych

 stosuje wzor skroconego mnozenia na szescian roznicy w przeksztatceniach
algebraicznych

» przeprowadza rozumowania kilkuetapowe prowadzgce do udowodnienia tozsamosci
algebraicznych

 stosuje i tworzy strategie podczas rozwigzywania zadan w sytuacjach nietypowych

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e burza mozgow
e stoliki zadaniowe

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego
e indywidualna praca uczniéw

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa miata do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metoda burzy mozgow przypominajg najwazniejsze wiadomosci dotyczace
poznanych wzorow skroconego mnozenia, a w szczegolnosci wzoru skroconego
mnozenia na szescian roznicy - w jaki sposob mozna uzasadni¢ prawdziwos¢ wzorow,
w jakich sytuacjach sg przydatne.

2. Nastepnie, dla przypomnienia, rozwiazujg wspolnie kilka przyktadow, podanych przez
nauczyciela, zamiany szeScianu roznicy na sume algebraiczna.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w grupach metoda stolikow zadaniowych. Na stolikach znajduja si¢
przyklady rozwigzanych zadan pokazujacych zastosowanie wzoru skroconego
mnozenia na szescian roznicy.

Na pierwszym stoliku zastosowanie wzoru w obliczeniach arytmetycznych, na drugim
do przeksztatcania wzorow, na trzecim do dowodzenia twierdzen (materiat taki, jak

w sekcji ,Przeczyta’).

Kazda grupa proébuje najpierw samodzielnie wykonac zadanie, a nastepnie poréwnuje
z przedstawionym rozwigzaniem.

2. Grupy zapoznajg sie z Animacja - probuja rozwigza¢ podane tam zadania i porownujg
ich rozwiazania.

3. Uczniowie w grupach rozwigzuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Liderzy omawiaja prace swoich grup, zwracaja uwagg na zadania, ktore sprawiaty
problem. Nauczyciel wyjasnia watpliwosci, dzieli si¢ swoimi obserwacjami.
2. Grupy oceniajg swoja prace, wskazujgc swoje mocne i stabe strony.



Praca domowa:

Uczniowie w domu majg za zadanie poszukania jeszcze innych przyktadow zastosowania
wzoru na szescian roznicy.

Materialy pomocnicze:
Wzory skréconego mnozenia stopnia trzeciego
Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg w parach lub indywidualnie w domu zapoznac si¢ z animacja i wtedy
zajecia mogg by¢ poprowadzone metodg odwroconej lekci.
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