Przekroje ostrostupa prawidtowego trojkatnego
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Zrédto: Nick Fewings, dostepny w internecie: unsplash.com, domena publiczna.

Obserwujac Swiatto wpadajgce przez okno i tworzace na posadzce rozmaite ksztalty,
mozemy zastanowic si¢, jaka figura powstataby, gdyby promienie Swiatta przenikaly przez
ostrostup np. trojkatny prawidtowy wzdtuz jakiejs ptaszczyzny. Przekonamy sie, ze
powstanie wtedy przekroj ostrostupa prawidtowego trojkatnego. Dzigki informacjom, jak
powstaje przekrdj ostrostupa przechodzacg przez niego ptaszczyzng, mozesz ustali¢, jaka
figurg jest cze$¢ wspolna plaszczyzny i bryly. Po ustaleniu powstatego przekroju mozesz
obliczy¢ pole tej figury.

Twoje cele

» Wymienisz rodzaje przekrojow ostrostupa prawidlowego trojkatnego.
» Wyznaczysz figury ptaskie bedace przekrojem ostrostupa.

o Obliczysz pola powstatych przekrojow.



Przeczytaj

Omowimy przyktady przekrojow ostrostupa prawidlowego trojkatnego.

1. Przekroj wyznaczony przez plaszczyzne zawierajacg wysokos$¢ Sciany boczneji wysoko$c
ostrostupa.

B

Przekrojem jest trojkat, ktorego podstawg jest wysokos¢ podstawy ostrostupa, a wysokoscia
jest wysokos¢ ostrostupa. Jest to jednoczesnie przekroj wyznaczony przez plaszczyzne
zawierajacq wysokos¢ Sciany boczneji przeciwlegla krawedz boczna.

2. Przekrojwyznaczony przez plaszczyzne zawierajacg krawedZ podstawy i przecinajaca
przeciwlegla krawedz boczna.
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B
Przekrojem jest trojkat rownoramienny, ktorego podstawa jest krawedz podstawy,
a wysokoscia odcinek taczacy srodek krawedzi podstawy z wierzchotkiem przekroju.
3. Przekroj wyznaczony przez ptaszczyzne prostopadia do ptaszczyzny podstawy.
Przekrojem w tym przypadku moze byc¢:

a) trojkat, gdy plaszczyzna przechodzi przez jedng krawedz boczng,

D

b) trapez, gdy ptaszczyzna przechodzi przez dwie krawedzie boczne.
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4. Przekroj wyznaczony przez ptaszczyzne przechodzacg przez wysokosci dwoch
sasiednich $cian bocznych lub $rodki dwoch krawedzi podstawy oraz wierzchotek
ostrostupa.

B

Przekrojem jest trojkgt rownoramienny, ktorego podstawa jest odcinek fgczacy Srodki
krawedzi podstawy, a wysokoscig jest odcinek taczacy srodek tego odcinka
z wierzchotkiem ostrostupa.

5. Przekroj wyznaczony przez ptaszczyzne przechodzacg przez trzy rézne punkty nalezace
do krawedzi ostrostupa wychodzacych z jednego wierzchotka.
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B

Przekrojem jest trojkat, ktorego boki sa zawarte odpowiednio w podstawie oraz Scianach
bocznych ostrostupa.

6. Przekroj wyznaczony przez plaszczyzne rownolegly do plaszczyzny podstawy.

D

B

Przekrojem jest trojkgt rownoboczny, ktorego bokami sg odcinki rownolegte do krawedzi
podstawy ostrostupa. Przekroj ten dzieli ostrostup prawidtowy trojkatny na dwie bryty:
ostrostup prawidtowy trojkatny i ostrostup Sciety.

Przyktad 1
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Obliczmy pole przekroju ostrostupa prawidtowego trojkatnego wyznaczonego przez
ptaszczyzne przechodzacg przez wysokos¢ Sciany boczneji przeciwlegla krawedz
boczng ostrostupa, w ktoérym krawedz boczna jest trzy razy dtuzsza od wysokosci
ostrostupa a krawedz podstawy ma diugosc 12.

Rozwigzanie:

Wykonajmy rysunek z odpowiednimi oznaczeniami.

D

Zauwazmy, ze przekrojem ostrostupa jest tréjkat F'C' D, ktérego podstawa jest wysoko$¢
podstawy ostrostupa, a wysokoscig jest wysokos¢ ostrostupa.

Chcac obliczy¢ pole tego trojkata nalezy wyznaczy¢ dtugos¢ odcinka F'C, ktory jest
podstawa tego tréjkata oraz dtugos¢ wysokosci H, czyli odcinka DG, ktory jest
wysokoscig ostrostupa i jednoczes$nie wysokoscig trojkata.

Skoro dtugo$¢ krawedzi podstawy to 12, to wysokoéé podstawy FC ma dlugoéé 64/3.
Punkt G dzieli odcinek FC na dwie czesci, z ktorych dtuzsza to 4v/3.

Do obliczenia dlugosci H wykorzystamy twierdzenie Pitagorasa dla trojkgta GC'D:
2

H + (4V3) = (3H),

H? +48 = 9H?,

8H? = 48,



H? =6,

H = /6.

Zatem pole przekroju wynosi: P = % - 6v/3 -6 = 3v18 = 9v2.
Przyktad 2

Obliczmy pole przekroju ostrostupa prawidlowego trojkatnego wyznaczonego
plaszczyzng zawierajacg krawedz podstawy i Srodek przeciwleglej krawedzi bocznej,
wiedzac, ze krawedz podstawy ma dlugos¢ 8 cm, a krawedz boczna jest od niej dwa razy
dtuzsza, za$ cosinus kata miedzy krawedzig boczng i krawedzia podstawy ostrostupa
wynosi 0, 25.

Rozwigzanie:

Wykonajmy rysunek z odpowiednimi oznaczeniami.

D

Zauwaz, ze przekrojem jest trojkat rownoramienny ABE, ktorego podstawg jest krawedz
podstawy ostrostupa A B, a wysokoscig odcinek F'E.

Chcac obliczy¢ pole tego trojkata nalezy wyznaczy¢ dtugo$¢ odcinka F'E, ktory jest
wysokoscig tego trojkata. Dlugos¢ odcinka F'E wyznaczymy stosujac twierdzenie
Pitagorasa dla trojkata F'BE, po uprzednim wyznaczeniu dlugosci odcinka z.

Wiemy, ze cos o = 0, 25, wiec korzystajac z twierdzenia cosinusow, dla trojkata BOE
obliczymy dlugos$¢ odcinka x:



22 =82+82—-2-8%-cosaq,

z? =128 —2-8%.0, 25,

z? =128 — 32,
z2 = 96,
T = 4\/6

Trojkat F'BE jest prostokatny, wiec stosujgc twierdzenie Pitagorasa mamy:

x2 = h? 4 42,
96 = h2 + 16,
h? = 80,

h = V/80 = 4+/5.
Zatem pole przekroju wynosi: P = % .8-4v5=16V5 [cmﬂ.
Przyktad 3

Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego trojkatnego ma dtugosc 26, a pole podstawy
jest rowne 100+/3. Ostrostup przecieto plaszczyzna przechodzaca przez srodki dwoch
krawedzi podstawy oraz wierzchotek ostrostupa. Wykazemy, ze pole otrzymanego
przekroju jest wigksze od 115.

Rozwigzanie:

Wykonajmy rysunek z odpowiednimi oznaczeniami.



Zauwazmy, ze przekrojem jest trojkat rownoramienny F'J D, ktorego podstawa jest
odcinek F'J, a wysokoscia jest odcinek RD.

Chcac obliczy¢ pole tego trojkata nalezy wyznaczy¢ dtugos¢ odcinka F'J, ktory jest
potowa odcinka BC.

Oznaczmy odcinek BC' = a, odcinek F'J = 3, odcinek RD = h.

Wiemy, ze pole podstawy jest rowne 100+/3. Wykorzystamy wzor na pole trojkata
rownobocznego.

a*V3
P =43

100v/3 = 23,

400 = a2,

a = 20.
Odcinek F'J = § = 10 oraz F'B = 10.

Odcinek F'D jest wysokoscia sciany bocznej, wiec trojkat F'BD jest prostokatny. Stosujac
twierdzenie Pitagorasa mamy:

|FD|* = |BD|* — |FBJ’,

|[FD|* = 26% — 102,

|FD|* = 576,



|FD| = 24.

Wiemy, ze trojkat F'J D jest rbwnoramienny. Jego podstawq jest odcinek F'J,
a wysokoscig odcinek RD. Stosujgc twierdzenie Pitagorasa mamy:

RD? = |FD[* - |FR,

IRDJ” = 24% — 52,

|RD|?* = 551,
|IRD| = /551,
h = /551,

Zatem pole przekroju wynosi: P = % .10 - v/551 = 54/551 ~ 117, 37. Liczba ta jest
wieksza niz 115, co konczy dowod.

Przyktad 4

Ostrostup prawidtowy tréjkatny o polu podstawy S przecieto ptaszczyzna przechodzaca
przez srodki krawedzi bocznych. Wyznaczymy pole otrzymanego przekroju.

Rozwigzanie

Wykonajmy rysunek z odpowiednimi oznaczeniami.

D

B

Wiemy, ze punkty K, L, M s3 srodkami krawedzi bocznych ostrostupa. Z twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika, ze kazdy z odcinkow K L, LM, KM jest



rownolegty odpowiednio do odcinkéw AB, BC, AC oraz 4L = % = % = . Stad

whniosek, ze trojkaty K LM i ABC' s3 podobne (cecha bok, bok, bok), skala podobienstwa

Pxiv k2 _ 1

k= % Wiemy, ze pola figur podobnych s3 w stosunku &2, Prre I »stad

Py =15

Stownik
przekréj

figura plaska bedgca czescia wspolng trojwymiarowej bryty i ptaszczyzny przecinajgcej te
bryte.



Aplet

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszym apletem GeoGebry. Zauwaz, jak zmienia sie ksztatt przekroju
ostrostupa prawidtowego tréjkatnego wyznaczonego przez ptaszczyzne prostopadta do
ptaszczyzny podstawy. Przesuwaj w tym celu punktem FE.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DwvfFdd{fD

Polecenie 2

Skorzystaj z powyzszego apletu GeoGebry i ustaw punkt E tak, aby wierzchotek przekroju G
pokryt sie punktem D. Oblicz pole otrzymanego przekroju, gdy krawedzZ podstawy ostrostupa
ma dtugosc 6 a wysokos$¢ ostrostupa ma dtugosc 8.

Polecenie 3

Skorzystaj z powyzszego apletu GeoGebry i ustaw punkt E tak, aby CE : CL = 1 : 3. Oblicz
pole otrzymanego przekroju, gdy pole postawy wynosi 36\/5, a wysokos$¢ ostrostupa 15.



https://zpe.gov.pl/a/DwvfFddfD

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Cwiczenie 2 @)

Przyjrzyj sie rysunkowi i uzupetnij zdania. Przeciggnij odpowiednie stowa lub kliknij w luki, aby
wyswietli¢ liste i wybraé prawidtowa odpowiedz.

D

a
B 2
Ostrostup prawidtowy trojkatny przecieto przechodzacy przezi dwéch
krawedzi podstawy i krawedzi bocznej. Powstaty przekréj to trojkat

rownoboczny ’ ‘ Srodek ’ ‘ ptaszczyzna ’ ‘ srodki ’




Cwiczenie 3

Pole przekroju przedstawionego na rysunku wynosi:

D

a2/
O 5

a2/3
O 5

O azg/g



Cwiczenie 4

Ostrostup prawidtowy tréjkatny o objetosci V' przecieto ptaszczyzng réwnolegta do jego
podstawy, dzielgc wysokosé w stosunku 1 : 3 liczac od wierzchotka. Wéwczas:

(O Objetosci otrzymanych bryt pozostaja w stosunku 1 : 3
(O Objetos¢ mniejszej z bryt wynosi 12
(O Objetos¢ mniejszej z bryt wynosi 614

() Objetos¢ mniejszej z bryt wynosi

N
3



Cwiczenie 5 O

Przekréj ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ptaszczyzna zawierajacg wysokosc¢ Sciany
bocznej i wysokos$¢ podstawy ma pole 15\/§ , wysokosc¢ ostrostupa ma dtugosé 5. Objetosé
ostrostupa wynosi:

65v/3

80v/3

60

o o O O

60v/3



Cwiczenie 6

Przekréj ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ptaszczyzng zawierajaca wysokosci sgsiednich
$cian bocznych jest tréjkatem rownobocznym o polu S\/§ . Objetos$¢ ostrostupa wynosi:

85V'S
3

85v2S
3

o O O

Sv3S
4

35v28
O
Cwiczenie 7 @

Dany jest ostrostup prawidtowy trojkatny o krawedzi podstawy dtugosci 10 i objetosci 75\/5.
Oblicz pole przekroju tego ostrostupa ptaszczyzng zawierajacg wysokosé podstawy oraz
wierzchotek ostrostupa.

Cwiczenie 8 @

Ostrostup prawidtowy tréjkatny przecieto ptaszczyzng przechodzacg przez krawedz podstawy
dtugosci a i Srodek wysokosci ostrostupa. Ptaszczyzna ta jest nachylona do ptaszczyzny
podstawy pod katem a. Oblicz objetosc¢ i pole powierzchni bocznej ostrostupa.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Biernacka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przekroje ostrostupa prawidlowego tréjkatnego

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Tresci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) wyznacza przekroje szeScianu i ostrostupow prawidlowych oraz oblicza ich pola, takze
z wykorzystaniem trygonometrii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wskazuje rozne rodzaje przekrojow ostrostupa prawidlowego trojkatnego,
o wyznacza przekroj ostrostupa prawidtowego trojkatnego zgodnie z poleceniem,
 oblicza pole przekroju ostrostupa prawidlowego trojkatnego.

Strategie nauczania:



« konstruktywizm

» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

« analiza pomystow,

e pokaz,

o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» przyklady bryt z przekrojami ostrostupa prawidtowego trojkatnego,

komputery z dostepem do internetu,
projektor multimedialny.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

Zaciekawienie ucznia przekrojami ostrostupow prawidtowych trojkatnych.

Pokazanie bryly bez przekrojow (czysta bryta) i odpowiedz na pytanie, co to znaczy
przekroj bryty, jaki ksztatt moga miec te przekroje. Burza mozgow.

Po przeanalizowaniu pomystow uczniow, pokazanie bryly z wyznaczonymi przekrojami.

Faza realizacyjna:

Przedstawienie apletu GeoGebry, w ktorym pokazana jest wizualizacja roznych
przekrojow ostrostupa.

Podziatl klasy na grupy. Uczniowie w grupach omawiajg, jak policzy¢ pola otrzymanych
przekrojow. Analizujg poszczeg6lne przekroje, ktore sg zawarte w sekcji Przeczytaj.
Analiza pomystow poszczegolnych grup.

Uczniowie takze w grupach analizujg przyktady zadan, w ktorych wykorzystujemy
przekroje. Wspolnie wyjasniajg sposob ich rozwigzania.

Rozwigzanie ¢wiczen z serii sprawd?z sie, ktore pokaza poziom zrozumienia
zagadnienia (1-4).

Faza podsumowujaca:

Podsumowane tematu lekcji. Omowienie ewentualnych problemoéw powstatych podczas

rozwiazywania ¢wiczen interaktywnych.



Praca domowa:

Rozwigzanie ¢wiczen nr 5i 6.
Materialy pomocnicze:
Ostrostup i jego wlasnosci
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel wykorzystuje aplet do pokazania przekrojow ostrostupow, co wptywa na
ksztaltowanie wyobrazni przestrzennejuczniow.

Aplet moze by¢ rowniez wykorzystany podczas realizacji lekcji ,,Ostrostup i jego elementy”.
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