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Rozmieszczenia kul

Zrédto: Klara Kulikova, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tym materiale pokazemy, jak budowa¢ modele kombinatoryczne w zadaniach
dotyczacych rozmieszczen.

Do zliczania wszystkich sposobow rozmieszczenia, ktore spetniaja warunki okreslone
w treSci zadania bedziemy stosowac poznane reguly kombinatoryczne, m.in. regule
wigczen i wytaczen.

Twoje cele

» Nauczysz si¢, jak rozwigzywac¢ zadania dotyczace rozmieszczen nierozroznialnych
przedmiotéw w parami roznych pojemnikach,

» Bedziesz doskonali¢ umiejetnosci dotyczace modelowania matematycznego
w doswiadczeniach polegajacych na rozmieszczaniu jednakowych przedmiotow
w parami roznych pojemnikach, a takze na rozmieszczaniu parami roznych
przedmiotoéw w jednakowych pojemnikach,

» Wykorzystujac poznane wczesniej reguly kombinatoryczne nauczysz sie obliczag, ile

jest rozmieszczen spetniajacych okreslone warunki.



Przeczytaj

Ponizej prezentujemy omowienie przykladowych zadan dotyczacych rozmieszczen.

Z zasady ilustracjg dla omawianego typu problemu jest rozmieszczanie kul w pojemnikach.
Nalezy mie¢ na uwadze, ze zadanie dotyczgce rozmieszczen moze by¢ tez sformutowane
w innym kontekscie - kluczowa jest wtedy umiejetnos¢ przeprowadzenia analizy tresci
zadania tak, aby rozpoznac typ rozpatrywanego w nim rozmieszczenia.

Zaczynamy od problemow odwotujacych sie do doswiadczen polegajacych na
rozmieszczaniu parami roznych obiektow (np. ponumerowanych kul) w parami réznych
pojemnikach (np. réznigcych si¢ kolorem).

Przyktad 1

Rozmieszczamy 7 kul ponumerowanych od 1 do 7 w czterech pojemnikach: biatym,
niebieskim, czerwonym oraz zielonym. Obliczymy, ile jest sposobéw rozmieszczenia tych
kul tak, aby spetniony byt warunek:

a) w zielonym pojemniku znajdg si¢ doktadnie 3 kule,

b) pojemnik bialy bedzie pusty,

c) pojemnik biaty bedzie pusty lub pojemnik niebieski bedzie pusty,

d) w kazdym pojemniku bedzie co najmniej 1 kula.

Rozwigzanie
Oznaczmy:

e przez k; — kule z numerem ¢, gdziet = 1,2, 3,4,5,6,7,

przez b - pojemnik biaty,

przez n - pojemnik niebieski,

przez cz — pojemnik czerwony,

przez z — pojemnik zielony.

Zauwazmy, ze rozpatrywane doSwiadczenie mozemy opisa¢ w nastepujacy sposob:
kazdejkuli ze zbioru {k1, ko, k3, k4, k5, k¢, k7} przypisujemy doktadnie jeden

z pojemnikow ze zbioru {b, n, cz, z}, do ktérego ta kula zostata wrzucona.

Wynika stad, ze kazdy wynik rozpatrywanego rozmieszczenia kul mozemy zapisac jako
siedmioelementowy ciag (ki, ko, k3, k4, k5, kg, k7), w ktorym k; € {b, n, cz, z}, dla
1=1,2,3,4,5,6,7 (zatem wszystkich wynikow rozpatrywanego rozmieszczenia kul jest
47 = 16384).

a) W zielonym pojemniku znajdg si¢ doktadnie 3 kule wtedy i tylko wtedy, gdy w ciggu
(k1, ko, k3, k4, ks, k¢, k7) na doktadnie 3 miejscach wystgpi element z.




Poniewaz takie 3 miejsca w ciggu wybierzemy z 7 dostepnych na tyle sposobow, ile jest 3

7
—elementowych kombinacji zbioru 7-elementowego, czyli ( 3) = 35, akazdemu

z pozostalych 4 wyrazéw ciagu przypiszemy jeden z trzech pojemnikéw b, n, cz na
3% = 81 sposobow, wiec korzystajac z reguly mnozenia obliczamy, ze wszystkich

7
mozliwosci jest w tym przypadku (3> - 3* = 3581 = 2835.

Uwaga. Gdybysmy dodatkowo zazyczyli sobie, zeby w zielonym pojemniku znalazty sie
konkretne 3 kule, np. te z numerami 1, 2 oraz 3, to mozliwosci rozmieszczenia kul bytoby,
oczywiscie, 3* = 81.

b) Pojemnik biaty bedzie pusty wtedy i tylko wtedy, gdy w ciagu (k1, ks, k3, k4, ks, ke, k7)
nie wystapi element b, czyli gdy kazdemu z wyrazéw tego ciggu przypiszemy jeden

z elementow trzyelementowego zbioru {n, cz, z}. Wynika stad, ze w tym przypadku jest
37 = 2187 mozliwosci.

¢) Oznaczmy:

o przez A - zbior wszystkich rozmieszczen, w ktorych pojemnik biaty bedzie pusty,
o przez B - zbior wszystkich rozmieszczen, w ktorych pojemnik niebieski bedzie

pusty.

Mamy obliczy¢ | A U B| - liczbe takich rozmieszczen, ze pojemnik biaty bedzie pusty lub
pojemnik niebieski bedzie pusty.

7 obliczen przeprowadzonych w poprzednim podpunkcie wiemy, ze |A| = 37 = 2187.
Rozumujgc podobnie obliczymy, ze |B| = 37 = 2187.

Ponadto, oba pojemniki: bialy oraz niebieski beda puste wtedy i tylko wtedy, gdy w ciggu
(k1, ko, k3, k4, ks, k¢, k7) nie wystapi zaden z elementow b, n, czyli gdy kazdemu

z wyrazow tego ciggu przypiszemy jeden z elementow dwuelementowego zbioru {cz, z}.
Zatem |[AN B| = 27 = 128,

Wobec tego
|JAUB| = |A|+|B| — |[ANB| =37+ 3" —27 = 2. 2187 — 128 = 4246.

d) Zauwazmy, ze wszystkie rozmieszczenia (a jest ich ogotem 47) mozemy podzieli¢ na
dwie rozigczne grupy:

grupa pierwsza - takie rozmieszczenia, ze w kazdym pojemniku bedzie co najmniejjedna
kula (ich liczbe mamy wyznaczyc¢),

grupa druga - takie rozmieszczenia, ze co najmniejjeden z czterech pojemnikow bedzie
pusty.

Oznaczmy:
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o przez A - zbior wszystkich rozmieszczen, w ktorych pojemnik biaty bedzie pusty,
o przez B - zbior wszystkich rozmieszczen, w ktorych pojemnik niebieski bedzie

pusty,
o przez C - zbidr wszystkich rozmieszczen, w ktérych pojemnik czerwony bedzie

pusty,
o przez D - zbior wszystkich rozmieszczen, w ktorych pojemnik zielony bedzie pusty.

Woweczas liczbe elementéw drugiej grupy opiszemy jako |A U BU C U D|, a wiec
szukana liczba elementow pierwszej grupy jest rowna
4" - |JAUBUCUD|.

Na podstawie spostrzezen poczynionych wczes$niej obliczamy, Ze:

[A] = |B| = |C| = |D| = 3", awiec |A| + |B| + |C| + |D| = 4- 37,
IANB|=|ANC|=|AND|=|BNC|=|BND|=|CnD|=2"awiec
|ANB|+|ANC|+|AND|+|BNC|+|BND|+|CND|l=6-27.

Zauwazamy ponadto, ze:

* jest tylko jedna mozliwo$¢ rozmieszczenia kul w przypadku, gdy doktadnie 3
pojemniki sa puste, skad
I ANBNC|=|ANnBND|=|ANCND|=|BNnCND|=1,awiec
|JANBNC|+|ANBND|+|ANnCND|+|BNCND|=4-1,

 nie jest mozliwe, zeby rozmiescic¢ kule tak, aby kazdy z 4 pojemnikow byt pusty, co
oznacza, ze [ANBNCND|=0.

Zatem, korzystajac z reguly wigczen i wytgczen, otrzymujemy, ze
|JAUBUCUD| =4-3"-6-2"4+4-1=8748 — 768 + 4 = 7984.
Stad 4" — |[AUBUC U D| = 16384 — 7984 = 8400.

Wobec tego otrzymujemy, ze jest 8400 takich rozmieszczen rozpatrywanych kul, ze
w kazdym pojemniku bedzie co najmniej 1 kula.

Uwaga. Rozwigzanie zadania w podpunktu d) mozna przeprowadzi¢ rozpatrujac
roztgczne przypadki ze wzgledu na rozktad liczby kul w pojemnikach.

Jesli chcemy rozmiesci¢ 7 ponumerowanych kul w 4 réznych pojemnikach tak, aby
w kazdym z nich znalazta si¢ co najmniej 1 kula, to mozliwe s3 trzy nastepujace
przypadki:

(1) w jednym z pojemnikow znajdg sie 4 kule (taki pojemnik wybierzemy na 4 sposoby,

7
a kule, ktore w nim umiescimy - na ( 4> = 35 sposobow), a w kazdym z pozostatych 3

pojemnikow bedzie po 1 kuli (te 3 kule rozmieScimy w trzech pozostatych pojemnikach
na 3! = 6 sposobow); korzystajac z reguly mnozenia obliczamy, ze w tym przypadku jest
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4. (Z) -3!'=4-.35-6 = 840 mozliwosci,

(2) w jednym z pojemnikow znajdg sie 3 kule (taki pojemnik wybierzemy na 4 sposoby,

7
a kule, ktore w nim umieScimy - na ( 3) = 35 sposobow), w innym znajda si¢ 2 kule (taki

4
pojemnik wybierzemy na 3 sposoby, a kule, ktore w nim umies$cimy - na ( 2) =6

sposobow), a w kazdym z pozostatych 2 pojemnikoéw bedzie po 1 kuli (te 2 kule
rozmiescimy w dwoch pozostalych pojemnikach na 2 sposoby); korzystajac z reguty
mnozenia obliczamy, ze w tym przypadku jest

7 4
4 - (3> -3 <2> +2=4-35-3-6-2 = 5040 mozliwosci,
(3) w jednym z pojemnikow znajdzie si¢ 1 kula (taki pojemnik wybierzemy na 4 sposoby,
a kule, ktorg w nim umies$cimy - na 7 sposobow), a w kazdym z pozostatych 3 pojemnikow
bedg po 2 kule (te 6 kul rozmieScimy w trzech pozostalych pojemnikach na

6 4
< 2) . ( 2> = 15 6 = 90 sposobow); korzystajac z reguty mnozenia obliczamy, ze w tym

1
przypadku jest4 - 7 - <g> - (2) =4-7-15-6 = 2520 mozliwosci.

Korzystajgc z reguty dodawania, obliczamy, ze jest 840 + 5040 + 2520 = 8400 takich
rozmieszczen rozpatrywanych kul, ze w kazdym pojemniku bedzie co najmniej 1 kula.

Przyktad 2

Rozmieszczamy 7 kul, ponumerowanych od 1 do 7, w siedmiu pojemnikach,
ponumerowanych od 1 do 7. Obliczymy, ile jest sposobow rozmieszczenia tych kul tak,
aby:

a) doktadnie 4 pojemniki pozostaly puste,

b) doktadnie 2 pojemniki pozostatly puste.

Rozwigzanie
a) Zauwazmy, ze:
» 4 pojemniki, w ktorych nie znajdzie si¢ zadna kula wybierzemy sposrod wszystkich
siedmiu na tyle sposobow, ile jest 4-elementowych kombinaciji zbioru 7-
(7
elementowego, czyli 1) = 35,

o w kazdym z pozostatych trzech pojemnikéw musimy rozmiesci¢ po co najmniej 1 kuli
sposrod wszystkich 7 dostepnych; rozumujgc podobnie, jak w poprzednim
przyktadzie i stosujgc regute wiaczen i wytaczen obliczamy, ze jest
37 — 327 + 3 = 1806 wszystkich takich rozmieszczen.
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Wobec tego, na podstawie reguly mnozenia obliczamy, ze jest

7
(4) . (37 —3-2"+ 3) = 35 - 1806 = 63210 rozmieszczen, ktore spelniajg warunki

zadania.
b) Rozwigzanie przedstawimy dwoma sposobami.
I sposdb:
Zauwazmy, ze:
e 2 pojemniki, w ktorych nie znajdzie si¢ zadna kula wybierzemy sposrod wszystkich
siedmiu na tyle sposobow, ile jest 2-elementowych kombinaciji zbioru 7-
(7
elementowego, czyli <2) = 21,

e w kazdym z pozostatych pieciu pojemnikéw musimy rozmiesci¢ po co najmniej 1 kuli
sposrod wszystkich 7 dostepnych; stosujac regute wigczen i wytgczen obliczamy, ze
jest 5" —5-47 41037 — 10 - 27 + 5 = 16800 wszystkich takich rozmieszczen.

Wobec tego, na podstawie reguly mnozenia obliczamy, ze jest

7
(2) (5" —5-47+10-3" —10-27 + 5) = 21 - 16800 = 352800 rozmieszczen, ktore

spetniajg warunki zadania.
IT sposoéb:

Dwa pojemniki, w ktorych nie znajdzie si¢ zadna kula wybierzemy spos$rod wszystkich
siedmiu na tyle sposobow, ile jest 2-elementowych kombinaciji zbioru 7-elementowego,

czyli <;> = 21

Zauwazmy, ze rozmieszczenie 7 kul w 5 pojemnikach zgodnie z warunkami zadania
mozliwe jest w nastepujacych dwoch roztacznych przypadkach:
(1) w jednym z pojemnikow znajdg si¢ 3 kule (ten pojemnik wybierzemy na 5 sposobow,

7
a kule - na 5) = 35 sposobow), a w pozostatych 4 pojemnikach rozmiescimy po 1 kuli

(co mozna zrobi¢ na 4! = 24 sposoby); w tym przypadku jest wiec

5 - <;> -4l =5 - 35 - 24 = 4200 mozliwych rozmieszczen,

5
(2) w dwoch pojemnikach znajdg sie po 2 kule (te pojemniki wybierzemy na < 2) =10

5
2
aw pozostatych 3 pojemnikach rozmie$cimy po 1 kuli (co mozna zrobi¢ na 3! = 6

7
sposobow, a kule rozmie$cimy w nich na (2> . ( ) = 21-10 = 210 sposobdéw),
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5 7 5
sposobow); w tym przypadku jest wiec (2) . (2) . (2) -3!=10-21-10-6 = 12600

mozliwych rozmieszczen.

Na podstawie reguty mnozenia oraz reguly dodawania obliczamy, ze jest

@ ' (5' @ il (Z) ' @ ' (2) ‘3’) — 21 - (4200 + 12600) = 352800

rozmieszczen, ktore spetniajg warunki zadania
Przyktad 3

Mamy do dyspozyciji 15 zetonoéw, ponumerowanych od 1 do 15. Rozdzielamy te zetony
losowo miedzy trzy osoby: Marka, Jarka i Darka tak, zeby kazdy z nich dostat 5 zetonow.
Obliczymy, ile jest mozliwosci rozdzielenia zetonow w taki sposob, aby u kazdego

z chlopcow suma numerow zapisanych na otrzymanych zetonach byta parzysta.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze chlopiec otrzyma 5 zetonow, na ktorych sa zapisane numery dajgce

w sumie liczbe parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy dostanie parzystg liczbe zetonow

z numerem nieparzystym. Poniewaz wszystkich zetonéw z numerem nieparzystym jest 8,
wiec sg dwa rozitaczne przypadki podziatu zetonow, spetniajgce powyzszy warunek:

(1) jeden z chtopcow otrzyma 5 zetondow z numerami parzystymi (czyli nie otrzyma
zadnego zetonu z numerem nieparzystym), a pozostali dwaj otrzymajg po 4 zetony

z numerami nieparzystymi i po 1 zetonie z numerem parzystym,

(2) jeden z chtopcow otrzyma 4 zetony z numerami nieparzystymi i 1 zeton z numerem
parzystym, a pozostali dwaj otrzymajg po 2 zetony z numerami nieparzystymi i po 3
zetony z numerami parzystymi.

Obliczamy liczbe mozliwosci rozdzielenia zetonéw w przypadku (1):

» na J sposoby wybierzemy chlopca, ktory otrzyma 5 zetondow z numerami parzystymi

7
i wybierzemy dla niego te 5 Zzeton6éw z 7 dostepnych na (5) = 21 sposobow, co daje

ogotem 3 - 21 = 63 mozliwosci,
e drugiemu z chtopcow przydzielimy 4 zetony z numerami nieparzystymi (z
8
dostepnych 8) na ( 4) = 70 sposobow i jeden zeton z numerem parzystym (sposrod
pozostatych do wyboru 2) na 2 sposoby, co daje ogétem 70 - 2 = 140 mozliwosci,

« dla trzeciego chlopca zostaly 4 zetony z numerami nieparzystymi i 1 zeton
Z numerem parzystym.

Podsumowujac: w pierwszym przypadku liczba mozliwo$ci przydziatu zetonow jest
rowna 63 - 140 = 8820.
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Obliczamy liczbe mozliwosci rozdzielenia zetonow w przypadku (2):
e na 3 sposoby wybierzemy chtopca, ktory otrzyma 4 zetony z numerami
nieparzystymi i jeden zeton z numerem parzystym. Wybierzemy dla niego zetony

8
z numerem nieparzystym (4 zetony z 8 dostepnych) na ( 4> = 70 sposobow i jeden

zeton z numerem parzystym (z 7 dostepnych) na 7 sposobow, co daje ogotem
3-70-7= 1470 mozliwosci,
e drugiemu z chlopcow przydzielimy 2 zetony z numerami nieparzystymi (z

4
dostepnych 4) na ( 2> = 6 sposobow i trzy zetony z numerem parzystym (sposrod
6
pozostatych do wyboru 6) na ( 3) = 20 sposobodw, co daje ogétem 6 - 20 = 120
mozliwosci,
 dla trzeciego chtopca zostaly 2 zetony z numerami nieparzystymi i 3 zetony

Z numerami parzystymi.

Podsumowujac: w przypadku (2) liczba mozliwo$ci przydziatu zetonow jest rowna
1470 - 120 = 176400.

Ostatecznie obliczamy (korzystajac z reguty dodawania ), ze wszystkich mozliwosci
rozdzielenia zetonow zgodnie z warunkami zadania jest 8820 + 176400 = 185220.

W kolejnych przyktadach pokazujemy, jak rozwigzywac zadania dotyczace rozmieszczania
nieodroznialnych obiektoéw (np. jednakowych kul) w parami réoznych pojemnikach.

Przyktad 4

Obliczymy, na ile sposobow mozemy rozmiescic¢ 8 jednakowych kul w trzech pudetkach:
biatym, niebieskim i zielonym.

Rozwigzanie

Poniewaz tym razem kule sg jednakowe, wiec dwa rozmieszczenia uznamy za rozne,
jezeli odrozniajg si¢ one rozkltadem liczby kul w poszczegolnych pojemnikach.

Aby ustali¢, ile jest wszystkich takich rozktadow liczby kul wprowadzmy oznaczenia:

e 1 - liczba kul, ktére zostaly umieszczone w bialym pudetku,
e xo - liczba kul, ktore zostaly umieszczone w niebieskim pudetku,
e x3 - liczba kul, ktore zostaly umieszczone w zielonym pudetku.

Zauwazmy, ze z warunkow zadania otrzymujemy nastepujace zaleznosci:

e 1 >0,
e 1+ 22+ x3 = 8.
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Korzystajac z twierdzenia o liczbie rozwigzan rownania z; +xs + ... +z, = k
otrzymujemy, ze rozwigzan rownania

x1 + x9 + 3 = 8 (w przypadku otrzymanego réwnania przyjmujemyn = 3i k = 8)
w liczbach nieujemnych x1, 2, 3 jest

SEEREE

Oznacza to, ze jest 45 sposobow, na ktore mozemy rozmiescic¢ 8 jednakowych kul
w trzech pudetkach: biatym, niebieskim i zielonym.

Uwaga. Innym pomystem na rozwigzanie tego zadania jest rozpatrzenie 10 rozigcznych
przypadkow ze wzgledu na mozliwe rozktady liczby kul w pojemnikach. Przy zatozone;j
liczbie 8 kul rozmieszczanych w 3 pudetkach przypadki takich rozktadow sg
nastepujgce:

(1) [8,0, 0] - w tym przypadku sg 3 sposoby rozmieszczenia kul (tyle jest mozliwo$ci
wyboru pudetka, do ktérego wrzucimy 8 kul),

2) [7,1,0] - w tym przypadku jest 3! = 6 sposoboéw rozmieszczenia kul,

3)[6,2,0
4)16,1,1

(
( ] - w tym przypadku jest 3! = 6 sposobéw rozmieszczenia kul,
( ] - w tym przypadku sg 3 sposoby rozmieszczenia kul,
(5) [5, 3, 0] - w tym przypadku jest 3! = 6 sposoboéw rozmieszczenia kul,
(6) [5,2, 1] - w tym przypadku jest 3! = 6 sposoboéw rozmieszczenia kul,
(7) [4, 4, 0] - w tym przypadku sa 3 sposoby rozmieszczenia kul,
(8) [4, 3, 1] - w tym przypadku jest 3! = 6 sposoboéw rozmieszczenia kul,
(9) [4, 2, 2] - w tym przypadku sa 3 sposoby rozmieszczenia kul,
(

10) [3, 3, 2] - w tym przypadku sg 3 sposoby rozmieszczenia kul.

Ogotem otrzymujemy wiec 5 - 6 + 5 - 3 = 30 4 15 = 45 sposobow rozmieszczenia 8
jednakowych kul w trzech pudetkach: biatym, niebieskim i zielonym.

Przyktad 5

Rozmieszczamy 10 jednakowych kul w czterech pudetkach: biatym, niebieskim,
czerwonym i zielonym. Obliczymy, na ile sposobow mozemy je rozmiescic tak, aby
spetniony byt warunek:

a) w kazdym pudetku znajdzie si¢ co najmniejjedna kula,

b) doktadnie jedno pudetko pozostanie puste.

Rozwigzanie

Mamy do rozmieszczenia jednakowe kule w roznych pojemnikach - pozostaje ustali¢, ile
jest roznych rozktadow liczby kul w poszczegolnych pojemnikach.

a) Poniewaz w kazdym z pudetek ma znaleZ¢ si¢ co najmniejjedna kula, wiec
wprowadzimy takie oznaczenia liczby kul w pojemnikach, ktore spetnig ten warunek.
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Przyjmijmy, ze:

e x1 + 1, gdzie z; > 0 - liczba kul, ktore zostaly umieszczone w bialym pudetku,

e x5+ 1, gdzie zo > 0 - liczba kul, ktore zostaly umieszczone w niebieskim pudetku,
e x3+ 1, gdzie z3 > 0 - liczba kul, ktore zostaly umieszczone w czerwonym pudelku,
e x4+ 1, gdzie x4 > 0 - liczba kul, ktore zostaly umieszczone w zielonym pudetku.

Poniewaz do rozmieszczenia mamy 10 jednakowych kul, wigc otrzymujemy nastepujaca
zalezno$c¢

(1 +1)+ (x2+ 1)+ (z3+ 1) + (24 + 1) = 10,

skad dostajemy, Ze liczby nieujemne 1, 2, 3, T4 Spelniajg rownanie
£U1+$2+£U3+$4:6.

Korzystajac z twierdzenia o liczbie rozwigzan rownaniaz; +z2 + ... + =, = k(w
przypadku otrzymanego rownania przyjmujemy n = 4 oraz k = 6) otrzymujemy, ze sa

6+4—1 9
< * 6 > = < 6> = 84 takie rozmieszczenia, ze w kazdym pudetku znajdzie si¢ co

najmniej jedna kula.

b) Zat6zmy bez straty ogolnosci, ze puste bedzie pudetko biate (i od razu zauwazmy, ze
zamieniajgc kolor pustego pudelka z bialego na kazdy z pozostatych trzech kolorow
dostaniemy za kazdym razem te sama liczbe rozmieszczen).

Aby zapewnic¢ sobie rozmieszczenie, w ktorym kazde z pozostatych pudelek nie bedzie
puste wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

e 21+ 1, gdzie z; > 0 - liczba kul, ktore zostaly umieszczone w niebieskim pudetku,
e Iy + 1, gdzie 5 > 0 - liczba kul, ktore zostaly umieszczone w czerwonym pudetku,
e x3+ 1, gdziexs > 0 - liczba kul, ktore zostalty umieszczone w zielonym pudetku.

Poniewaz do rozmieszczenia mamy 10 jednakowych kul, wigc otrzymujemy nastepujaca
zaleznos¢

($1+1)—|—(.’L’2+1)+($3+1)=10,

skad dostajemy, ze liczby nieujemne z, 2, £3 speiniajg rOwnanie

1+ X9 + X3 = 7.

Korzystajac z twierdzenia o liczbie rozwigzan réwnaniaz; + 3 + ... +x, = k
(w ktérym przyjmujemy n = 3 oraz k = 7) otrzymujemy, ze w tym przypadku jest

<7 * 3 a 1> = (3) = 36 mozliwych rozmieszczen.

9
Oznacza to, ze ogotem jest 4 - (7> = 4 - 36 = 144 takich rozmieszczen, ze jedno

pudetko pozostanie puste.
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Ostatni przyklad jest prezentacjg metody rozwigzywania zadan, w ktorych parami rézne
obiekty (np. ponumerowane kule) rozmieszczamy w nieodroznialnych pojemnikach (np.
takich samych pudetkach).

Przyktad 6

a) Mamy do dyspozycji 9 kul, ponumerowanych od 1 do 9. Rozmieszczamy te kule

w trzech takich samych biatych pudetkach.

Obliczymy, ile jest mozliwosci rozdzielenia kul w taki sposob, aby w kazdym pudetku
znalazty si¢ 3 kule.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jezeli pudetka ponumerujemy od 1 do 3, to mozemy rozmieszczanie kul
roztozy¢ na 3 etapy:

9
(1) wybieramy 3 kule sposrod wszystkich 9 (co mozemy zrobi¢ na < 3> = 84 sposoby)
i umieszczamy je w pudetku numer 1,
6
(2) z pozostatych 6 kul wybieramy 3 (co mozemy zrobi¢ na ( 3) = 20 sposobow)

i umieszczamy je w pudetku numer 2,
(3) pozostate 3 kule umieszczamy w pudetku numer 3.

Wynika stad, ze rozpatrywana liczba rozmieszczen w trzech pudetkach, ktore

6) = 84 - 20 = 1680.

9
odrozniliSmy numerami, jest rowna (3) : (3

Przy ustalonym rozmieszczeniu kul opisanym powyzej zamiana trojki numerow
zapisanych na pudelkach (zauwazmy, ze réznych ponumerowan tych trzech pudetek jest
3! = 6) opisuje juz inne rozmieszczenie. Jednakze pudetka, w ktérych rozmieszczamy
kule s3 jednakowe, zatem kazde rozmieszczenie opisane w tresci zadania w wyniku
numerowania (odrézniania) pudetek jest liczone dokiadnie 6 razy. Wynika stad, ze jest
9\ (6
<3> ' <3> _ 1680
3! 6

w trzech takich samych biatych pudetkach w taki sposob, aby w kazdym pudetku

znalazty sie 3 kule.

= 280 wszystkich rozmieszczen 9 kul, ponumerowanych od 1 do 9,

Uwaga. Problem z powyzszego przyktadu warto sformutowac¢ nastepujgco.

Ile jest sposobow podziatu 9-elementowego zbioru X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} na3
podzbiory 3-elementowe?

Jezeli zalozymy, ze w wyniku podziatu zbioru X otrzymali$my trzy podzbiory: A, B oraz
C, to podziat ten jest dla nas zbiorem { A, B, C'}, ktérego elementami sg opisane
podzbiory.

Jezeli natomiast elementy do tych podzbioréw bedziemy przydzielali kolejno: najpierw 3




elementy ze zbioru X przydzielimy do zbioru A, nastepnie z pozostatych 6 wybierzemy 3

elementy do zbioru B, a ostatnie 3 elementy przydzielimy do zbioru C (co, jak

9 6
pokazaliSmy powyzej, mozna zrobi¢ na ( 3) . ( 3) = 84 - 20 = 1680 sposobow), to
podziat otrzymany w ten sposéb opiszemy jako uporzadkowang trojke (A, B, C), ktora
jest 3-elementowa permutacjg zbioru {A, B, C'}.
Poniewaz jest 3! = 6 takich permutacji, wiec wszystkich permutacji (4, B, C) jest 6 razy
wiecej, niz podziatéow {A, B, C'}.
Oznacza to, ze jest % = 280 podziatow 9-elementowego zbioru

X =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} na 3 podzbiory 3-elementowe.

b) Mamy do dyspozycji 9 kul, ponumerowanych od 1 do 9. Rozmieszczamy te kule

w czterech takich samych biatych pudetkach.

Obliczymy, ile jest mozliwosci rozdzielenia kul w taki sposob, aby w jednym pudetku
znalazty si¢ 3 kule, a w pozostatych trzech pudetkach znalazly si¢ po 2 kule.

Rozwigzanie

Jedli rozwazymy wszystkie podziaty 9-elementowego zbioru X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
na 4 podzbiory, przy czym jeden z nich ma by¢ 3-elementowy (oznaczymy go jako A),
natomiast pozostale trzy (oznaczone jako B, C oraz D) majg by¢ 2-elementowe, to tych
podzialow jest tyle, ile zbioréw postaci { A, {B, C, D}}.

Rozumujgc podobnie jak to jest zapisane w Uwadze do poprzedniego podpunktu,

&) G) _ o

9
obliczymy, ze jest ( 3> T = — = 1260 mozliwosci podziatu zbioru 9-

elementowego na cztery podzbiory, z ktorych jeden jest 3—elementowy, a pozostate dwa
sa 2-elementowe.

Wobec tego jest 1260 mozliwosci rozmieszczenia 9 kul ponumerowanych od 1 do 9
w czterech takich samych biatych pudetkach w taki sposob, aby w jednym pudetku

znalazty si¢ 3 kule, a w kazdym z pozostatych trzech pudetek znalazty si¢ po 2 kule.

Stownik

permutacja zbioru n-elementowego

kazdy cigg utworzony ze wszystkich elementow zbioru n-elementowego
k-elementowa kombinacja zbioru n-elementowego

kazdy k-elementowy podzbior zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n, nazywamy k-
elementowg kombinacja tego zbioru n-elementowego

liczba wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego
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liczba wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n
, jest rowna

<’I’L> o n! _ n(n—=1)-....(n—k+1)
P Rl ) 12k

reguta mnozenia

liczba wszystkich mozliwych wynikow doSwiadczenia polegajagcego na wykonaniu po
kolei n czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ sie na jeden z k; sposobow, druga
- na jeden z ks sposobdw, trzecia - na jeden z ks sposobow i tak dalej do n-tej czynnosci,
ktora moze zakonczy¢ si¢ na jeden z k,, sposobow, jest réwna

ki-ky-... kg

reguta dodawania

jezeli zbiory Ay, A,, ..., A, sa parami roztgczne, to liczba elementow zbioru
A;UA,U...U A, jest réwna sumie liczb elementéw kazdego ze zbiorow

Ay, Ay Ay
Ay UAs U ... UA,| = AL+ |As| + ...+ |4,
reguta wiaczen i wytaczen
dla dowolnych zbioréw skonczonych Ay, A,, ..., A, prawdziwa jest rownos¢
Ay UAs U ... UA,| = |AL| + |Ag|+. .. +]A,]+
—(|[A1 N Ag| + A1 N A+ .. +HA N A+ . A, 1N A+
—(JA1 N Ay N Ag| + |[A1 N Ay N Ay|+. .. +|A s N A1 N AL+
o (=D)AL N AN DA,
twierdzenie o liczbie rozwiazan rownaniaxz; + 2 + ...+, = k
liczba wszystkich rozwigzan rownania
r1+axe+...+z, =k

w nieujemnych liczbach catkowitych z1, zo, ..., x,, gdzie n oraz k to ustalone dodatnie
liczby catkowite, jest rowna
k+n-—1
i .



Test samosprawdzajacy

Polecenie 1

Rozwigz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Test

6

Rozmieszczenia

Sprawdzisz swoja wiedze dotyczaca:

liczby wynikéw w doswiadczeniu polegajacym na
rozmieszczaniu parami réznych kul w parami
réznych pojemnikach,

liczby wynikéw w doswiadczeniu polegajacym na
rozmieszczaniu jednakowych kul w parami
réznych pojemnikach,,

liczby wynikéw w doswiadczeniu polegajacym na
rozmieszczaniu parami réznych kul

w jednakowych pojemnikach,

liczby wynikéw w doswiadczeniu polegajacym na
rozmieszczaniu ponumerowanych kul w parami
réznych pojemnikach tak, zeby numery kul
spetniaty ustalony warunek.

Liczba pytan: Limit czasu: Twoj ostatni

. wynik:
30 min "

‘ Uruchom ’




Polecenie 2

Utz po jednym zadaniu dotyczacym dos$wiadczenia polegajacego na:

e rozmieszczaniu parami roznych kul w parami réznych pojemnikach,

e rozmieszczaniu jednakowych kul w parami réznych pojemnikach,

e rozmieszczaniu parami réznych kul w jednakowych pojemnikach,

e rozmieszczaniu ponumerowanych kul w parami réznych pojemnikach tak, zeby numery
kul spetniaty ustalony warunek.

Zredaguj petne rozwigzanie wraz ze wszystkimi istotnymi uzasadnieniami. Zapisz odpowiedz,
podajac wynik jako liczbe naturalna.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

W Rajdzie Swietokrzyskim bierze udziat grupa 12 oséb z tej samej szkoty, przy czym 9 oséb
jest z klasy III a, natomiast trzech chtopcéw: Szymon, Kamil oraz Michat to uczniowie klasy
III b.

Na nocleg w schronisku nalezy te grupe zakwaterowac w czterech trzyosobowych pokojach.
Na ile sposobéw mozna to zrobié tak, aby Szymon, Kamil oraz Michat byli zakwaterowani

w tym samym pokoju?

Odpowiedz:

Cwiczenie 2 ¢

Dziesieciu ucznidéw klasy I a dzielimy na 4 grupy: Biatg, Czerwong, Niebieska oraz Zielona.
lle jest mozliwych sposobow takiego podziatu, aby w grupie Biatej znalazty sie 4 osoby
i w grupie Czerwonej znalazty sie 3 osoby?

() 4200
O 25200
O 33600

() 8400




Cwiczenie 3

Przy stole, na ktérym lezy 18 takich samych cukierkéw, siedzi piecioro dzieci: Aniela, Hela,
Zosia, Jagna i Ignas. Dzieci planuja rozdzieli¢ miedzy siebie wszystkie cukierki ze stotu tak,
zeby dwie najstarsze dziewczynki, Aniela oraz Hela, dostaty po co najmniej 3 cukierki, a kazde
z trojki pozostatych dzieci - po co najmniej 2 cukierki.

Oznaczmy przez n liczbe wszystkich takich podziatow cukierkéw. Wynika stad, ze

(] 210 <n <630

() n <2100

) n>210

(] 630 <n <2100

Cwiczenie 4

Kazdego sposrod 7 dziataczy Samorzadu Szkolnego nalezy przydzieli¢ do pracy w doktadnie
jednej z 3 komisji: Komisji Nauki, Komisji Kultury oraz Komisji Sportu.

Oblicz, naile sposobéw mozna przydzieli¢ dziataczy do komisji tak, aby w kazdej z nich
pracowaty co najmniej 2 osoby.

O 1260

O 630

O 270

O 210

Cwiczenie 5



Cwiczenie 6

Bartek ma w swojej kolekcji 11 modeli samochodéw, z ktérych kazde dwa to modele réznych
marek. Planuje on rozstawic¢ te modele w zawieszonej nad jego biurkiem szafce z trzema
potkami.

Oznaczmy:

- przez a: liczbe wszystkich takich rozstawien, w ktérych na gérnej pétce Bartek postawi
doktadnie 2 modele,

- przez b: liczbe wszystkich takich rozstawien, w ktérych na srodkowej pétce Bartek postawi
doktadnie 3 modele,

- przez c: liczbe wszystkich takich rozstawien, w ktérych na dolnej pétce Bartek postawi
doktadnie 4 modele,

- przez d: liczbe wszystkich takich rozstawien, w ktérych na kazdej potce Bartek postawi co
najmniej 3 modele.

Dopasuj do siebie pary rownych liczb.

b+a 90530
d+c 104610
a-+d 84480
c+b 70400

Cwiczenie 7

Mamy do dyspozycji 12 zetonéw, oznaczonych liczbami: 1, 2, 3,4, 7, 8,9, 11, 13, 14, 18, 20.
Rozdzielamy te zetony miedzy trzy dziewczynki: Ale, Ole i Ule.

Oznaczmy przez z liczbe wszystkich mozliwosci rozdzielenia tych zetonéw w nastepujacy
sposob: kazda dziewczynka dostanie 4 zetony z takimi numerami, ktérych suma kwadratéow
jest podzielna przez 3.

Wynika stad, ze:

(] 70<2<210

() 210 < 2 < 420

() 2<420

(] 2>70



Cwiczenie 8 @

Na stole lezy 7 banknotéw o nominatach: 5 euro, 10 euro, 20 euro, 50 euro, 100 euro, 200
euro oraz 500 euro.

Oblicz, na ile sposobéw mozna rozmiescic¢ te banknoty w trzech jednakowych kopertach tak,
aby w kazdej kopercie znalazt sie co najmniej jeden banknot.

Zakoduj w kratkach ponizej kolejno cyfry: setek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku

Odpowiedz: ’ ‘ ’ ‘




Dla nauczyciela

Autor: Karol Nowakowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozmieszczenia kul

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Cele ksztatcenia - wymagania ogdlne:

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemoéw praktycznych
i teoretycznych.

IV. Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentéw uzasadniajacych
poprawnos$¢ rozumowania, odréznianie dowodu od przyktadu.

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, rowniez w sytuacjach
nietypowych.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe:

XlI. Kombinatoryka. Zakres podstawowy. Uczen:

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
Zakres rozszerzony 1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajacych okreslone kryteria,

z wykorzystaniem reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzordéw na liczbe: permutacji,
kombinacji i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajacych rozwazenia ztozonego modelu
zliczania elementoéw;

Zakres rozszerzony 2) stosuje wspoétczynnik dwumianowy (symbol Newtona) i jego wtasnosci
przy rozwigzywaniu problemoéw kombinatorycznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje obywatelskie;

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:



Uczen:

e rozwiazuje zadania dotyczgce rozmieszczen nierozroznialnych przedmiotéw w parami
roznych pojemnikach,

» wykorzystuje poznane wczesniej reguty kombinatorycznych do obliczanie ile jest
rozmieszczen spetniajgcych okreslone warunki.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e sztuka teatralna;
o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
pracaw grupach,;
praca calego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat zaje¢: ,Rozmieszczenia kul” i prosi, by na jego
podstawie uczniowie sformulowali cel lekcji oraz kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z trescig sekcji ,Przeczytaj’, a nastepnie metodg kot
i mysz rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne w sekciji ,Sprawdz sie”. Mysz stara si¢ jak
najlepiej rozwigza¢ zadania, a kot sprawdza ich poprawno$¢. Po dwoch nieudanych
probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role uczniow
odwracajg si¢ i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢ powtarza.

2. Uczniowie indywidulanie rozwigzuja test samosprawdzajacy



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:

e Regula mnozenia - wprowadzenie

» Reguta mnozenia - jak wyznaczy¢ ilo$¢ obiektow spelniajgcych okreslone warunki
» Modele kombinatoryczne z rozbijaniem na pary

» Dwumian Newtona - zadania ze ztozonymi warunkami

Wskazowki metodyczne:

Testy samosprawdzajace mozna wykorzystac jako materiat powtorzeniowy przed
sprawdzianem.
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