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W e-materiale Bledy obliczen numerycznych poznaliSmy najwazniejsze informacije
dotyczace bledow obliczen.

W tym e-materiale przyjrzymy si¢ tym zagadnieniom w jezyku C++.

Ciekawi cig, jak wygladajg omawiane problemy w innych jezykach programowania? Mozesz
sie z nimi zapozna¢ w dwoch pozostalych e-materiatach z tej serii:

o Bledy obliczen numerycznych w jezyku Java,
e Bledy obliczen numerycznych w jezyku Python.

Wiecejzadan? Bledy obliczen numerycznych - zadania maturalne.
Twoje cele

o Powtorzysz wiadomosci dotyczace btedow wzglednych i bezwzglednych oraz ich
obliczania.

» Zaimplementujesz program, ktory metoda siecznych wyznaczy pierwiastek dla
zadanej funkcij.

» Wykonasz ¢wiczenia sprawdzajace twoja wiedze dotyczgcg btedow obliczen.
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Film samouczek

Wazne!

Metoda siecznych stuzy do wyznaczenia przyblizonej wartosci pierwiastka funkcji f
w badanym przedziale [a, b]. W algorytmie metody siecznych cyklicznie wyznacza sie
wartos$ci funkeji w kolejnych punktach x; oraz x». Nastepnie prowadzi si¢ sieczng
(prostg taczaca wartosci w punktach) taczacg wartosci funkcji w punktach z; oraz x».
Punkt przecigcia siecznejz osiag OX to punkt z. Jesli dokladno$¢ wyniku jest
odpowiednia, punkt ten jest miejscem zerowym. Jesli chcemy uzyska¢ doktadniejszy
wynik, zapisujemy do punktu x» wartos¢ 1, a do punktu x; wartos¢ xy. Wykonujemy
kolejne powtorzenie omawianych krokéw az do uzyskania odpowiednio doktadnego
wyniku.

Wz6r na obliczenie xg:

Ty = T] — f(wl) ' f(;i; : :;?@)

Aby zastosowac¢ metode siecznych, funkcja musi:

e by¢ ciagla,
 byc¢ okreslona,
» nakoncach zadanych przedziatow przyjmowac rozne znaki.

Metoda siecznych nalezy do metod numerycznych oraz okresla przyblizong warto$¢
pierwiastka funkcji, obarczona jest zatem potencjalnymi bledami obliczen
numerycznych.




Problem 1

Napisz program, ktéry metoda siecznych wyznaczy pierwiastek x dla zadanej funkcji.
Przyjmij, ze pierwiastek wyznaczany jest dla przedziatu z poczatkiem w punkcie
punktStartowy oraz z koncem w punkcie punktKoncowy, a takze kolejnych, coraz
mniejszych przedziatéw, az do spetnienia warunkow:

e |punktStartowy - punktKoncowy | <epsilon
e | flxg)| <epsilon@
gdzie zmienne epsilon i epsilon® okreslajg doktadnos¢ wyznaczania pierwiastka.

Za poczatek kazdego nowego przedziatu (przechowywanego w zmiennej punktStartowy)
przyjmujemy punkt koncowy poprzedniego przedziatu, a za koniec (przechowywany
w zmiennej punktKoncowy) ostatni wyznaczony pierwiastek funkcji.

Swoj program przetestuj dla funkcji f (z) = 22 — 2, wartosci zmiennych epsilon oraz
epsilon® rownych odpowiednio 0,01 i 0,0001, a takze przedziatu liczbowego [ 1, 1,5 .

Specyfikacja:

Dane:
e punktStartowy - poczatek badanego przedziatu; liczba rzeczywista
e punktKoncowy - koniec badanego przedziatu; liczba rzeczywista
e epsilon - doktadnos$¢ wyznaczania pierwiastka; liczba rzeczywista

e epsilon® - doktadnos$¢ poréwnania wartosci funkcji dla wytypowanego pierwiastka
z zerem; liczba rzeczywista

Wynik:

Program na standardowym wyjsciu zwraca wyznaczony metodg siecznych pierwiastek x
zadanej funkcji.



#include <iostream>
#include <cmath>
using namespace std;

// Miejsce na wprowadzenie kodu
int main() |

double punktStartowy = 1;
double punktKoncowy = 1.5;
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10 double epsilon = 6.01;
11 double epsilon® = 0.0007;
2 // Miejsce na wprowadzenie kodu
13 }
1
Polecenie 1

Poréwnaj swoje rozwiazanie z filmem przedstawiajgcym przyktadowga implementacje
algorytmu wyznaczania pierwiastka funkcji za pomocg metody siecznych w jezyku C++.
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numerycznych

Implementacja algorytmu wyznaczania pierwiastka przy pomocy metody siecznych w C++

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIG6LLgS7TI9NX

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.

Film przedstawiajacy prezentacje dotyczgacg metod numerycznych oraz implementacji
algorytmu pierwiastka kwadratowego.

Polecenie 2

Opracuj notatke podsumowujacg najwazniejsze informacje przedstawione w filmie.



file:///preview/resource/R1G6LLgS719NX

Przeczytaj

Zaokraglanie liczby rzeczywistej w granicy btedu wzglednego

Sprobujemy stworzy¢ program obliczajgcy kolejne zaokraglenia podanejliczby, za kazdym
razem do mniejszej liczby miejsc po przecinku. Warunkiem zakonczenia operacji bedzie
przekroczenie ustalonej wartosci btedu wzglednego. W ten sposob otrzymamy najwigksze
mozliwe zaokraglenie przy ustalonych warunkach. Takie rozwigzanie jest pozadane

w sytuacji, gdy operujemy mniej doktadnymi liczbami, jednak chcemy zminimalizowac¢ btad
do ustalonego stopnia.

Specyfikacja:
Dane:

o X —wartos$¢ przekazana do zaokraglenia przez uzytkownika; liczba rzeczywista
z przedziatu (0, 1), posiadajgca 7 cyfr po przecinku

e bladKrytyczny - wartos¢ btedu wzglednego, po ktorej osiggnieciu proces
zaokraglania zostanie przerwany; liczba rzeczywista z przedziatu (0, 100)

Wynik:
Program na standardowym wyjSciu wypisuje wyznaczone zaokraglenie podanejliczby.

Rozwazmy prog bltedu wzglednego rowny 2%. Liczba 0,511 moze zosta¢ zaokraglona do 0,51
- przez co uzyskamy blad wzgledny 0,1957%.

0,511 — 0,51
0,511

Wazne!

x 100% = ger x 100% = 0,001957 x 100% = 0,1957%

Zaokraglilismy wynik dzielenia.

Liczbe 0,51 mozemy dalej zaokragli¢ do 0,5, co w stosunku do oryginalnej wartosci daje nam
blad 2,153%, ktory przekracza wartos¢ krytyczna. Z czego wynika, ze zaokraglenie
mieszczace sie w ustalonym bledzie wzglednym wynosi 0,51.

051051 o 100% = 281 & 100% = 0,02153 x 100% = 2,153%
0,511 0,511

Dobierzmy odpowiednie biblioteki. Wykorzystamy podstawowe operacje matematyczne, jak
zaokraglanie i wyliczanie wartosci bezwzglednej, dlatego niezbedna bedzie biblioteka
<cmath>. Bedziemy pracowac na niewielkich liczbach z przedziatu (0, 1) majacych siedem
cyfr po przecinku. Wyniki nalezy wyswietla¢ z odpowiednia precyzjg, do czego postuzy


javascript:void(0);

nam funkcja setprecision z biblioteki <iomanip>. Peiny zbior bibliotek wyglada
nastepujgco:

#include <iostream>
#include <cmath>
#include <iomanip>

Skorzystamy réwniez z przestrzeni nazw std.

using namespace std;

Kolejnym krokiem jest napisanie funkcji odpowiedzialnejza zaokraglanie podanejliczby.
Bedzie ona zawiera¢ dwa argumenty. Jeden to wspomniana liczba, drugi - wartos¢
okreslajaca, do ilu miejsc po przecinku bedziemy zaokragla¢. Wykorzystamy funkcje pow
podnoszaca wartos¢ do podanej potegi. Jako wyktadnik postuzy nam pozadana liczba cyfr
po przecinku po operacji zaokraglenia. Jezeli chcemy uzyskac jedna cyfre po przecinku,
wowczas niezbedne jest pomnozenie pierwotnej warto$ci przez 101, Po przeprowadzeniu
tego mnozenia, zaokraglamy otrzymang liczbe, a nastepnie dzielimy jg przez 10%. Rezultatem
tej operacji bedzie gotowa, zaokraglona liczba z jedng cyfra po przecinku.

double zaokraglenie(double liczba, int poPrzecinku) {
return round(liczba*(pow(10, poPrzecinku)))/(pow(10, poPrzecink

Zadeklarujmy teraz niezbedne zmienne. Nalezg do nich opisane w specyfikacji X oraz
bladKrytyczny, a takze:

o xZaokraglony - zaokraglona liczba,
e bladBezwzgledny - wyliczona wartos¢ btedu bezwzglednego,
e bladWzgledny - wyliczona warto$¢ btedu wzglednego.

int main() {
double x, xzZaokraglony, bladKrytyczny, bladBezwzgledny, bladw

Zmienne x oraz bladKrytyczny pobierzemy od uzytkownika. Pami¢tajmy o warunkach,
ktore powinna spetnic liczba przekazana do zaokraglenia — ma to byc¢ liczba rzeczywista
z przedziatu (0, 1), posiadajgca 7 cyfr po przecinku.



int main() {
double x, xZaokraglony, bladKrytyczny, bladBezwzgledny, bladw

cout << "Podaj wartos$¢ liczby do zaokragglenia z przedziatu (C
cin >> x;

cout << endl << "Podaj krytyczng wartos¢ bitedu: ";
cin >> bladKrytyczny;

cout << endl;

Po pobraniu niezbednych informaciji, mozemy przejs¢ do zaokraglania liczby. Caty proces
zrealizujemy za pomoca petli for. W kazdym kolejnym wykonaniu petli zaokraglona liczba
bedzie miata jedna cyfre po przecinku mniej. Aby tego dokonac, jako drugi argument
funkcji zaokraglenie wykorzystamy wartoS¢ 7 - i. Nastepnie obliczymy wartosci btedu
bezwzglednego i wzglednego. Przydatna bedzie tu funkcja fabs zwracajaca wartos¢
bezwzgledna liczby.

for(int i=1; i<=7; i++) {
xZaokraglony = zaokraglenie(x, 7-1);
bladBezwzgledny = fabs(x-xZaokraglony);
bladwWzgledny = (bladBezwzgledny/x)*100;

Wecigz jednak brakuje nam warunku zatrzymania petli w zwigzku z przekroczeniem
ustalonej wartosci btedu. Zrealizujemy go za pomoca instrukcji if. Pamietajmy, ze na koncu
dziatania programu wypisana ma zosta¢ ostatnia warto$¢ zaokraglenia, dla ktorejnie
przekroczono warunku krytycznego. Dlatego w wypadku speinienia warunku petli
nadpiszemy aktualng wartos¢ zaokraglenia poprzednig wartoscia.

for (int i=1; i<=7; i++) {
xZaokraglony = zaokraglenie(x, 7-1i);
bladBezwzgledny = fabs(x-xZaokraglony);
bladwWwzgledny = (bladBezwzgledny/x)*100;

if (bladwzgledny > bladKrytyczny) {
xZaokraglony = zaokraglenie(x, 8-1);
break;



Teraz pozostaje juz wytacznie wypisa¢ koncowy wynik, pamietajac o wymogu odpowiedniej
precyzji. Caly program prezentuje si¢ nastepujaco:

#include <iostream>
#include <cmath>
#include <iomanip>
using namespace std;

double zaokraglenie(double liczba, int poPrzecinku) {
return round(liczba*(pow(10,poPrzecinku)))/(pow(10, poPrzecink

int main() {
double x, xzZaokraglony, bladKrytyczny, bladBezwzgledny, bladw

cout << "Podaj wartos$¢ liczby do zaokrgaglenia z przedziatu (C
cin >> x;

cout << endl << "Podaj krytyczng wartosc bitedu: ";

cin >> bladKrytyczny;

cout << endl;

for (int i=1; i<=7; i++) {
xZaokraglony = zaokraglenie(x, 7-1);
bladBezwzgledny = fabs(x-xZaokraglony);
bladWwzgledny = (bladBezwzgledny/x)*100;

if (bladwzgledny > bladKrytyczny) {

xZaokraglony = zaokraglenie(x, 8-1i);
break;

cout << setprecision(8) << "Ustalona wartos$¢ biedu zostata pr

return 0,

Dla danych z oméwionego wczesniej przyktadu (x wynoszace 0,511, bladKrytyczny
rowny 2%) otrzymujemy wynik 0.51, czyli taki, jakiego si¢ spodziewaliSmy.



Dla danych: x rowne 0,1234567, bladKrytyczny wynoszacy 3%, otrzymujemy wynik 0,12 -
jest to zaokraglenie z bledem wzglednym wynoszgcym okoto 2.7%. GdybySmy liczbe
zaokraglili do 0,1, prog bledu zostalby przekroczony.

Stownik
btad bezwzgledny

wyraza bezwzgledng roéznice pomiedzy wartoscig zmierzong a doktadna; obliczamy go
zgodnie ze wzorem:

Az = |z — x|

gdzie x to doktadna warto$¢, x¢ oznacza zmierzong warto$¢, a Az - blad bezwzgledny
btad wzgledny

informuje, o ile procent rézni si¢ warto$¢ zmierzona od doktadnej; obliczamy go zgodnie
ze Wzorem:

|z — g

A
§ = .100% = =2 . 100%

Z T

gdzie x to doktadna warto$¢, xo oznacza zmierzong warto$¢, Az - btad bezwzgledny,
a za pomoca § okreslamy btad wzgledny




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @



Cwiczenie 1 O

Napisz program zaokraglajacy podang liczbe x tak, aby btad wzgledny nie przekroczyt ustalonej
wartosci krytycznej bladKrytyczny.

Przetestuj dziatanie programu zaokraglajac liczbe 0,054256, dopdki btad wzgledny nie
przekroczy wartosci 5%.

Specyfikacja:
Dane:
e X - zaokraglana wartos¢; liczba rzeczywista z przedziatu [0, 1]
e bladKrytyczny - wartos$¢ krytyczna; liczba rzeczywista z przedziatu [0, 100]
Wynik:
Program zwraca na standardowe wyjscie zaokraglong liczbe.

Twoje zadania

1. Program ma zaokraglac¢ podang liczbe, dopdki btgd wzgledny nie przekroczy ustalonej
wartosci.






Cwiczenie 2 O

Korzystajac ze zdefiniowanej w programie state) PTERWIASTEK_Z_2, sprawdz,

z doktadnoscia do ilu miejsc po przecinku nalezy wypisac jej przyblizenie, aby btad wzgledny
miedzy wartoscig pierwotng a przyblizong wynosit mniej niz 0,01%. Wypisz wyznaczong liczbe
cyfr.

Przyktad:

Btad wzgledny miedzy przyblizeniem pierwiastka z liczby 2 do dwéch cyfr po przecinku
a wartoscig 1,41421356237 wynosi:

1,41421356237 — 1,41
1,41421356237

-100% = 0,29794385247%

Potrzeba zatem przyblizenia do dwéch cyfr po przecinku, aby btad wzgledny wynidst mniej niz
0,3%.

Twoje zadania

1. Program sprawdza, ile cyfr po przecinku potrzeba, aby btad wzgledny pomiedzy
wartoscia statej PTIERWIASTEK_Z _2 wynosit mnigj niz 0,01%.






Cwiczenie 3 @

Liczba Eulera moze by¢ zdefiniowana przez sume nastepujgcego szeregu:
(0.0}
1 1 1 1
=2 ottt
n—=

Sprawdz, dla jakiego n btad wzgledny wyznaczonego przyblizenia liczby e bedzie mniejszy niz
0,0000005. Jako wartos¢ doktadng przyjmij stata matematyczng M_E. Wypisz minimalng
wartosé n.

Twoje zadania

1. Program sprawdza, ile wyrazow szeregu trzeba zsumowad, aby otrzymac podstawe
logarytmu naturalnego na poziomie btedu wzglednego 0,0000005.







Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Bledy obliczen numerycznych w jezyku C++

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

7) wyjasnia, jakie moze byc¢ zrodto btedow pojawiajacych sie w obliczeniach
komputerowych: btagd zaokraglenia, btad przyblizenia;

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) sprawnie postuguje sie zintegrowanym srodowiskiem programistycznym przy
pisaniu, uruchamianiu i testowaniu programow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;



» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

o Powtoérzysz wiadomosci dotyczace btedow wzglednych i bezwzglednych oraz ich
obliczania.

» Zaimplementujesz program, ktory metodg siecznych wyznaczy pierwiastek dla zadanej
funkciji.

» Wykonasz ¢wiczenia sprawdzajace twojg wiedze dotyczacg bledoéw obliczen.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

e praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

o oprogramowanie dla jezyka C++, w tym kompilator GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersji)
i Code::Blocks 16.01 (lub nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub
Microsoft Visual Studio.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zajeé. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiat
»Btedy obliczen numerycznych w jezyku C++". Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie
sie z treSciami w sekcji ,,Przeczytaj” dotyczgcymi programowania.



Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla uczniom temat, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z uczestnikami
zaje¢ kryteria sukcesu.

2. Rozpoznanie wiedzy ucznidéw. Nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ich
aktualnego stanu wiedzy w obszarze poruszanego tematu, opartego o programowanie.

Faza realizacyjna:

1. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawarto$c¢ sekciji ,Film samouczek”.
Uczniowie rozwiazujq problem nr 1. Nastepnie wykonujg polecenie nr 1.

2. Praca z tekstem. Odnoszac si¢ do treSci zawartejw sekcji ,,Przeczytaj’, uczniowie
przygotowujg mape mysli podsumowujacq najwazniejsze informacije.

3. Cwiczenie umiejetnosci. W kolejnym etapie uczniowie dobieraja sie w pary i wykonuja
¢wiczenia 1-3 z sekcji ,,Sprawdz sig”.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel ponownie wysSwietla na tablicy temat i cele lekcji zawarte w sekciji
~Wprowadzenie” W kontekscie ich realizacji nastepuje omoéwienie ewentualnych
problemow z rozwigzaniem ¢wiczenia z sekcji ,,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia z programowania w jezyku C++, zwracajgc uwage
na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja polecenie nr 2 z sekcji ,Film samouczek”.
Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka C++.

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla kompilatora GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersii).

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania Code::Blocks 16.01 (lub
nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub Microsoft Visual Studio.

Wskazowki metodyczne:

o Tresci w sekcji ,Film samouczek” mozna wykorzysta¢ jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.



