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Zrédto: Alex King, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Jesli w zbiorze danych obiektow okreslone sg jakiekolwiek dziatania na tych obiektach, to
rzadzg si¢ one pewnymi ustalonymi prawami. Wiadomo, ze w zbiorze liczb rzeczywistych
mnozenie jest dziataniem przemiennym (tzn. iloczyn nie zalezy od kolejnosci czynnikow:
a-b=">-a),ale odejmowanie przemienne juz nie jest (wynik zalezy od kolejnosci wzietych
do odejmowania liczb: 1 — 2 = —1 # 1 = 2 — 1). Dzialania zdefiniowane w zbiorze
wektorow rowniez podlegaja pewnym prawom, ktorym w tym rozdziale przyjrzymy si¢
nieco blizej.

Twoje cele

o Wykorzystasz wiasno$ci dodawania wektorow.
o Wykorzystasz wlasno$ci mnozenia wektora przez liczbe.



Przeczytaj

Poznate$ juz niektore dzialania, ktore mozna wykonywac¢ na wektorach: dodawanie,
odejmowanie oraz mnozenie wektora przez liczbe. Znasz rowniez niektore wiasnosci tych
dziatan wspomniane w poprzednich lekcjach. Ponizej omoéwimy je bardziej szczegotowo.

Wtasnosci dodawania wektorow

Dla dowolnych wektorow 7, 7, W zachodzg nastepujgce rownosci:

LU+ 7T =0 +1 (przemiennoéé dodawania wektorow)
2. <7 + 7) +W =7+ (7 + ﬁ) (facznos¢ dodawania wektorow)
3.4 + ﬁ S (wektor zerowy jest elementem neutralnym dodawania wektorow)
47+(—7)
Dowdd

: — . = : . A=
Ad 1) Rozwazmy wektory « i v'. Wybierzmy punkty A i B, tak aby AB = « oraz punkt D,
—
dla ktérego AD =
Aby udowodni¢, ze dodawanie wektorow jest przemienne mozna postuzyc sie
rownolegtobokiem. Rozwazmy réwnoleglobok ABC'D - punkt C jest brakujacym

—
wierzchotkiem rownolegloboku. Z wlasnosci rownolegloboku wynika, ze DC' = i
—
BC =

Z definicji sumy wektorow otrzymujemy rownosci:

AC=AB+BC =74 + 7
AC=AD+DC =7+
Stad W + v = v + u

Ad 2) Podobnie jak wyzej wezmy dowolne wektory 7, viwi

— — —
AB=74,BC=7v,CD=1.

Woéweczas na podstawie definicji sumy wektorow otrzymujemy:
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(7+7)+E>

— = — - : ;
AD:AB+BD:AB+<BC+C’D) =7+(7+ﬁ)

AD = AC +CD = (Aé+3é> +CD

Stad (7+7)+$:7+(7+$)

Ad 3) Dla dowodu rownosci trzeciej wystarczy zauwazyc¢, ze poczatek i koniec wektora
zerowego znajduja si¢ w tym samym punkcie, zatem po zastosowaniu reguty tancucha
widzimy, ze koniec drugiego wektora (zerowego) pokrywa si¢ z koncem pierwszego

— g . .=
wektora u, zatem suma wektoréow u i 0 jest rowna wektorowi w

Ad. 4) Przypomnijmy, ze wektor przeciwny do danego wektora  ma ten sam kierunek
i dlugosc¢, co wektor o . Wektor & i wektor do niego przeciwny roznig si¢ jedynie
Y- — _ paA . =y
zwrotem, zatem jesli w = AB,to —u = BA. Po przylozeniu poczatku wektora BA do
— —
konca wektora AB, koniec wektora BA znajduje sie w punkcie A, czyli w punkcie

. . H 7 H . H .
przylozenia wektora AB. Zatem suma wektoréw AB i BA jest wektorem zerowym.

Witasnosci mnozenia wektora przez liczbe

Nietrudno tez uzasadni¢ nastepujace witasnosci:

1. Dla dowolnych liczb a, b i dowolnego wektora W zachodzi réwno$é a (bﬁ) = (ab)ﬂ>

(facznos¢ iloczynu, gcznos¢ mnozenia wektora przez liczbe)

2. Dla dowolnejliczby a i dowolnych wektorow W i ¥ zachodzi réwnosé
a (7 + 7) —au +av (rozdzielnos¢ iloczynu wzgledem sumy wektorow,
rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania)

3. Dla dowolnych liczb a, b i dowolnego wektora o zachodzi réwnosé

(a+ b)ﬂ> —ad +bu (rozdzielno$¢ iloczynu wzgledem sumy liczb)

Dowdd

Ad 1) Jesli ktoras z liczb a lub b jest zerem albo 0 jest wektorem zerowym, to po obu
stronach rownania otrzymujemy wektor zerowy, czyli rownosc jest prawdziwa. Zat6zmy

%
wiec, ze a,b # 01 U # 0. Pokazemy, ze obie strony sa wektorami o takich samych
kierunkach, zwrotach i dtugosciach, a wiec sg wektorami rownymi.

JeSlia > 0ib > 0, to z definicji iloczynu wektora przez liczb¢ wynika, ze  ma taki sam

kierunek i zwrot jak bu.7 tego samego powodu b ma taki sam kierunek i zwrot jak
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a (bﬂ)) ,czylia (67) ma taki sam kierunek i zwrot jak .

Poniewaz a b > 0, to rowniez (ab)ﬂ> ma taki sam kierunek i zwrot jak u . Ponownie
z definicji iloczynu wektora przez liczbe wynika, ze dlugos¢ wektora b jest rowna

|b] - ‘%‘ za$ dlugos¢ wektora a(bﬁ) jest rowna |a - ‘bﬂ>
o (8%)] = tal- ] = ol - 7]
7 kolei dtugo$¢ wektora (ab) W jest rowna |ab) - ‘7‘ Z wlasno$ci warto$ci bezwzgledne;j

Wynlkaze‘ (bu)‘—|a\ ‘ ‘—|ab\ H ‘—‘ab) ‘

, czyli

Analogicznie dowodzimy réwnos$ci w przypadkach, gdyab < O oraza < 0ib < 0.

Dowod podpunktow 2) i 3) pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Stownik
przemiennos¢ dodawania wektoréw

wiasnos¢ dodawania wektorow orzekajgca, ze kolejnos¢ sktadnikéw sumowania nie ma
znaczenia

tacznosé dodawania wektoréw

—
7 7 . ’ . . 7 % %
wiasnos¢ dodawania wektoréw orzekajgca, ze dla dowolnych wektoréw a', b, ¢

zachodzi<a+b> _> % (b+ )

tacznosé mnozenia wektora przez liczbe

wiasno$¢ mnozenia wektora przez liczbe, ktora orzeka, ze dla dowolnych liczb

rzeczywistych a, b i dowolnego wektora ¢ zachodzi (ab) ¢ =a (b?)

rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania

wiasnos¢ mnozenia wektorow przez liczbe, ktora orzeka, ze dla dowolnych liczb

rzeczywistych a, b i dowolnych wektorow 7,? zachodzg nastepujgce rownosci
i wlasno$¢ mnozenia wektorow przez liczbe, ktora orzeka, ze dla dowolnych liczb

rzeczywistych a, b i dowolnych wektorow 7,7 zachodzg nastepujgce rownosci
(a—l—b)ﬁzaﬁ—l—bﬁia(ﬁ—i—?) —ad +av




Infografika

Polecenie 1

Przeanalizuj ponizsza infografike dotyczacg wtasnosci dziatan na wektorach, a nastepnie

rozwiaz zadanie.

Polecenie 2
Potacz w pary wektory réwne.

— = —
2 (AB + C’D) +4AB

— —
sAB+ 5 AB

po|—

AB+BC+CA

—
6<%AB)

e — - —
AB+4<AB+CD) + 3AB

= =
1(24B-4CD

2AB — (Bfi +2 <Aé + Cb))

o — = oy
2(AB — 3(CD — AB)) +10CD

— —  —
5CD — 3 (C’D — 2AB>



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

AB+ BC = AC
— —
(kl)AB = k[ 1AB

— — — —>
k| AB+CD | =kAB+ kCD

— @ — =
AB+BA =0

(k+1)AB = kAB + IAB

\ \ \

AB+CD = CD + AB

— o
AB+0=AB

Potacz w pary réwnosci z ich opisami.

— — > >
(AB—I—CD) + EF = AB+ (C

\
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tacznosé iloczynu

Odejmowanie jako dodawanie
wektora przeciwnego

Rozdzielnos$¢ iloczynu wzgledem sumy
liczb

Element neutralny dodawania

Suma wektoréw przeciwnych

tacznos¢ dodawania

Przemienno$¢ dodawania

Rozdzielnos$¢ iloczynu wzgledem sumy
wektoréow

Reguta tréjkata



Cwiczenie 2 @
Przyporzadkuj wektory rowne wektorom z nagtéwka. Przeciggnij i upusc.
_>
U
— —  — — —
%u %u—l—u ’ —%u— %u ’
— — — — —
%u %u—l— %u %u+ %u ’
377 177 | 377 177
e —7“—7U’ U~ U
1= 177 177
—g’u — g’u, — gu ’
577 177 177, 177
— — — —
2u —2(%u + %u + %u) |
1=, 1==7, 177
U+ 3u+ Fu ’
1=
(1)
_)
—2u
Cwiczenie 3 )]

Niechﬁbedzie wektorem o dtugosci 1. Wskaz wszystkie wektory o podanej dtugosci.

Argumenty

dtugosc
wektora =1

dtugosc
wektora = 2

dtugos¢
wektora = 3

Wartosci wektora
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Cwiczenie 4

Wykonaj dziatania:

2.2 <7+7) n 3(7— 27)

b+ 4(7+7) _ 9 [7— 3(7—7)}




Cwiczenie 5 ®
Uporzadkuj ponizsze zdania tak, aby powstat dowdd prawa rozdzielnosci mnozenia

wektora przez liczbe wzgledem dodawania wektoréw, czyli dla dowolnej liczby a

i dowolnych wektoréwﬁi?zachodzi a(ﬁ—i—?) = aﬁ—i— a??

o o o v
a(u + V)
u+ 7
av
at + av
u
au

Poniewaiﬂ)H aﬂ)i?H av, wiec (7%—7) | (a7—|— av ). Ponadto
(7+7) [ a(7+7).
Z obu powyzszych warunkow wynika, ze (aﬁ—k a?) I a(ﬁ—l—??. a
Pozostato pokazaé, ze oba wektory majg te samg dtugosc. =
Najpierw pokazemy, ze lewa i prawa strona réwnania sg wektorami o tym samym .
kierunku. M
W drugiej kolejnosci pokazemy, ze zwroty wektoréw znajdujacych sie po obu .

stronach réwnosci sg takie same.

Przypadek I: a > 0. WektoryE)i aﬁmaja ten sam kierunek i zwrot. Podobnie
Wektoryii a7 Zatem wektory (a7+ a?)) i (74—7) rowniez majg ten sam

214



kierunek i zwrot (jako sumy wektorow o tej wiasnosci). Czyli wektory (a7+ aﬁ)

ia (7+?§ tez maja ten sam kierunek i zwrot.

Przypadek II: a < 0. Wektory?i aﬁmaja ten sam kierunek, ale przeciwne zwroty.

Podobnie Wektoryﬁi a7 Zatem wektory (a7—|— a?) i (74—7) rowniez maja ten

sam kierunek, ale przeciwne zwroty (jako sumy odpowiednich wektorow). Czyli v
wektory (aE)—I— a@ ia (7—%7) maja ten sam kierunek i te same zwroty.
Zauwazmy, ze tréjkaty o bokachﬁ,?iﬂ)—i—ﬁoraz o bokach aﬁ, aﬁi aﬁ—i— aﬁsa -
podobne w skali a.
Zatem po pomnozeniu przez a wektora u + v otrzymamy wektor tej samej N
dtugosci co wektor aﬁ—i— aﬁ

Cwiczenie 6 (]

Udowodnij prawo rozdzielnosci iloczynu wzgledem sumy liczb, tzn. dla dowolnych liczb

rzeczywistych a, b i dowolnego wektora  zachodzi (a+ b)ﬁz au + b,




Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze ze srodkowych tréjkata mozna zbudowac trojkat.

Wskazowka: Zauwaz, ze wystarczy wykazac, ze suma wektoréw wyznaczonych przez

srodkowe jest wektorem zerowym.

S

ST




Cwiczenie 8 @

Na ptaszczyznie dane sg punkty A, B, C, D, O przy czym zadne trzy sposréd punktéw
A, B, C, D nieleza na jednej prostej. Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi, aby powstat
dowdd, ze czworokat ABC'D jest rownolegtobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy

OA+0OC = OB + OD.

—  —>

Réwnos$¢ BA = CD zachodzi w czworokacie doktadnie wtedy, gdy jest on -
rownolegtobokiem, co konczy dowéd.
< OA — OB = OD — OC < (zamieniamy odejmowanie wektoréw na a
dodawanie wektoréw przeciwnych)
& BO + OA = CO + OD < (dodajemy wektory po kazdej ze stron réwnoéci) ¥
Przeksztatcimy rownowaznie warunek dany w zadaniu: =

—  — .
< BA=CD v
< OA + BO = OD + CO < (zamieniamy sktadniki kolejnoscia) v
OA + OC = OB + OD < (przenosimy wektory na drugg strone réwnania a

pamietajagc o zmianie znaku)



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz
Przedmiot: Matematyka

Temat: Prawa dzialan na wektorach
Grupa docelowa:
Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:
Tresci nauczania - wymagania szczegolowe:
IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:

Zakres rozszerzony 3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspotrzedne oraz dtugose,
dodaje wektory i mnozy wektor przez liczbe, oba te dzialania wykonuje zaréwno
analitycznie, jak i geometrycznie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:

o Wykorzystasz wiasnosci dodawania wektorow.
o Wykorzystasz wtasnoSci mnozenia wektora przez liczbe.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rozmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Infografika” i ¢wiczenia
interaktywne;

o dyskusja.



Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj”.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji - ,,Prawa dziatan na wektorach” i prosi uczniow

o sformulowanie celow i kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w zespotach dwuosobowych zapoznajg si¢ z tresciag polecenia nr 1

»Przeanalizuj ponizsza infografike dotyczacq wtasnosci dziatan na wektorach,
a nastepnie rozwiaz zadanie.” z sekcji ,, Infografika” i zawartym w niej materiatem.

. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym

kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu

kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje

rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

Praca domowa:



1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekc;ji (,Prawa dziatan na wektorach”).

Materialy pomocnicze:
Dodawanie i odejmowanie wektorow
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Infografika” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,,Prawa dzialan na wektorach”
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