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W tym materiale poznamy wzor pomocny
w obliczaniu prawdopodobienstwa zdarzen
w do$wiadczeniach losowych
wieloetapowych, zwany wzorem na
prawdopodobienstwo catkowite.

Wzor ten znalazt sie¢ w dziele wybitnego
francuskiego matematyka, astronoma, fizyka
i statystyka Pierra de Laplace’a Analityczna
teoria prawdopodobieristwa, wydanym w
1812 r. Ksigzka ta do konca dziewietnastego
wieku byla najpopularniejszym wyktadem
teorii prawdopodobienstwa.

Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Pierre Simon de Laplace
Posmiertny portret autorstwa Jean-Baptiste Paulin
Guerin, 1838.

Zrédto: Wikipedia.org, dostepny w internecie:
commons.wikimedia.org, domena publiczna.



Twoje cele

o Obliczysz prawdopodobienstwo zdarzenia losowego korzystajgc ze wzoru na
prawdopodobienstwo catkowite.

e Rozpoznasz zupelny ukiad zdarzen i wykorzystasz wtasnosci tego uktadu
w zadaniach.

» Dobierzesz odpowiedni model matematyczny do rozwigzania zadania
probabilistycznego z kontekstem realistycznym.



Przeczytaj

Przyktad 1

W pierwszym koszu znajdujg si¢ trzy kule zotte i dwie czarne. W drugiejurnie znajdujg
sie dwie kule zolte i znajduje si¢ osiem kul czarnych. Rzucamy kostkg do gry. Jesli
wypadnie piec¢ oczek - losujemy kule z pierwszego kosza. W przeciwnym razie losujemy
kule z drugiego kosza. Obliczymy prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarne;.

Sporzadzamy graficzny model sytuacji opisanej w zadaniu.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowano kule czarna,
B - zdarzenie polegajgce na wylosowaniu kuli z pierwszego koszyka.

Obliczymy prawdopodobienstwo za pomocg drzewa.

Skorzystamy z reguty mnozenia i dodawania dla odpowiednich gatezi.
PO=} +t -4

Obliczenia mozemy zapisa¢ symbolicznie:

P(A) = P(B) - P(A/B) + P(B’) - P(A/B)

Zapis ten doprowadza nas do wzoru na prawdopodobienstwo catkowite.

Nim sformutujemy formalnie ten wzor, przedstawimy najpierw pojecie uktadu zupelnego
zdarzen.



Definicja: Zupetny uktad zdarzen

Niech €2 bedzie dowolnym zbiorem zdarzen elementarnych. Méwimy, ze zdarzenia By,
B,, ..., B, C Qtworza zupelny uklad zdarzen wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa
warunki:

« P(B)>0,gdyic{l,23,...,n},

e B;UByU...UB, =1,

e BBNB;=0,gdyi# jorazic {1, 2, ..., n}ije {1, 2, ..., n}.

Sformutujemy teraz wzor na prawdopodobienstwo catkowite, ktory jest bardzo przydatny
w rozwiazywaniu wielu probleméow probabilistycznych.

Twierdzenie: Wzo6r na prawdopodobienstwo catkowite (zupetne)

Jezeli zdarzenia By, B, ..., B,, C () tworza zupelny uklad zdarzen, to
prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A C () wyraza sie wzorem:

P(4) = P(By) - P(4/By) + P(Bs) - P(A/B)+... +P(B,) - P(A/B,)
Przyktad 2

W kazdej z czterech szuflad znajduje si¢ dziesi¢¢ krawatow. W pierwszej sg trzy krawaty
gladkie i siedem w paski, w drugiej znajduje si¢ tyle samo krawatow gladkich co w paski.
W trzeciej szufladzie jest siedem krawatow gladkich i trzy w paski, w czwartej sg tylko
krawaty w paski. Wybieramy w sposob losowy szuflade, a nastepnie w sposob losowy
wyciggamy z tej szuflady krawat. Obliczymy prawdopodobienstwo wylosowania krawatu
gladkiego, jezeli wybor kazdej z szuflad jest jednakowo prawdopodobny.

Oznaczmy:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze wylosujemy gladki krawat,

Bs, By, Bs, By - zdarzenie polegajace na tym, ze krawat losujemy odpowiednio z 1, 2, 3
lub 4 szuflady.

Zauwazmy, ze prawdopodobienstwo kazdego ze zdarzen By, By, Bs, By jest dodatnie,
B, U By, U B3 U By = Qi zdarzenia By, By, B3, B4 parami si¢ wykluczaja.

Wynika z tego, ze zdarzenia te tworzg zupelny uktad zdarzen.

Mozemy skorzysta¢ wiec ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite.

P(A) = P(By) - P(A/B:1) + P(B;) - P(A/Bz) + P(B3) - P(A/B3)+

+P(By) - P(A/By)
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Prawdopodobienstwo wylosowania krawatu gtadkiego jest rowne +-.

Przyktad 3

Adek zawsze kupuje tylko cukierki czekoladowe lub miodowe. Na biurku Adka stata
torebka z dwoma cukierkami. Adek wrzucit do niej cukierek miodowy. Anka zauwazyta
torebke i poczestowala si¢ jednym cukierkiem. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze
Anka wyciaggnela z torebki cukierek miodowy.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na tym, ze Anka wyciagneta z torebki cukierek miodowy.

Nie wiemy jakie cukierki znajdowaty si¢ poczatkowo w torebce. Zaktadamy jednak, ze
w gre wchodza tylko cukierki czekoladowe i miodowe (bo tylko takie kupuje Adek).

Zatem musimy rozwazyc¢ trzy przypadki.

I przypadek:
Poczatkowo: Po wrzuceniu cukierka miodowego:
2 cukierki miodowe 3 cukierki miodowe

Oznaczmy:

B1 - zdarzenie polegajace na tym, ze Ada wyciggnela cukierek z torebki, w ktorej
poczatkowo byly dwa cukierki miodowe.



P(A/By) = %

II przypadek:

Poczatkowo: Po wrzuceniu cukierka miodowego:
2 cukierki czekoladowe 2 cukierki czekoladowe, 1 miodowy

Oznaczmy:
B, - zdarzenie polegajace na tym, ze Ada wyciggnela cukierek z torebki, w ktorej
poczatkowo byly dwa cukierki czekoladowe.

Wtedy:
P(B,) = 5
P(B,) = 3
III przypadek:

Poczatkowo: Po wrzuceniu cukierka miodowego:
1 cukierek czekoladowy, 1 cukierek czekoladowy,
1 miodowy 2 miodowe



Oznaczmy:
B, - zdarzenie polegajace na tym, ze Ada wyciagnela cukierek z torebki, w ktorej
poczatkowo byt jeden cukierek czekoladowy i jeden miodowy.

Wtedy:

P(B;) = 5

P(A/Bs) = %

Zauwazmy, ze prawdopodobienstwo kazdego ze zdarzen B, By, Bs jest dodatnie,
B, U By, U By = Qizdarzenia By, By, B3 sg zdarzeniami parami wykluczajgcymi sie.
Wynika z tego, ze zdarzenia te tworzg zupeiny uktad zdarzen.

Mozemy skorzysta¢ wiec ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite.

P(A) = P(By) - P(A/B1) + P(Bs) - P(A/B;) + P(B;) - P(A/Bs)

PA) =% 3+4 b+t d-8-3

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo tego, ze Anka wyciggneta z torebki cukierek miodowy jest rowne
2
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Przyktad 4
Do sklepu codziennie dostarczane s3 rano paczki z marmoladg i karmelem z trzech

cukierni A4, B, C. Procentowy udzial paczkéw z poszczegdlnych cukierni oraz udziat
paczkow z karmelem przedstawia tabela.

Cukiernia A Cukiernia B Cukiernia C
Udzial procentowy 50% 20% 30%
Paczki z karmelem 0,06 0,1 0,4

Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany paczek z porannej dostawy
bedzie z karmelem.

Korzystamy bezposrednio ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite. Potrzebne dane
odczytujemy z tabeli.

p=0,5-0,06+0,2-0,1+0,3-0,4
p=0,03+0,02+0,12 = 0,17

Odpowiedz:



Prawdopodobienstwo wyboru paczka z karmelem jest rowne 0, 17.

Przyktad 5

Z talii liczacej 52 karty losujemy dwa razy bez zwracania po jednej karcie. Obliczymy
prawdopodobienstwo tego, ze druga wylosowana karta nie jest dama.

Karta wylosowana za pierwszym razem moze by¢ damg lub nie, ale wylosowana za drugim
razem musi by¢ inng kartg niz dama.
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Korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite. Potrzebne dane odczytujemy

z rysunku.
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OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo tego, ze druga wylosowana karta nie jest damg jest rowne %

Stownik
wzor na prawdopodobienstwo catkowite

jezeli zdarzenia Bi, Bo, ..., B, C () tworza zupelny uklad zdarzen, to
prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A C () wyraza si¢ wzorem:

P(A) = P(By) - P(A/By) + P(Bs) - P(A/By)+...+P(By) - P(A/By)



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem, ktory przyblizy Ci zagadnienia zwigzane z prawdopodobienstwem
catkowitym. Postaraj sie najpierw samodzielnie rozwigzaé prezentowane tam problemy,

a nastepnie poréwnaj z zamieszczonymi w filmie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DjThGKOKL

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej prawdopodobienstwa catkowitego.

Polecenie 2

W koszyku znajduje sie 6 grzybéw w tym 2 prawdziwki. Z koszyka wyjeto 2 robaczywe grzyby.
Nastepnie losowo wyciggnieto z koszyka 1 grzyb. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wyciggniety
grzyb to prawdziwek.



https://zpe.gov.pl/a/DjThGKOKL

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Marek do szkoty jezdzi tramwajem. Z przystanku na ktéorym wsiada odjezdzajg dwa tramwaje,
ktérymi mozne dojechac do szkoty - tramwaj nr 8 i tramwaj nr 10. Marek zawsze wsiada do
tramwaiju, ktéry nadjezdza pierwszy. Tramwajem nr 8 Marek jezdzi z prawdopodobiernstwem
%, a tramwajem nr 10 z prawdopodobieristwem % Prawdopodobienstwo, ze nadjedzie
tramwaj niskopodtogowy nr 8 jest rowne % a ze nadjedzie tramwaj niskopodtogowy nr 10
jest réwne %.

Prawdopodobienstwo, ze Marek pojedzie do szkoty tramwajem niskopodtogowym jest rowne:
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Cwiczenie 2 ¢

W torebce jest piec¢ cukierkow, w tym jeden mietowy. Z torebki wyciggasz losowo po jednym
cukierku. Oblicz prawdopodobienstwo, ze uda ci sie wyciggna¢ cukierek mietowy nie pézniej
niz za trzecim razem.

Zaznacz poprawng odpowiedz.
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Cwiczenie 3

W pierwszym koszyku sg 2 kule biate i 3 czarne. W drugim koszyku jest jedna kula biata
i cztery kule czarne. Losujemy jedna kule z pierwszego koszyka i nie ogladajac jej wrzucamy do

drugiego koszyka. Nastepnie losujemy po jednej kuli z pierwszego koszyka i z drugiego
koszyka.

Oznaczmy:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze w drugim losowaniu wylosowano kule w réznych
kolorach,
By - zdarzenie polegajace na tym, Ze z kosza pierwszego do drugiego przetozono kule biatg,

B, - zdarzenie polegajace na tym, Ze z kosza pierwszego do drugiego przetozono kule czarna.
Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

() P(B2) =%

(] PA) =% -2+1.3
O PA/B)= + 444 2= G



Cwiczenie 4

W trzech pudetkach znajduja sie kule zielone i czerwone. W tabeli podano, ile poszczegdlnych

kul znajduje sie w pudetkach.

Kule Pudetko 1 Pudetko 2 Pudetko 3

Kule zielone

Kule czerwone 8 6 15

Rzucamy kostka. Jezeli wypadng cztery oczka - losujemy jedng kule z pierwszego pudetka.
Jesli wypadnie liczba oczek mniejsza niz cztery - losujemy jedng kule z drugiego pudetka. Jesli
wypadnie liczba oczek wieksza od czterech losujemy jedng kule z trzeciego pudetka.

Uzupetnij obliczenia prawdopodobienstwa wylosowania kuli czerwonej - przeciggnij

odpowiednie liczby.

_ i .6 2 _
p=%: . A =

1l [a [ ][a][n]|ls]ls

6 60 60 10 20 6 10




Cwiczenie 5

Rzucamy kostka do gry. Jezeli wypadnie parzysta liczba oczek, losujemy jedng karte z I talii.
Jezeli wypadnie nieparzysta liczba oczek, losujemy karte z II talii. W I talii znajduja sie 52
karty, a w drugiej tylko karty od 9 do asa.

Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie utamki zwykte nieskracalne.

1 18 1 2 19 3 3 20 1
104 156 5 104 156 104 4 156 4

Cwiczenie 6

Stolarnia wyrabia drewniane tralki na trzech maszynach M1, M2, M3, ktérych wydajnos¢
wynosi odpowiednio 25%, 35%, 40% catej produkcji. Maszyny te daja odpowiednio 5%, 4%,
2% brakéw. W sposdb losowy wybrano jedna tralke.

Potacz w pary opis zdarzenia i prawdopodobienstwo zajscia tego zdarzenia.

Wybrana tralka ma braki. 0,25
Woybrana tralka nie ma brakéw. 0,0345
Wybrang tralke WYprodukowano na 0,9655
maszynie M 1.
Cwiczenie 7 @

Do sklepu dostarczane sg pomidory z dwéch gospodarstw ogrodniczych. Z pierwszego
gospodarstwa pochodzi 1% wszystkich pomidoréw. Pomidory malinowe stanowiag %
wszystkich pomidoréw dostarczanych z pierwszego gospodarstwa i % pomidorow
dostarczanych z drugiego gospodarstwa. Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany
pomidor jest malinowy.



Cwiczenie 8

W pudle znajduja sie 3 kule biate i 2 czarne. W urnie znajdujg sie 4 kule biate i 3 czarne.
Losujemy jedng kule z pudta i przektadamy do urny. Nastepnie losujemy jedng kule z urny.
Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania z urny kuli biatej.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Prawdopodobienstwo calkowite

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe i stosuje wzor Bayesa, stosuje twierdzenie
o prawdopodobienstwie catkowitym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza prawdopodobienstwo zdarzenia losowego, korzystajac ze wzoru na
prawdopodobienstwo catkowite

e rozpoznaje zupelny ukiad zdarzen i wykorzystuje wtasnosci tego uktadu w zadaniach

» obiera odpowiedni model matematyczny do rozwigzania zadania probabilistycznego
z kontekstem realistycznym

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow
e asocjogram
e dywanik pomystow

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
 kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg burzy mozgoéw przypominajg wiadomosci dotyczgce rachunku
prawdopodobienstwa - najwazniejsze definicje, pojecia, wzory i twierdzenia.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w grupach. Kazda grupa zapoznaje si¢ z materiatem zawartym
w sekcji ,Przeczytaj” i z filmem samouczkiem. Nastepnie metodg dywanika pomystow
grupy buduja algorytm rozpoznawania i rozwigzywania zadan na prawdopodobienstwo
catkowite. W wyniku analizy zapisow na dywaniku, wymiany pomystow z innymi
grupami, powinien powsta¢ wspolny asocjogram zawierajgcy gotowy schemat
postepowania w przypadku zadan na prawdopodobienstwo catkowite.

2. Uczniowie, korzystajac z wypracowanego modelu, rozwigzuja ¢wiczenia interaktywne 1
-4.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.
Dyskusja - czy ustalone procedury postepowania pomogly (jesli tak, to w jakim stopniu)
w rozwigzywaniu zadan.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.



Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych 5 - 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa (tres¢ rozszerzona)

Wskazowki metodyczne:

Film samouczek moze by¢ wykorzystany w czasie zaje¢ zbierajgcych badz rozszerzajacych
wiadomosci dotyczgce rozwigzywania zadan z rachunku prawdopodobienstwa.
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