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O triangulacji nie tylko w geodezji. Suma miar katow wielokata.

Triangulacja jako metoda precyzyjnego pomiaru odleglosci w terenie zapoczatkowana
zostata w 1615 roku przez siedemnastowiecznego holenderskiego astronoma i matematyka
W. Snella van Royena. Polega ona na pokryciu siecig trojkgtow obszaru, ktory poddawany
jest pomiarom. Wierzcholki trojkatow utrwalane sa w terenie za pomocg specjalnych
stupkow (dzisiaj w wiekszosci betonowych), ktore wkopuje sie w ziemie. Az do drugiej
potowy XX wieku betonowym stupkom czesto towarzyszyly drewniane wieze utatwiajace
obserwacje w terenie i montaz przyrzadoéw geodezyjnych.

Twoje cele

» Poznasz pojecie triangulaciji, czyli podziatu danej figury/powierzchni na trojkaty.

o Wykorzystasz twierdzenie o sumie miar katow trojkata do sformutowania i dowodu
twierdzenia o sumie miar katow wielokata.

o Sformutujesz wniosek dotyczacy miar katow wielokata wypuklego.

» Zastosujesz poznane zalezno$ci do rozwigzywania problemow geometrycznych.




Przeczytaj

Katy wielokata
Definicja: Kata wielokata

Katem wewnetrznym wielokata (kgtem wielokata) nazywamy kat, ktorego ramiona
zawierajg dwa sasiednie boki wielokata i dla ktorego istnieje otoczenie wierzchotka takie,

ze wszystkie punkty kata zawarte w tym otoczeniu sg punktami wielokata.
Jesli wszystkie katy wielokata sg wypukte, to wielokat nazywamy wypuklym.

Przyktad 1

Rozwazmy pieciokat wypukly ABC DE, taki jak na rysunku.

A B

Wielokat wypukty.
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Zauwazmy, ze w kazdym z katow wielokgta ABCDE zawiera si¢ caly ten wielokat.
Wiasnos¢ zawierania si¢ danego wielokgta w kazdym z jego katow wewnetrznych jest
charakterystyczna dla wielokatow wypuktych. Rozwazmy teraz pieciokat ABCDE, ktory
nie jest figura wypukla, taki jak na rysunku.
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Wielokat wklesty
Zrédto: Gromar Sp. zo.0,, licencja: CC BY-SA 3.0.

Zauwazmy, ze np. w kacie wewnetrznym EAB zawiera si¢ caly ten wielokat, ale juz kat
wewnetrzny ABC zawiera tylko cze$¢ danego wielokata.

Definicja: Kata zewnetrznego wielokata

Katem zewnetrznym wielokata wypuktego nazywamy kazdy kat przylegly do jego kata
wewnetrznego.

Suma miar katoéw wielokata

ZaleznoS¢ miedzy liczbg wierzchotkow wielokgta a sumg miar jego katow wewnetrznych
opisuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie: o sumie miar katéw wielokata

Suma miar katéw wewnetrznych wielokata jest rowna 180° - (n — 2), gdzie n oznacza
liczbe bokéw wielokata (n € N, n > 2).

Dowdd:

Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na rysunku.
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Ay As

Rysunek do dowodu.
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0, licencja: CC BY-SA 3.0.

Zauwazmy, ze z dowolnego wierzchotka mozemy poprowadzi¢ (n — 3) przekatne (na
rysunku poprowadzono przekatne z wierzchotka A;), w wyniku czego dokonujemy
triangulacji danego wielokata. Przekatne te dzielg wielokat na (n — 2) trojkaty. Suma miar
katow wszystkich tych trojkatow jest rowna sumie miar katow wielokata. Poniewaz

w kazdym z tréjkatow suma miar jest rowna 180 , wiec suma miar katéw wewnetrznych
wielokata jest rowna 180 (n — 2).

Miara kata wielokata foremnego

Wykorzystamy teraz tez¢ twierdzenia o sumie miar katow wielokgta do wyznaczenia miary
kata wewnetrznego n- kata foremnego.

Definicja: wielokata foremnego

Wielokgtem foremnym nazywamy taki wielokat, ktorego wszystkie boki majg takg samg
dtugosc¢ i katy wewnetrzne sg przystajgce (maja rowne miary).

Poniewaz suma miar wszystkich katow wewnetrznych dowolnego wielokata jest rowna
180 (n — 2), gdzie n jest liczbg jego bokow (wierzchotkow), a katy wielokgta foremnego sg

rowne, zatem miara jednego kata n- kata foremnego jest rowna:
1 .
--180 (n —2)

Uzyskany wynik zapiszemy w postaci twierdzenia:

Twierdzenie: o mierze kata wielokata foremnego
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360
n b

Miara kata wewnetrznego n - kata foremnego jest rowna 180 — gdzie n jest liczbg

jego bokow (wierzchotkow).
Przyktad 2

Rozwigzemy zadanie, w ktorym do zbudowania modelu prowadzacego do wyznaczenia
szukanej liczby bokow, wykorzystamy powyzsze twierdzenie.

Zadanie

Miara kata wewnetrznego n - kata foremnego jest 0 4° mniejsza od miary kata
wewnetrznego (n + 3) - kata foremnego. Oblicz n.

Rozwigzanie.

Miara kata wewnetrznego n - kata foremnego jest rowna 180 — %00, zatem miara kata
wewnetrznego (n + 3) - kata foremnego jest rowna 180 — f’f—g. Stad i z tresci zadania
otrzymujemy rownanie:

180° — 3% = (180" — 3%0) + 4°

Przeksztalcajgc dane réwnanie w sposob rownowazny otrzymujemy kolejno

360° __  360° °
T n +4
90 _ 90
T3 T T +1

n+3 n _
90( n(n—:-S) " n(n+3) ) =1
n? +3n — 270 =0

Pierwiastkami otrzymanego rownania sg liczby n1 = 15, no = —18. Ale rozwigzanie musi

by¢ liczbg naturalng, wiec n = 15.

Stowniczek
kat

cze$¢ plaszczyzny ograniczona dwiema potprostymi o wspolnym poczatku; proste te
nazywamy ramionami kata, a ich poczatek nosi nazwe¢ wierzchotka

wielokat (wielobok, n-kat, n-bok)

ptaska figura geometryczna ograniczona tamang zwyczajng zamknieta, wraz z ta tamang



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet. Wybierz pieciokat, a nastepnie kliknij w dowolny wierzchotek. Dokonujac
wyboru wierzchotkédw obserwuj, jak zmienia sie triangulacja (podziat danego wielokata na
tréjkaty). Jednoczes$nie obserwuj, jaka jest liczba otrzymanych tréjkatéw, przy takiej metodzie
triangulacji. Te same obserwacje przeprowadz dla oSmiokata. Zapisz swoje spostrzezenia

w postaci stwierdzen dotyczacych liczby bokéw i liczby trojkatow w otrzymanej triangulaciji.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DAI9niyEO

Polecenie 2

Uruchom aplet. Wybierz jeden z wielokagtéw, a nastepnie zaznacz wskaznikiem myszy dowolny
z wierzchotkéw. Zmieniajgc potozenie wierzchotka obserwuj, jak zmieniajg sie miary
poszczegblnych katéw wewnetrznych oraz suma tych miar. Powtérz obserwacje dla drugiego
z wielokatéw. Zapisz swoje spostrzezenia w postaci twierdzen. Czy istnieje zaleznos¢ miedzy
liczbg trojkatow w zaproponowanej triangulacji, a suma miar katéw danego wielokata?
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dopasuj stwierdzenie do danego wielokata.

Kat wewnetrzny o tego wielokata
foremnego spetnia warunek osmiokat
137° < a < 142°

Suma miar katéw wewnetrznych tego crworokat

wielokata jest réwna 900° . .

Kat zewnetrzny tego wielokata

foremnego jest 0 90° mniejszy od jego dziewieciokat
kata wewnetrznego.

Miara kata wewnetrznego tego
wielokata foremnego jest réwna mierze siedmiokat
jego kata zewnetrznego.




Cwiczenie 2 @)

Zaznacz prawidtowg odpowiedz.

Prawda Fatsz
Kat wewnetrzny wielokata
foremnego jest zawsze
. . O O
wiekszy od jego kata
zewnetrznego.

Istnieje oSmiokat wypukty,

ktérego cztery katy O O
wewnetrzne s proste.

Istnieje szesciokat, ktérego

trzy sasiednie katy O O
wewnetrzne sg proste.

Pieciokat, w ktorym miary
jego katéw wewnetrznych
pozostaja w stosunku O O
2:3:4:4:5jest
wypukty.

Cwiczenie 3

Kat wewnetrzny wielokata foremnego ma miare 162°. Liczba wierzchotkéw tego wielokata
jest réwna

O 20

O 18

O 12

O 15



Cwiczenie 4

W danym wielokacie poprowadzono dwie przekatne, ktére podzielity go na cztery n - katy.
Suma miar katéw wewnetrznych w kazdym z tych n- katoéw jest réwna a. Wéwczas suma
miar katéw wewnetrznych danego wielokata jest rowna

O 4a
() 4a+360°
O 4a —180°

O 4a—360°

Cwiczenie 5
Ocen prawdziwos¢ kazdego z ponizszych zdan.

Prawda Fatsz

Istnieje wielokat wypukty, O O
ktory ma 4 katy ostre.

Miara kata wewnetrznego
dziesieciokata foremnego O O
jest rowna 100°.

Suma miar katow

wewnetrznych O O
dwunastokata jest rowna

1800°.

W osiemnastokacie
foremnym miary kata
wewnetrznego O O
i zewnetrznego réznia sie o
140°.

Istnieje wielokat foremny,
ktérego kat wewnetrzny ma O O
miare 156°.



Cwiczenie 6
Wskaz zdanie prawdziwe.

O Istnieje wielokat wypukty, w ktérym réznica miar kagta wewnetrznego
i zewnetrznego jest réwna 112°.

O Istnieje wielokat foremny, ktérego kat wewnetrzny ma miare 155°.
() Kazdy z katow wewnetrznych n - kata dla n > 8 ma miare nie mniejsza niz 135°

O Dla dowolnego n miara kata wewnetrznego n - kata foremnego jest mniejsza niz
120°.

O Kazdy z katéw zewnetrznych n - kata wypuktego dla n < 10 ma miare mniejsza niz
36°

Cwiczenie 7 @

Udowodnij, ze w dowolnym wielokacie wypuktym suma miar wszystkich katéw zewnetrznych
jest wielkoscia stata i jest rowna 720°.

Cwiczenie 8 O

Wyznacz wszystkie takie n - katy foremne, w ktérych kat wewnetrzny ma miare « i takie, ze
kat wewnetrzny 2n- kata foremnego ma miare 2a.



Dla nauczyciela

Imie i nazwisko autora: Wanda Cztapinska

Przedmiot: Matematyka

Temat zaje¢: Suma miar katéw wielokgta

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa

VIIIL Planimetria

Uczen

3) rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich podstawowych wtasnosci;

4) korzysta z wtasnosci katoéw i przekatnych w prostokatach, rownoleglobokach, rombach
i trapezach

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje i poprawnie nazywa katy wewnetrzne i zewnetrzne wielokata

 stosuje twierdzenie o sumie miar kagtow w wielokacie do obliczania miar katow oraz
ustalania zaleznos$ci miedzy katami

 stosuje twierdzenie o mierze kata wielokata foremnego do badania wtasnosci tych
wielokgtow

« odkrywa zwigzki miedzy katami i liczbg bokow wielokata i stosuje je do rozwigzywania
problemoéw geometrycznych

Strategie i metody nauczania:



e konstruktywizm.

o dyskusja

e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych
Formy zajeé:

e pracaindywidualna

e pracaw grupach

» praca catego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow miata
do dyspozycji komputer, najlepiejw pracowni komputerowej. Lekcje t¢ mozna
przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekc;ji:
Faza wprowadzajgca

1. Uczniowie wspolnie zastanawiajg sie w jaki sposob zaznaczone sg charakterystyczne
punkty w terenie, utatwiajagce pomiary geodezyjne. Nauczyciel tak steruje dyskusja, by
pojawito sie pojecie triangulacii.

2. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie pojecia wielokata i rodzajow wielokatow
(foremne, wypukte,...) oraz znanych im wlasnosci dotyczacych katéw w tych wielokgtach
(np. twierdzenie o sumie miar katow trojkata czy czworokata).

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna

1. Nauczyciel precyzuje pojecie wielokata, jako figury plaskiej ograniczonejtamang
zwyczajng zamknietg. Podaje przykiady wielokatow wypuktych (mowi o odcinku, ktory
zawiera si¢ w figurze) i wklestych. Uczniowie starajg sie zdefiniowac te pojecia. Uczniowie
przypominajg pojecia: kgt wewnetrzny i kat zewnetrzny wielokata. Nauczyciel wprowadza
intuicyjne pojecie otoczenia punktu i wspolnie z uczniami doprecyzowuje pojecie kata
wielokata.

2. Uczniowie, pracujac w grupach, wykorzystuja aplet geogebry Triangulacja wielokata.

3. Nauczyciel steruje dyskusjg, jaka uczniowie prowadzg w trakcie wykonywania ¢wiczen
z uzyciem apletu w takim kierunku, aby uczniowie samodzielnie odkryli twierdzenie



o sumie miar katow wielokgta. Nastepnie omawia szkic dowodu tego twierdzenia,
z wykorzystaniem triangulaciji.

4. Nauczyciel tak steruje praca uczniow, aby odkrywali zalezno$ci miedzy katami i bokami
w wielokacie foremnym, w szczegolnosci by sformutowali twierdzenie o mierze kata
wielokata foremnego, jako wniosku z twierdzenia o sumie miar katoéw wewnetrznych
wielokata.

5. Rozwigzujgc problem postawiony w Przyktadzie 2. nauczyciel tak steruje rozwigzaniem
rownania kwadratowego, by uczniowie stosowali wzory na pierwiastki trojmianu (jesli je

Znajg) .

6. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca

1. Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow, jakie
byly omawiane w trakcie lekcji.

2. Nauczyciel inicjuje dyskusje - czy tatwo odkrywac zaleznosci geometryczne stosujac ze
zrozumieniem metody, ktore sprowadzajg dany problem do sytuacji prostsze;.

Praca domowa

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢, podkreslajac potrzebe szczegdlnego przeanalizowania
zagadnienia omowionego w Cwiczeniu 7.

Materialy pomocnicze:
Twierdzenie o sumie katow trojkata
Wskazowki metodyczne opisujgce rézne zastosowania multimedium:

Aplet geogebry Triangulacja wielokata mozna uzy¢ do wprowadzenia twierdzenia o liczbie
przekatnych wielokgta wypuktego.


https://epodreczniki.pl/a/przeczytaj/DNCgcSntw

