Wykres I wtasnosci funkcji sinus

« Wprowadzenie

o Przeczytaj

« Symulacja interaktywna
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrédto: Kelly Lacy, dostepny w internecie: www.pexels.com.

Poznates juz podstawowe wiasnosci funkcji y = sin x zwigzane z obliczaniem wartosci:
wzory redukcyjne. Na tejlekciji wykorzystamy je do konstrukeji wykresu funkcji y = sinz
oraz opisu jej pozostatych witasnosci.

Twoje cele

o Nauczysz sie rysowac¢ wykres funkcji y = sin « oraz opisywac jej wiasnosci.
» Dowiesz sig, jak wykorzysta¢ wykres funkcji y = sin z do rozwigzywania zadan.



Przeczytaj

Rozpoczniemy lekcje od wykreslenia wykresu funkcji y = sin z.
» Konstrukcja wykresu funkcji y = sin z w przedziale <0, )

Zaznaczmy w ukiadzie wspolrzednych okrag o promieniu 1. Niech bedzie to okrag

o réwnaniu (z 4 2)? 4 32 = 1. Jego $rodkiem jest punkt C(—2, 0). Niech punkt D ma
wspotrzedne (—1,0). Jezeli przez lezacy na danym okregu punkt A poprowadzimy prostg
prostopadia do osi X, to przetnie ona te 0§ w punkcie E. Niech a oznacza miare kata DC' A
mierzong w radianach.

Punkt B ma wspotrzedne (a, sina). Prosta przechodzgca przez punkt B i prostopadta do
osi X przecina te 0§ w punkcie F(a,0).

Otworzmy aplet, aby obserwowac cala konstrukcje.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIEMvkgyc

Zauwazamy, ze druga wspotrzedna punktu A to sin a. Zatem odcinki AE i BF majg te samg
dlugos¢ rowng sin a. Punkt B ma wspoétrzedne (a, sin a). Wobec tego punkt B lezy na
wykresie funkcji y = sin a. Poruszajacy sie punkt B wyznacza wykres funkcji y = sin a.

ZastosowaliSmy miare kata z przedziatu <O, 5 > Zatem w tym przedziale otrzymaliSmy
wykres funkcji y = sina.
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» Konstrukcja wykresu funkcji y = sin z w przedziale <§ , 7r>.

Teraz skonstruujemy wykres y = sina dlaa € <% , 7r>. W tym celu wykorzystamy wzor

redukcyjny: sin(m — a) = sin a dla dowolnejliczby rzeczywistej a.

Wzoér redukeyjny sin(m — a) = sin a opisuje wlasnos¢: osig symetrii wykresu funkcji
y = sina jest prosta o rownaniu ¢ = 5. Dlaczego tak sie dzieje?
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SIE

Wazne!

Jezeli dane dwa punkty P(z1,y;) i Q(x2,ys) sa symetryczne wzgledem prostej k

oréwnaniu x = b, to ich drugie wspoétrzedne y; i y» sa rowne. Srodek odcinka PQ
T1+T2
2

znajduje si¢ na prostej k. Zatem = b, czyli o = 2b — x;.

Otrzymalismy wykres funkcji y = sin a w przedziale (0, ).
« Konstrukcja wykresu funkcji y = sin a w przedziale (—m, ).

Skorzystamy z kolejnego wzoru charakterystycznego dla funkciji sinus: dla kazdejliczby
rzeczywistej a zachodzi rownos¢: sin(—a) = — sin a. Wlasno$¢ ta oznacza, ze wykres
funkcji y = sin z jest symetryczny wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych. Oznacza to
takze, ze funkcja sinus jest funkcja nieparzysta.
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Zatem otrzymaliSmy wykres y = sin a w przedziale (—, ).
» Konstrukcja wykresu funkcji y = sin a w zbiorze liczb rzeczywistych.

Aby skonstruowac wykres funkcji y = sinz dla ¢ € R, skorzystamy z kolejnej wlasnosci
funkciji sinus: sin(a + 27) = sin a, dla kazdejliczby a € R. Wiasno$¢ ta oznacza, ze wykres
funkciji sinus przesuniety o (—2) jest tym samym wykresem. Zatem funkcja sinus jest
funkcja okresowa o okresie 7' = 2kmw, gdzie k € Z i k # 0.

Przyktad 1
Opiszmy wilasnosci funkcji y = sinz, gdy z € R.

1. Funkcja sinus jest funkcja okresowa o okresie zasadniczym 1" = 2.

2. Funkcija sinus jest funkcja nieparzysta.

3. Zbiorem wartosci jest przedziat (—1, 1).

4. Warto$¢ najwiekszg rowna 1 funkcja osiaga dla argumentow: z = 5 + 2k, gdzie
ke Z.

5. Warto$¢ najmniejszg rowng -1 funkcja osigga dla argumentow: x = — 5 + 2km, gdzie
ke Z.

6. Miejscami zerowymi sg argumenty: z = km, gdzie k € Z.

7. Funkcija jest rosnaca w przedzialach: <—% + 2km, 5 + 2k7r>, gdzie k € Z.

8. Funkcja jest malejagca w przedziatach: <% + 2k, % + 2k7r>, gdzie k € Z.

Przyktad 2
Opiszmy wlasnosci geometryczne wykresu funkcji y = sinz, gdy € R.

1. Osia symetrii wykresu jest kazda prosta o rownaniu z = 5 + km, gdzie k € Z.

2. Srodkiem symetrii wykresu jest kazdy punkt o wspotrzednych (k, 0), gdzie k € Z.
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Przyktad 3
Podamy okres zasadniczy kazdej z ponizszych funkcii.

1. Funkcja y = 2 sin « ma okres zasadniczy T = 27, gdyz 2 sin(z + 27) = 2sin z.
2. Funkcja y = sin(2z) ma okres zasadniczy T' = 7, gdyz

sin 2(7 + x) = sin(27 + 2z) = sin(2z).
3. Funkcja y = |sin x| ma okres zasadniczy T' = m, gdyz

|sin(7 + z)| = |—sinz| = [sinz|.

Przyktad 4
Ktora wartosc jest wigksza: sin = czy sin ‘21—77“ ?

. . m i . Ar ™
Zauwazmy, ze - S <0, §> 1 5= c <O, 5/

Zauwazmy takze, ze - < 3—77’. Poniewaz funkcja sinus w tym przedziale jest rosnaca,

zachodzi zatem niero6wnos¢: sin % < sin % < sin 3—7;.

Stownik
o$ symetrii wykresu

prosta k jest osig symetrii wykresu funkcji f wtedy, gdy obrazem wykresu funkcji f
w symetrii osiowej wzgledm prostej k jest ten sam wykres

radian

jednostka miary tukowej kata Srodkowego o wyrazajaca stosunek dtugosci tuku, na
ktorym oparty jest ten kat, do dlugosci promienia okregu, dla ktorego kat o jest katem
srodkowym; zwigzek pomiedzy miarg stopniowg a tukowg wyraza si¢ wzorem

af’] = 455 = [radian]
srodek symetrii wykresu

punkt A jest srodkiem symetrii wykresu funkcji f wtedy, gdy obrazem wykresu funkcji f

w symetrii srodkowejwzgledm punktu A jest ten sam wykres



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Funkcja y = sin ax, gdzie a jest liczba rzeczywista rézna od 0, jest funkcja okresowa, gdyz
sin(a(z + 2%)) = sin(az + 27) = sin(az) i okresem tej funkcji jest T' = 2.

A czy funkcja y = sin ax + sin bz, gdzie a, b # 0 jest funkcja okresowa?

Zapoznaj sie z ponizsza symulacja interaktywng i sprébuj postawic hipoteze dla liczb a, b € Z.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dre92FQ6q

Polecenie 2

Uzasadnij, ze funkcja y = sin x + sin 2z jest funkcja okresowa.

Polecenie 3

Uzasadnij, ze y = sin 6 + sin 4z jest okresowa.
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Polecenie 4

Uzasadnij, ze y = sin(ax) + sin(bz), gdzie a, b € N, jest funkcja okresowa.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Najwigkszg wartoscia funkcji y = —3 sin(2a: + %) jest

o o o O O
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Cwiczenie 2 ®

Potacz w pary funkcje i jej miejsca zerowe

y=2sinx x:%,gdziekEZ
y = sin 3z x:%,gdziekEZ
= sin?(2z z = gdziek e Z
Yy 4

y:3sin2;p x:kﬂ',gdziekGZ




Cwiczenie 3

Uporzadkuj od najwiekszej do najmniejszej wartosci.
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sin 5

sin 1

|
Sin 5
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Sin 15
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Sin 7

Cwiczenie 4

Wskaz wszystkie funkcje, ktérych okresem jest liczba T' = 7.

(] y=sin3z + sindx
(] y=sin8z + sin10x
(] y=sin2z

(] y=sin3z

(] y=sin2z+1

(] y=2sinz
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Cwiczenie 5

Potacz w pary funkcje i jej zbior wartosci.

y=sinz —5 (—5,—4)

y=sinz + 1 (0,2)
— 1 1 1

y= sin(2z)+2 < 3 >

Cwiczenie 6
Zaznacz wszystkie liczby dodatnie.
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17017 )
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(] sin6

Cwiczenie 7

Uzasadnij, ze osia symetrii wykresu y = 4sin(1 — 3z) + 1 jest prosta o réwnaniu

1 _ =
r=+5— 7.
Cwiczenie 8

Uzasadnij, ze $Srodkiem symetrii wykresu y = sin(2z — 1) jest punkt ( 2”2“ ,0).



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykres i wlasno$ci funkcji sinus

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

Zakres rozszerzony 2) postuguje sie wykresami funkcji trygonometrycznych: sinus, cosinus,
tangens;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 rysuje wykres funkcji y = sin x oraz opisywac jej wiasnosci,
» wykorzystuje wykres funkcji y = sin z do rozwigzywania zadan,
« analizuje wykres funkcji y = sin(kz) w zaleznosci od parametru k.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
 rybi szkielet;
o dyskusja.



Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’”

Faza wstepna:

1. Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajaca w temat: ,Wykres i wlasnosci funkciji
sinus”

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego sie
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwigzku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie nr 1 w sekcji ,Symulacja interaktywna” - ,Funkcja
y = sin az, gdzie a jest liczba rzeczywistg r6zng od 0, jest funkcjg okresowy, gdyz
sin(a(z + 2£)) = sin(az + 27) = sin(az) i okresem tej funkcji jest T = 2X. A czy
funkcja y = sin az + sin bz, gdzie a, b # 0? Obejrzyj ponizsza symulacje interaktywng
i sprobuj postawi¢ hipoteze dla liczb a, b € Z” - prosi uczniow, aby zapoznali si¢
z materialem. Uczniowie zapisuja ewentualne watpliwosci i niezrozumiate aspekty,
ktore zostaly w nim przedstawione - nauczyciel ttumaczy je na forum klasy.

2. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Wyniki pracy
komentowane s3g przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.



Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

o Wykresy i wlasnosci funkciji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Symulacja interaktywna” mozna wykorzysta¢ na lekciji jako
podsumowanie i utrwalenie wiedzy w temacie ,Wykres i wlasno$ci funkcji sinus”
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