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W tejlekcji pokazemy zastosowania twierdzenia o liczbie wariacji bez powtorzen.

W prezentowanych przykiadach, modelowanych za pomoca wariacji bez powtorzen,
pokazemy, jak obliczy¢ wszystkie wyniki doswiadczen poddanych szczegolnym
ograniczeniom. Ograniczenia te bedg m.in. opisane warunkiem 'co najmniej albo ‘co
najwyzej.

W rozwigzaniach omawianych przykladow istotne zastosowanie maja rowniez reguty:
dodawania, mnozenia i rownolicznosci.

Twoje cele

» Bedziesz doskonali¢ umiejetno$¢ postugiwania sie twierdzeniem o liczbie wariacji
bez powtorzen.

e Nauczysz sig¢, jak analizowa¢ modele odwolujgce sie do pojecia wariacji bez
powtorzen w zadaniach dotyczgcych m.in. zapisu dziesietnego liczb naturalnych
o roznych cyfrach, a takze funkcji roznowartosciowych, ktorych dziedzing i zbiorem
wartosci sg zbiory skonczone.

o Utrwalisz umiejetnos¢ obliczania wszystkich mozliwych wynikow doswiadczen
losowych, ktore opisywane sg warunkiem 'co najmniej' albo 'co najwyzej.




 Stosujgc regule dodawania nauczysz sie zapisywac liczbe wszystkich mozliwych
wynikow danego do$wiadczenia na dwa sposoby, dzieki czemu obliczysz, ile jest
wynikow spetniajacych zadane warunki.

» Poznasz metody dowodzenia tozsamosci algebraicznych zapisanych z uzyciem
symboliki odwotujgce;j sie do liczby V¥ wszystkich k-elementowych wariacji bez
powtorzen zbioru n-elementowego.



Przeczytaj

W ponizszych przyktadach pokazemy wykorzystanie wiasno$ci wariacji bez powtorzen.

W rozwigzaniach tych przyktadoéw bedziemy stosowac twierdzenie o liczbie wariacji bez
powtorzen.

Jezeli proponowana metoda rozwigzania bedzie polegala na analizie roztacznych
przypadkow, to przy obliczaniu liczby wszystkich mozliwosci z zasady bedziemy odwotywac
sie do reguly dodawania.

Natomiast jezeli obliczanie liczby wszystkich mozliwosci bedziemy rozktadali na kolejne
etapy, to zazwyczaj odwotamy si¢ przy tym do reguty mnozenia.

W rozwigzaniu pierwszego przyktadu pokazemy tez, ze jeden ze sposobow uzyskania
wyniku opiera si¢ na zastosowaniu reguty rownolicznosci.

Przyktad 1

Obliczymy, ile jest pieciocyfrowych liczb naturalnych o réznych cyfrach, ktore sa
podzielne przez 5.

Rozwigzanie

Przypomnijmy, ze liczba naturalna jest podzielna przez 5 wtedy i tylko wtedy, gdy jej
ostatnig cyfrg jest 0 lub 5.

Rozpatrzmy wiec dwa roztaczne przypadki:

(1) gdy ostatnig cyfrg szukanej liczby pieciocyfrowejjest 0; wtedy rozmieszczen bez
powtorzen 4 cyfr z pozostatych dziewieciu na czterech pierwszych miejscach jest
Vo= =35 =9-8-7-6=23024,

» (2) gdy ostatnig cyfra szukanej liczby pieciocyfrowejjest 5; wtedy - poniewaz na

pierwszym miejscu nie mozemy zapisac cyfry 0 - cyfre na pierwszym miejscu
z pozostatych do wypetnienia czterech mozemy wybra¢ na 8 sposobow, a cyfry na
pozostatych 3 miejscach mozemy rozmieéci¢ bez powtorzen na Vg sposobow. Zatem
na podstawie reguty mnozenia stwierdzamy, ze wszystkich mozliwosci jest w tym
przypadku 8 - V¥ =8 85y =8 5 =8-8-7-6 = 2688.

Korzystamy z reguly dodawania, skad dostajemy ostatecznie, ze wszystkich

pieciocyfrowych liczb naturalnych o réznych cyfrach, ktore sa podzielne przez 5 jest

3024 + 2688 = 5712.
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Uwaga!
Liczbe wszystkich mozliwosci w przypadku (2) mozna rowniez obliczy¢, korzystajac z:

e reguly rownolicznosci; zauwazmy mianowicie, ze po wstawieniu na ostatnim
miejscu cyfry 5 pozostate 4 cyfry mozna wybraé¢ na V' sposobow. Ponadto cyfra 0 to
jedyna z dostepnych dziewieciu, ktorejnie mozemy wstawi¢ na pierwszym miejscu.
Zatem na pierwszym miejscu mozna wpisac osiem z dziewieciu dostepnych cyfr,
wiec wszystkich liczb pieciocyfrowych, ktore w tym przypadku speiniajg warunki
zadaniajest & - V!=8 .25 =2.9.8.7.6=8-8-7-6 = 2688,

» reguty dodawania; zauwazmy mianowicie, ze po wstawieniu na ostatnim miejscu
cyfry 5 pozostate 4 cyfry mozna wybra¢ na Vgt sposobow. Poniewaz cyfra 0 nie moze
wystgpi¢ na pierwszym miejscu, wiec wszystkie przypadki z cyfra 0 zapisang na
pierwszym miejscu nalezy odrzucic. Jest ich tyle, ile wyborow 3 cyfr sposrod 8 na
trzech $rodkowych miejscach, czyli V. Oznacza to, ze wszystkich liczb
pieciocyfrowych, ktore w tym przypadku spetniajg warunki zadania jest
Vi —-Vd=%-%=9.8-76-8-7-6=(9-1)-8-7-6=
=8-8-7-6=2688.

Przyktad 2

Kwadrat ABCD o boku 4 podzielono na 16 kwadracikéw o boku 1 - te kwadraciki
bedziemy nazywac¢ polami.

D
0

® Q)

o o
A B

Nastepnie w kazde sposrod szesnastu pol kwadratu ABC D wpisujemy jedng liczbe
wybrang ze zbioru A = {1,2,3,...,19}, przy czym wybrana liczba moze by¢ wpisana co
najwyzej raz. Wymagamy ponadto, zeby pola, ktére przecina przekatna AC byty
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wypelnione wylacznie liczbami parzystymi, a pola, ktore przecina przekatna BD byly
wypelnione wylacznie liczbami nieparzystymi.

Wykazemy, ze wszystkich sposobow wypetnienia pol kwadratu wedlug powyzszych
warunkoéw jest wiecejniz 104,

Dowaod
Obliczenia przeprowadzimy w trzech etapach.

W pierwszym etapie rozmie$cimy rozne liczby parzyste na czterech polach, ktore
przecina przekatna AC.

Poniewaz dostepnych jest 9 liczb parzystych, wiec wszystkich mozliwosci w tym etapie
jestVyii=2%=9.8-7-6=3024.

W drugim etapie rozmieScimy rozne liczby nieparzyste na czterech polach, ktore
przecina przekatna BD.

Poniewaz dostepnych jest 10 liczb nieparzystych, wigc wszystkich mozliwosci w tym
etapie jest Vih = X =10-9-8 -7 = 5040.

W trzecim etapie rozmiescimy rozne liczby sposrod pozostatych 11 na 8 polach, ktore
jeszcze nie zostate wypelnione - wszystkich mozliwosci w tym etapie jest
VE = 13—1,' =11-10-9-8-7-6-5-4 = 6652800.

Korzystajgc z reguty mnozenia otrzymujemy ostatecznie, ze wszystkich sposobow
wypelnienia pol kwadratu wedtug powyzszych warunkow jest

Vit Vi - V8 = 3024 - 5040 - 6652800 = 101395058688000 =
=1,01395058688 - 10'4 > 10'4.
To spostrzezenie konczy dowod.

Przyktad 3

Obliczymy, ile jest wszystkich siedmiocyfrowych liczb naturalnych o réznych cyfrach,
ktorych trzy pierwsze cyfry sg nieparzyste, pozostate cztery cyfry sa parzyste oraz w ich
zapisie dziesietnym wystepuje doktadnie jedna cyfra podzielna przez 7.

Rozwigzanie
Na wstepie zauwazmy, ze:

o wsrod cyfr zapisu dziesietnego jest pie¢ nieparzystych: 1, 3, 5, 7, 9, przy czym jedna
znich, 7, dzieli sie przez 7,
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o wsrod cyfr zapisu dziesietnego jest pie¢ parzystych: 0, 2, 4, 6, 8, przy czym jedna
znich, 0, dzieli si¢ przez 7.

Rozpatrujemy grupy cyfr okreslone warunkami zadania.

Trzy pierwsze cyfry majg by¢ nieparzyste i rozne, zatem mozna je zapisa¢ na

V3 = g—: =5-4-3 = 60 sposobow. Jesli nie bedzie wsrod nich cyfry 7, to wtedy trzy
pierwsze cyfry mozna zapisa¢ na V;} = 1, =4 -3 -2 = 24 sposoby. Wobec tego trzy
pierwsze cyfry wsrod ktorych jest cyfra 7 mozna - korzystajac z reguty dodawania -
zapisa¢ na V2 — V3 = 60 — 24 = 36 sposobow.

Cztery ostatnie cyfry maja by¢ parzyste i rozne, wi¢c mozna je zapisac na

Vi = i’—: =5-4-3-2 =120 sposobow. Jesli nie bedzie wsrod nich cyfry 0, to wtedy
cztery ostatnie cyfry mozna zapisaé na V! = 0, =4-3-2-1= 24 sposoby. Oznacza to,
ze cztery ostatnie cyfry wsrod ktorych jest cyfra 0 mozna zapisa¢ na

Vit — V=120 — 24 = 96 sposobow.

Wynika stad, ze liczbe spelniajgcg warunki zadania mozemy otrzymac¢ w jednym z dwoch
roztagcznych przypadkow:

e (1) kiedy wsrod trzech pierwszych cyfr jest sibdemka i wsrdd czterech ostatnich nie
ma zera; korzystamy z reguty mnozenia i stwierdzamy, ze wszystkich takich liczb

siedmiocyfrowych jest (V53 — Vf) -V} =36-24 = 864,

e (2) kiedy wsrod trzech pierwszych cyfr nie ma siodemki i wérod czterech ostatnich
jest zero; korzystamy z reguly mnozenia i stwierdzamy, ze wszystkich takich liczb
siedmiocyfrowych jest V2 - (V2 — V1) =24 - 96 = 2304.

Korzystajgc z reguty dodawania otrzymujemy ostatecznie, ze wszystkich liczb
siedmiocyfrowych, ktore spetniajg warunki zadania jest 864 + 2304 = 3168.

Uwagal!

Aby ustali¢, na ile sposobéw mozna zapisac trzy pierwsze cyfry wsrod ktorych jest cyfra 7
mozna rozumowac nastepujaco: miejsce dla cyfry 7 mozemy wybrac¢ na 3 sposoby,

a pozostate dwie cyfry - na V2 sposoby, wiec wszystkich takich mozliwosci jest
3-V2=3-4.3=36.

Rozumujgc podobnie obliczymy, ze liczba sposobow, na ktore mozna zapisac cztery
ostatnie cyfry wsrod ktorych jest cyfra 0, jest rowna 4 - Vf =4-4-3-2=096.

Przyktad 4

Wyznaczymy wszystkie pary (k, n) liczb catkowitych takich, ze 1 < k < n, ktore
spelniajg rownanie
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42 - VE=VE2

Rozwigzanie

Przeksztalcamy kolejno zadane réwnanie:

42-VF = yk
n! (n+2)!
42 - n—k)! — (nt2—k—2)
nl __ _ nl(nt+l)-(n42)
42 - (n—k)! — (n—Fk)!

42=(n+1)-(n+2).

Poniewaz cigg okre$lony dlan > 1 wzorem ogdlnym a,, = (n + 1) - (n + 2) jest rosnacy
oraz as = 6 - 7 = 42, wigc rownanie jest spelnione dla n = 5 oraz kazdej liczby
calkowitej k, ktora spetnia warunek 1 < k£ <'5.

Oznacza to, ze jest 5 par (k, n) spelniajacych warunki zadania: (1, 5), (2, 5), (3,5), (4,5),
(5,5).

Stownik
wariacja bez powtérzen

k-wyrazowy cigg o elementach wybieranych bez powtérzen ze zbioru n-elementowego,
gdziel <k <n

liczba wszystkich k-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru n-elementowego

Liczba V¥ wszystkich k-elementowych wariacji bez powtorzen zbioru n-elementowego
jest rowna

V’“:(n%!k)!:n-(n—l)-...-(n—k%—l)

n
reguta mnozenia

liczba wszystkich mozliwych wynikow do$wiadczenia polegajagcego na wykonaniu po
kolei n czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ sie na jeden z k; sposobow, druga
- na jeden z ks sposobow, trzecia - na jeden z ks sposobow i tak dalej do n-tej czynno$ci,
ktora moze zakonczyc¢ si¢ na jeden z k,, sposobow, jest rowna

ky kg ...k,

reguta réwnolicznosci
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Dwa zbiory A i B sg rownoliczne (majg tyle samo elementéw) jezeli ich elementy mozna
przyporzadkowac¢ wzajemnie jednoznacznie, to znaczy: kazdemu elementowi zbioru A
przyporzadkujemy dokladnie jeden element zbioru B oraz kazdemu elementowi zbioru
B przyporzadkujemy doktadnie jeden element zbioru A

reguta dodawania

jezeli zbiory Ay, A,, ..., A, sa parami roztgczne, to liczba elementoéw zbioru
AjUA,U...U A, jest réwna sumie liczb elementéw kazdego ze zbiorow
Al,A2,...,AnZ ‘A1UA2U...UAn| = ’Al‘ + |A2| + ...+ |An|

ciag

funkcja, ktorej dziedzing jest zbior wszystkich dodatnich liczb catkowitych lub pewien
jego podzbior, a warto$ciami sg liczby rzeczywiste



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiong ponizej animacja. Przeanalizuj zaprezentowane
W niej rozwigzanie zadania. Jest w nim pokazane, jak obliczy¢, ile jest wszystkich
pieciocyfrowych liczb naturalnych o réznych cyfrach, ktére sg wieksze od 62571.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D15jzg1GO

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcejwariacji bez powtorzen.

Polecenie 2

Rozumujac podobnie, jak w rozwigzaniu zadania oméwionego w powyzszej animacji oblicz, ile
jest wszystkich szeSciocyfrowych liczb naturalnych o réznych cyfrach, ktére sg mniejsze od
470913.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8




Dla nauczyciela

Autor: Pawet Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wariacje bez powtorzen - zadania ze zlozonymi warunkami

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguly mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzor6éw na liczbe: permutacji, kombinacii
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢.

Cele operacyjne:
Uczen:

« analizuje modele odwotujgce si¢ do pojecia wariacji bez powtorzen w zadaniach
dotyczacych m.in. zapisu dziesietnego liczb naturalnych o réznych cyfrach, a takze
funkcji roznowartosciowych, ktorych dziedzing i zbiorem wartosci sg zbiory
skonczone;

 stosujac regute dodawania zapisuje liczbe wszystkich mozliwych wynikow danego
doswiadczenia na dwa sposoby, dzieki czemu oblicza, ile jest wynikow spetniajacych
zadane warunki.



» dowodzi tozsamosci algebraicznych zapisanych z uzyciem symboliki odwolujgcejsie do
liczby V.¥ wszystkich k-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru n-
elementowego.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e praca z tekstem przewodnim;
» metoda krokodyla;
o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw parach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’

Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekciji: ,Wariacje bez powtorzen - zadania ze ztozonymi
warunkami” oraz cele.

2. Wybrana osoba formutuje kryteria sukcesu i zapisuje je na tablicy.

3. Uczniowie przypominajg sobie pojecie wariacji bez powtorzen oraz twierdzenie
o liczbie wariacji bez powtorzen.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznajg metodg tekstu przewodniego zapoznajg si¢
z materialem w sekcji ,Przeczytaj”’. Notuja pytania do przedstawionych przyktadow,
ktore nastepnie omawiane s3g na forum klasy.



2. Uczniowie w parach zapoznajg si¢ z przedstawionym w animacji sposobami na
obliczanie liczby wszystkich pigciocyfrowych liczb naturalnych o réznych cyfrach,
ktore sg wieksze od 62571. Nastepnie obliczajg, ile jest wszystkich szeSciocyfrowych
liczb naturalnych o réznych cyfrach, ktore sa mniejsze od 470913.

3. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia interaktywne nr 3-8, metoda krokodyla.
Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki” i ,ozywia si¢”
tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, odnoszac si¢ do wczesniej zapisanych kryteriow
sukcesu.

Praca domowa:

» Uczniowie rozwigzuj¢ ¢wiczenie interaktywne nr 1-2.
Materialy pomocnicze:

» Inne spojrzenie. Permutacje, kombinacje, wariacje
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac jako material, stuzacy powtorzeniu materiatu z wariacji bez
powtorzen.
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