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Jedna z umiejetnosci zawartych w podstawie programowej ksztalcenia matematycznego dla
liceum ogolnoksztalcgcego i technikum jest odczytywanie wiasnosci funkciji z wykresu.
Nalezy do niej wykorzystanie pojecia monotonicznos$ci funkcji. W materiale poznamy
wiadomosci dotyczgce monotonicznosci funkeji. Bedziemy rozwigzywac ¢wiczenia
interaktywne, opierajac si¢ na czesci teoretycznej materiatu i podanych przyktadach.

Twoje cele

» Poznasz definicje monotonicznosci funkcii.
» Wskazesz funkcje, ktére s3 monotoniczne.
» Udowodnisz, ze dana funkcja jest monotoniczna.

e Ocenisz swojg wiedze, wykonujgc podane ¢wiczenia.



Przeczytaj

Juz wiesz

Funkcja f : X — Y jest to przyporzadkowanie, ktére kazdemu elementowi x € X
przyporzadkowuje doktadnie jeden elementy € Y.

Kazda funkcje, oprocz dziedziny i zbioru wartosci, moze charakteryzowac wiele ciekawych
wlasnosci. Zaliczamy do nich monotonicznos$c.

Definicja: monotonicznos$¢ funkcji

Funkcja jest monotoniczna w catej swojej dziedzinie, gdy jest rosngca, malejgca, stata,
nierosnaca lub niemalejaca.

Omowimy jakie warunki muszg spetnia¢ funkcje monotoniczne.

Funkcja rosnaca

Funkcje liczbowa f : X — Y nazywamy rosngca w podzbiorze A C X wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych argumentéw z1, 2 € A z nieréwnosci 7 < zo wynika, ze

f(z1) < f(z2).

Jesli funkcja jest rosnaca w calej swojej dziedzinie, to moéwimy, ze funkcja jest rosnaca.

Funkcja malejaca
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Funkcje liczbowa f : X — Y nazywamy malejgca w podzbiorze A C X wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych argumentéw z1, z2 € A z nieréwnosci z; < o wynika, ze

f(x1) > f(x2).

Jesli funkcja jest malejgca w catej swojej dziedzinie, to mowimy, ze funkcja jest malejaca.
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Funkcja stata

Funkcje liczbowa f : X — Y nazywamy stala w podzbiorze A C X wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnych argumentow 1, 3 € A z nieréwnosci 1 < x5 wynika, ze f(z1) = f(z2).

Jesli funkcija jest stata w calej swojej dziedzinie, to méwimy, ze funkcja jest stata.
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Funkcja nierosnaca

Funkcje liczbowa f : X — Y nazywamy nierosngcg w podzbiorze A C X wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x1, zo € A z nierbwnosci £; < x5 wynika, ze

f(z1) > f(z2).

Jesli funkcja jest nierosnaca w catej swojej dziedzinie, to méwimy, ze funkcja jest nierosnaca.
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Funkcja niemalejaca

Funkcje liczbowa f : X — Y nazywamy niemalejacg w podzbiorze A C X wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw z1, x5 € A z nieréwnosci 1 < x2 wynika, ze

f(z1) < f(z2).

Jesli funkcija jest niemalejaca w calej swojej dziedzinie, to mowimy, ze funkcija jest
niemalejgca.



W ponizszych dwoch przyktadach przedstawimy przyklady funkcji: pierwsza z nich jest
funkcjg monotoniczng, druga nie jest funkcja monotoniczng.

Przyktad 1

Dana jest funkcja opisana przez zbior par {(—3,1),(—1,1), (0, 3), (1,5),(2,7)}.
Okreslimy, czy funkcja jest monotoniczna.

Rozwigzanie:

Poniewaz zachodzi zaleznoSc:

f(=3) = f(—1) < f(0) < f(1) < f(2), zatem funkcja jest niemalejaca.
Przyktad 2

Sprawdzimy, czy funkcja okre$lona wzorem f(z) = —z? + 1dlaz € {-3,—1,0,2, 3} jest
monotoniczna.

Rozwigzanie:

Obliczymy wartosci tej funkcji dla podanych argumentow:




f3)=-3+1=-8
Z otrzymanych kolejnych wartosci tej funkcji wynika, ze ta funkcja nie jest monotoniczna.

Majac funkcje zadang wzorem, mozemy wykazac, ze jest monotoniczna. Kolejne kroki
w dowodzeniu zostaty opisane w ponizszych przyktadach.

Przyktad 3

Wykazemy, ze funkcja zadana wzorem f(z) = —3x + 1 jest malejgca.
Rozwigzanie:

Zatozmy, ze x1, o € Dyoraz z; < Ts.

Wtedy f(zs) — f(z1) = =322+ 1 — (=321 + 1) = —3z5 + 3.
Poniewaz x1 < @9, zatem —3xs + 321 = —3(x2 — 1) < 0, czyli
f(z1) > f(z2).

Stad, wobec dowolnosci 1, o wnioskujemy, ze funkcja jest malejgca.

Przyktad 4

Wykazemy, ze funkcja okreslona wzorem f(z) = —24- dlaz € (—1,4-00) jest rosnaca.
Rozwigzanie:

JeSli —1 < x1 < a9, to:

fl@s) = fle1) = 22 — 2oy = 2R Znletl) - Jindny = SIS >0,

poniewaz xa > x1i (z1 + 1)(z2 + 1) > 0.

Stad, wobec dowolnosci z1 i 2 wnioskujemy, ze funkcja f jest rosngca.

Niektore funkcje rozpatrywane w calej swojej dziedzinie nie s monotoniczne, ale sg
monotoniczne przedzialami.

Przyktad 5

Uzasadnimy, ze funkcja, ktorej wykres przedstawiono na ponizszym rysunku, nie jest
rosnagca w catej swojej dziedzinie.
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Rozwigzanie:

Z wykresu funkcji mozemy odczytac, ze dziedzina tej funkciji jest zbior R \ {0}. Na
podstawie wykresu wydaje si¢ tez, ze funkcja jest rosngca. Jednak okazuje sie, ze tak nie
jest.

Niech ; = —2 oraz xy = 2.

Wtedy f(x1) = f(—2) =1 > f(2) = f(=2), zatem funkcja nie jest rosnagca w catej swojej
dziedzinie.

Zauwazmy, ze funkcja jest przedziatami monotoniczna i jest rosngca w kazdym

z przedziatéw (—oo, 0) oraz (0, co).

Stownik
monotonicznos¢ funkcji

wlasnos$¢ funkciji, ktora okresla zmiane wartosci tej funkcji wraz ze wzrostem
argumentow



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, a nastepnie wykonaj polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1B4TuVgF

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy monotonicznoSci.

Polecenie 2

Wykaz, ze funkcja okreslona wzorem f(z) = -5 dlax € (-2, +00) jest rosnaca.



https://zpe.gov.pl/a/D1B4TuVqF

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wskaz funkcje monotoniczne w catej swojej dziedzinie.

[ ] stata

[ ] kwadratowa

(] liniowa

Cwiczenie 2 ¢

Uzupetnij definicje funkcji rosnacej oraz funkcji malejacej.

Mowimy, ze funkcja liczbowa f jest rosnaca, gdy dla kazdych dwdch argumentéw 1 oraz x,

HISIERIBIE

Cwiczenie 3

Czy funkcja opisana przez zbiér par

{(_3’_2)’ (_2’0)’ (_1>1)’ (O’%)’ (1’%)}

jest monotoniczna?

() Tak

() Nie




Cwiczenie 4
Ponizsze rysunki przedstawiajg wykresy pewnych funkcji. Wskaz wykresy funkcji
monotonicznych.
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Cwiczenie 5
Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = x* — 22> — 4z dlaxz € {-1,0,1,2, 3}.

Uzupetnij:

..............

jest nierosnaca ’ ‘ —5 ’ ‘ jest rosnaca ’ ‘ jest malejaca ’ ‘ -9 ’ ‘ 1 ’ ‘ -8 ’

nie jest monotoniczna ’ ‘ 4 ’ ‘ —5 ’ ‘ -3 ’ ‘ 0 | | jest niemalejaca ’




Cwiczenie 6

Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = z — v/z + 6 dlaz € {-5,3,10,19,30}.

Uzupetnij:

8=
=
o=
fao=
fBo) = ,

24 ’ ‘ jest nierosnaca ’ ‘ —12 ’ ‘ —4 ’ ‘ jest niemalejaca ’ 14 ’ ‘ jest rosngca ’

nie jest monotoniczna ’ ‘ 6 ’ ‘ 2 ’ ‘ —6 ’ ‘ 0 ’ ‘ jest malejaca ’

Cwiczenie 7
Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = 2 — vz + 4 dlaz € (—4, +00). Uzupetnij:

Jezeli —4 < x1 < x9, to
r1+4<ax+4
i stad

Mnozac otrzymang nieréwnos¢ stronami przez (—l), a nastepnie dodajac stronami 2

otrzymujemy

______________

______________

‘ jest malejaca ’ ‘ > ’ ‘ < ’ ‘ nie jest monotoniczna ’ ‘ = ’ ‘ > ’ ‘ jest rosnaca ’ ‘ < ’




Cwiczenie 8 @

Uporzadkuj funkcje w kolejnosci: funkcja rosngca, malejgca, stata, niemonotoniczna.
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Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Monotoniczno$¢ funkcji

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

1) okresla funkcje jako jednoznaczne przyporzadkowanie za pomocg opisu stownego, tabeli,
wykresu, wzoru (takze réznymi wzorami na réznych przedziatach);

4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbidr wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze) lub
mniejsze (nie wieksze) od danej liczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkcji (o ile istnieja)
w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktérych wartosci najwieksze i najmniejsze
sg przez funkcje przyjmowane;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢.

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje definicje monotonicznosci funkci,
» rozpoznaje funkcje monotoniczne,
» wykorzystuje definicje monotonicznosci funkcji w dowodzeniu

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;

 liga zadaniowa;

e burza mozgow;

o metoda krokodyla.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie uczniom tematu: ,Monotonicznos¢ funkcji” oraz celow lekci,
a nastepnie okreslenie kryteriow sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Animacja”. Zapisuja ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiale elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekciji ,Sprawdz sie”
Wyniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

4. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy w celu przeprowadzenia ligi zadaniowe;j.
Uczniowie rozwigzuja zadania 3-5 na czas (od zadania latwiejszego do trudniejszych).
Grupa, ktora poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze
nagrodzi¢ uczniéw ocenami za aktywno$¢. Rozwigzania sa prezentowane na forum
klasy i omawiane krok po kroku.



5. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8 z sekcji ,Sprawdz si¢” metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”
i ,0zywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzujg i na nastepnejlekcji porownuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Monotonicznos$¢ funkcji
Wskazowki metodyczne:

» Materiat w sekcji ,Animacja” mozna wykorzystac jako powtorzenie i utrwalenie
wiadomosci w zakresie monotonicznosci funkciji.


https://epodreczniki.pl/a/monotonicznosc-funkcji/DRBFgBGnP

