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Zrodto: dostepny w internecie: pikrepo.com, domena publiczna.

Wyrazenia algebraiczne moga mie¢ rozng postac.

W tej lekcji zajmiemy si¢ omowieniem takich wyrazen algebraicznych, ktére mozna zapisac
w postaci ilorazu, z uzyciem kreski utamkowe;j.

Twoje cele

» Wyjasnisz analogie miedzy utamkami zwyklymi i wyrazeniami algebraicznymi
zapisanymi w formie ulamka.

» Obliczysz wartosci wyrazen algebraicznych tego typu.

e Okreslisz, w jakich sytuacjach obliczenie wartosci ulamka nie jest mozliwe.




Przeczytaj

Zajmiemy sie tutaj wyrazeniami algebraicznymi zapisanymi w formie utamka zwyktego.
Utamek, ktorego licznik i mianownik sg wyrazeniami algebraicznymi nazywamy utamkami
algebraicznymi.

Rozwazmy kilka wyrazen algebraicznych zapisanych w formie utamka.

4p’q

5p3q*

e Zauwazmy, ze ulamek ten jest okreslony (tzn. mozna obliczy¢ jego wartosc¢), gdy
mianownik jest rozny od 0.

o OkresSlmy zatem dziedzing tego wyrazenia:
5p3q* # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p # 0 oraz q # 0.
Czyli ulamek jest okreslony, gdy p€R\0 i g€ER\O.

e Zauwazmy, ze utamek mozna skrocic¢ (analogicznie do skracania utamkow zwyktych):

2 .
shi = 2 pER\0 i gER\O.

32:1:63/5 Z13

24x3y7 22

« Ulamek ten jest okreslony, gdy x # 0,y # 0, z # 0.

e Mozna go skroci¢ przez 8x3y° 22:
32255213 473 A1

24x3yT2 T 3y
» Pamietajmy jednak, ze skrocenie nie powoduje zmiany zatozen - powyzsze wyrazenia
algebraiczne sg rowne tylko gdy x€R\0, yeR\0, zER \<mfenced open="">0.

a’+3ab
ab—2a

e Zapiszmy licznik i mianownik utamka w postaci iloczynu:
a2+3ab . a(a+3b)
ab—2a — a(b-2) -
o Ulamek jest okreslony gdya # 01 b # 2.
e Mozna go skrocic przez a:
a(a+3b) _ a43b
a(db—2) — b2

pamietajac o poczatkowych zatozeniach: a€R\0, bER\2.

Tty
2 +2zy+29?

e Zauwazmy, ze
T+Y _ T+Y _ T+Y
2+ 2zy+2y° 22+ 2zy+y?+y? (z+y)+12
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» Mianownik zostat zapisany jako suma kwadratow, moze wiec przyja¢ wartos¢ 0 tylko,
gdy jednocze$nie x = 0 oraz y = 0.
Ulamek zatem jest okreslony, jezeli przynajmniejjedna z liczb z, y jest rozna od 0.
Taki warunek mozna zapisac¢ na kilka sposobow, na przyktad:
- mozemy powiedzie¢, ze x # 0luby # 0,
- mozemy ten warunek przedstawi¢ w formie 2> + y* # 0.

<math >m2n-nm2+2m-+1

e Przeksztal¢my utamek wylaczajgc wspolny czynnik przed nawias i stosujac wzory
skroconego mnozenia:

min—n __ n(m*=1)  n(mt+l)(m-1)
m*2m+1 —  (m+1)?  (m+l)?
o Ulamek jest okreslony gdy m # —1 i mozna go skroci¢ przez m + 1:
n(m+1)(m—1) _ n(m-1)
(m+1)>  mil T
Przyktad 1
Obliczmy wartosci wyrazen algebraicznych dlaa = —3,b = 2,¢ = —1.
5a+7
3b+c?
5at7 _ —1547 _ 8
3btc? . 6+1 7
a17b13020
(a2b2¢)”

» Mozemy najpierw uprosci¢ ulamek (podane wartosci a, b, ¢ naleza do dziedziny

podanego wyrazenia).
alTp3c20  glTpl3p20 3013 97.(—1) 27
(a2b2c)7 — 4l T T p - 2 - 9
a+b+c
a+b—c

e Zauwazmy,zea+b—c=-3+2+1=0.
e Zatem ulamek % nie jest okreslony dla podanych wartosci a, b, c.

a’+3ab
a?+bac

o Sprowadzmy licznik i mianownik do postaci iloczynu:
a2+3ab o a(a+3b)
a?+5ac ~—  a(a+bc)
» Widzimy, ze dla podanych wartosci a, b, ¢ utamek jest okreslony (mianownik jest

rozny od zera) i mozna go skrocic przez a.
a(a+3b)  a+3b _ —3+6 3

ala+bc) — atbc T —-3-5 T 8




ab+3b
ac+3c

e Mozna sprobowac skroci¢ utamek:

abt3b _ blat3) b _ 2 _ o
ac+3c c(a+3) c -1 :

o Wazne jest jednak zawsze sprawdzenie, czy dany utamek dla okreslonych wartos$ci
zmiennych istnieje. W naszym przypadku wyrazenie c(a + 3) dla a = —3 przyjmuje
wartosc¢ 0, wiec dla podanych warto$ci zmiennych utamek Ziigg nie ma okreslonej
wartosci.

Wazne!

Wykonujgc operacje na ulamkach algebraicznych nalezy pamietac¢ o uwzglednieniu
dziedziny utamka. Mianownik utamka w kazdej jego postaci (rowniez przed dokonaniem
ewentualnego skracania utamka) musi by¢ rézny od 0.

Okreslajgc dziedzine wyrazenia algebraicznego nalezy podac dla wszystkich zmiennych
wystepujacych w wyrazeniu warunki, przy ktorych spetnieniu wyrazenie przyjmuje jakas
wartos¢; w szczegolnosci:

o mianowniki utamkow i liczby przez ktore dzielimy musza by¢ rozne od zera;

« liczby podpierwiastkowe pierwiastkow parzystego stopnia nie moga by¢ liczbami
ujemnymi;

e podstawa logarytmu i liczba logarytmowana muszg by¢ dodatnie, ponadto podstawa
logarytmu musi by¢ rézna od 1;

e zero nie moze by¢ podstawa potegi o wyktadniku 0.

Przyktad 2

Rozwazmy sze$§¢ wyrazen algebraicznych zapisanych w formie utamka. Ustalmy, ktore
z tych wyrazen s3 rowne wyznaczajgc ich dziedzine i sprowadzajgc wyrazenia do
najprostszej postaci.

% jest w najprostszej postaci

Zalozenia: a€R; x€ER\0

6az
32

6ar __ 2a

32 T w

Zalozenia: a€R; x€R\0
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2azr+4a

242
2az+4a __ 2a(z+2) 2a
?+2z ~  z(z+2) T =z

Zatozenia: a€R; x€ER\-2,0

104>
5az

100> _ 2a
S5ax = =z

Zalozenia: a€ER\0; x€R\0

2a/z

Va3
20/T _ 2 2 _ 2a
\/E \/a32 2 |” x’? ‘” €x

Zatozenia: a€R; z € (0, 00)
ze wzgledu na ostatnie zatozenie

mozna bylo zastosowa¢ rownos¢

(9 .9
" =«

4a’2®
2ax?

4a’x? — 2a
2a23 T

Zalozenia: a€ER\0; xER\O

Porownujac zatozenia widzimy, Ze mamy nastepujace pary wyrazen rownych:

e 1oraz?2
e 4o0raz6

Przyktad 3

Dane jest wyrazenie p—— Jaka jest

(a) najwigksza,
(b) najmniejsza wartosc,




ktora moze przyja¢ to wyrazenie, jesli k, m, n sa réznymi dodatnimi liczbami
jednocyfrowymi?
(a) szukamy najwiekszej wartoSci wyrazenia
. /s .. . . . . 2 ..
« Ulamek ma przyja¢ warto$¢ najwieksza, wiec jego mianownik k + s T Powinien
przyja¢ warto$¢ najmniejsza.
e Zatemliczbam + % powinna by¢ mozliwie duza, za$ liczba n mata.
» Oznacza to, ze m powinno przyja¢ wartos¢ duza, zas ki n — mala.
Mamy wiec do rozwazenia dwie sytuacje:
° m:9,k:1,n:2,

1 _ 2

wtedy L T %
m+q-

e m=9k=2n=1,

1 — 6

Wtedyﬁ—lg.
m+q-

o Najwieksza warto$¢ ulamka to %
(b) analogicznie wyznaczy¢ mozemy najmniejszg wartoS¢ wyrazenia

e Zauwazmy, ze m powinno przyja¢ warto$¢ malg, za$ ki n - mozliwie duza.
Mamy wiec do rozwazenia dwie sytuacje:
em=1k=8n=09,

1 2
wted = 5.
y k+ﬁ 19
[ ] m:l,kzg,nZS,
1 11
wtedy = .
k+ﬁ 115

11
115 °

» Najmniejsza warto$¢ ulamka to

Stownik
dziedzina wyrazenia algebraicznego
zbidr liczb, dla ktorych wyrazenie algebraiczne ma sens liczbowy.

utamek algebraiczny

utamek, ktorego licznik i mianownik sg wyrazeniami algebraicznymi.



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Rozwigz zadania w grze edukacyjnej.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DVvVwmMJM

Polecenie 2

Ustal, dla jakich wartosci zmiennych x, y zachodzi réwnos¢ wyrazenh:

b5z _ 10zy
Ty T 14y?

42 z—4

5cy+10y ~—  5zy—20y

6zy 812

92243z  12zy+4y



https://zpe.gov.pl/a/DVvVwmMJM

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Utamek x”ﬂfl dla z = 2 przyjmuje wartosc

O 2

1
O 13

Cwiczenie 2

Utamek 2;—:%1 przyjmuje wartos¢ 9 dla

o o O O
[




Cwiczenie 3

Utamek mf—j_/yz, dlaz = 2, y = 4 przyjmuje warto$¢

o O O
e
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Cwiczenie 4

Utamek 2::—;; przyjmuje wartoéc¢ 1 dla

o O O O
[
I
|



Cwiczenie 5

Utamek 2x§’—2 przyjmuje wartos¢ 1 dla

y2

o o d
[
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(] z=1,y=1

Cwiczenie 6

Utamek a:2_—:y przyjmuje wartosc 2 dla

o O O
[
I
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(] z=1,y=3,2=1

Cwiczenie 7

Potacz w pary utamki z ich wartosciamidlaz =1, y = —1.

y2

2z+y

ry
3z+2y




Cwiczenie 8 @

Przesun utamki do obszaréw wskazujac dla jakich x przyjmujg warto$¢ (—1).

T =2
2—4x 2 2x ;1;2
z2+1 z—4 z+3 2241

T 2x+1 z—1 3x

z—6 x—10 z2—5 z—8

rz=-—1

z=3

Cwiczenie 9 @

Dany jest utamek " L —, okreslony dla jednocyfrowych liczb catkowitych dodatnich.
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Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Ulamki algebraiczne

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:

7) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» zauwaza analogie miedzy utamkami zwyktymi i wyrazeniami algebraicznymi
zapisanymi w formie utamka;

 oblicza wartosci wyrazen algebraicznych tego typu;

 opisuje sytuacje, w jakich obliczenie warto$ci utamka nie jest mozliwe.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;
» metoda kota i myszy;



» grywalizacja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekcii.

Faza wstepna:

» Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajaca w temat: ,,Utamki algebraiczne”.
» Nauczyciel przedstawia uczniom celow lekcji, a nastepnie okreslenie kryteriow
sukcesu.

Faza realizacyjna:

» Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z trescig sekcji ,Przeczytaj’, a nastepnie metodg kot
i mysz rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne w sekcji ,Sprawdz sie”. Mysz stara si¢ jak
najlepiej rozwigzac zadania, a kot sprawdza ich poprawnosc¢. Po 2 nieudanych prébach
kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role uczniow odwracajg
sie i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢ powtarza.

» Uczniowie w parach graja w gre edukacyjng, nastepnie na forum klasy omawiajg
ewentualne problemy zwigzane z przykltadami w niej. Osoby, ktore zdobyly najwiece;
punktow mogg otrzymac oceny.

Faza podsumowujaca:
» Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz
sie”.
» Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:



o Zadanie dla kolegi/kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 619 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
Wyrazenia algebraiczne
Wskazowki metodyczne:

Gra edukacyjna moze zosta¢ wykorzystana na lekcji jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy z tematu ,,Ulamki algebraiczne”.


https://epodreczniki.pl/a/wyrazenia-algebraiczne/DpRcpSJV

