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Geometryczne zagadnienia optymalizacyjne -

wykorzystanie wtasnosci funkcji kwadratowe;j

Zrédto: 122369, dostepny w internecie: www.pixabay.com.

Wedtug Stownika Jezyka Polskiego pod redakcjg W. Doroszewskiego, optymalizacja to:

1. organizowanie jakich$ dziatan, procesow itp. w taki sposob, aby daty jak najwieksze
efekty przy jak najmniejszych naktadach,

2. poszukiwanie za pomocg metod matematycznych najlepszego, ze wzgledu na wybrane
kryterium, rozwigzania danego zagadnienia gospodarczego przy uwzglednieniu
okreslonych ograniczen.

Optymalizacja to proces poszukiwania najlepszego rozwigzania problemu, czy metody
postepowania.

Poszukiwanie najwigkszego zysku, najmniejszego kosztu, zuzycia najmniejszej ilosci
materiatu lub najwiekszej powierzchni spetniajgcej dane warunki - to tylko kilka
przyktadow problemow optymalizacyjnych.

W tym materiale wykorzystamy wiasnosci funkcji kwadratowej do optymalizacji zagadnien
geometrycznych.

Twoje cele



Podasz wzor funkcji kwadratowej stuzacy do optymalizacji danego zagadnienia
geometrycznego.

Wykorzystasz wspotrzedne wierzchotka paraboli, bedacej wykresem danej funkciji
kwadratowej, do interpretacji zagadnien geometrycznych.

Rozwigzesz zadania optymalizacyjne za pomoca funkcji kwadratowe;j.
Wykorzystasz wlasnosci funkcji kwadratowej do interpretaciji zagadnien
geometrycznych.



Przeczytaj
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Istnienie najmniejszej lub najwiekszej wartosci funkcji kwadratowej zalezy od
wspotczynnika a.

Wykres funkcji kwadratowej mozemy wykorzysta¢ do prostych optymalizaciji, szukajac
najwiekszejlub najmniejszej wartosci danej funkcji. Aby rozwigza¢ zadanie optymalizacyjne
nalezy wyznaczy¢ wzor funkcji f(z) opisujacej sytuacje z zadania oraz dziedzine tej funkcji.
Nastepnie nalezy znalez¢ wspolrzedne wierzchotka wykresu otrzymanej funkcji
kwadratowe;.

Przyktad 1

Jakie wymiary ma prostokat o obwodzie 40 cm, ktory ma najkrotsza przekatng?

Rozwigzanie

d - przekatna prostokata

Szukamy bokéw prostokata z i b, dla ktérych przekatna d bedzie najkrotsza.
Wiemy, ze obwod prostokata wynosi L = 40 cm oraz wiemy, ze L = 2z + 2b.
40 =2z + 2b

2b=40—-2x |:2

b=20—z.

Dlugosci bokow sg liczbami dodatnimi: > 0 oraz 20 — z > 0.

—z > —20

x < 20.

Zatem w powyzszych obliczen wynika, ze z > 01z < 20, wiec z € (0, 20).




Z twierdzenia Pitagorasa mamy, ze dlugo$¢ przekatnejw prostokacie jest rowna:
d? = 22 + (20 — z)°.

d= \/scz + (20 — z)? = Vx2 4+ 400 — 40z + 22 = /222 — 40z + 400.
Przeksztalcamy wyrazenie podpierwiastkowe do postaci kanoniczne;j.
222 — 40z + 400 =

= 2x? — 40z + 200 — 200 + 400 =

= 2(2? — 2 10z + 100) — 200 + 400 =

= 2(z — 10)> — 200 + 400 =

= 2(z — 10)* + 200 > 0 dla kazdego z € R.

Otrzymalismy wzor funkcji d(z) = \/2(1: —10)® + 200, = € (0,20), ktorej wartoscia jest

dlugosc przekatnej prostokata, w zaleznosci od dlugosci jego bokow.

Wykresem funkciji znajdujacej si¢ pod pierwiastkiem jest fragment paraboli skierowanej
ramionami do goéry (a > 0), wiec dla zy wierzchotka przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

Wspoétrzedne wierzchotka paraboli y = 2(x — 10)2 + 200 to:
zw = 10,z € (0,20) oraz yy = 200.
Dla z = 10 wyrazenie podpierwiastkowe przyjmuje wartos¢ najmniejszgq rowng 200.

Przekatna d bedzie najkrotsza, gdy wyrazenie podpierwiastkowe bedzie najmniejsze,
czyli dla z = 10. Dlugoéé przekatnej wynosi w tym przypadku /200.

Prostokat ma boki o dtugosciach: 10 cm i 20 cm — 10 cm = 10 cm, czyli jest to kwadrat
o boku dtugosci 10 cm.

Odpowiedz
Najkrotsza przekatng ma kwadrat o boku 10 cm.

Przyktad 2

Ktory z walcow o obwodzie przekroju osiowego rownym 40 cm ma najwigksze pole
powierzchni bocznej?

Rozwigzanie


javascript:void(0);

Przekrojem osiowym walca jest prostokat o bokach: h (wysoko$¢ walca) i 27 (r to promien
podstawy walca).

=
- -,

Obwod prostokata bedgcego przekrojem osiowym walca wyraza wzor:

L =2h+2-2r.

Oznaczmy przez x promien podstawy walca.

Podstawmy dane.

40 = 2h + 2 - 2z.

Po podzieleniu stronami przez 2, otrzymujemy:

20 = h + 2z.

Stad h = 20 — 2z.

Dtugosci bokéw sg liczbami dodatnimi, wigc > 0 oraz 20 — 2z > 0.

—2z > —-20 |:(-2)

z < 10.

Zauwazmy, ze ¢ < 10 oraz jednoczes$nie z > 0, zatem mamy, ze = € (0, 10).
Przypomnijmy, ze pole powierzchni bocznejwalca wyraza wzor: P, = 27rh.
P, =27x(20 — 2z) dlax € (0, 10).

Otrzymali$my funkcje wyrazong wzorem: P(z) = —27wz(2z — 20).

Poniewaz a < 0, to funkcja dla zy wierzchotka przyjmuje wartos¢ najwieksza. Aby
wyliczy¢ wspotrzedne wierzchotka, wykorzystamy fakt, ze funkcja jest przedstawiona



w postaci iloczynowej. Pierwsza wspolrzedna wierzchotka zyy jest Srednig arytmetyczna
miejsc zerowych funkcji kwadratowe;j.

£E1+$2

TwW — 5

zw = 80 =5 € (0,10).

Zatemz =r = 5 cm.

P = P(5) =27-5(20 —2-5) = 1007
P,z = 1007 cm?

Obliczmy wysokos¢ walca.
h=20-2x=20-2-5=20-10=10
Odpowiedz

Walec, ktorego promien podstawy wynosi 5 cm i wysokos¢ 10 cm ma najwigksze pole
powierzchni bocznej wynoszace 100 cm?.

Przyktad 3

Suma dlugosci wysokosci i obu podstaw trapezu rownoramiennego wynosi 16. Oblicz
dtugos¢ przekatnej tego trapezu, gdy trapez ma pole najwieksze z mozliwych.

Rozwigzanie



Oznaczmy: |AB| = a, |DC| =0, |CE| = h, |AC| = d.

Z tresci zadania wiemy, ze a + b+ h = 16.

Oznaczmya + b = z.

Otrzymamy wigc, ze £ + h = 16.

Stad h = 16 — x.

Dlugosci bokow sg dodatnie: > 0 oraz 16 — x > 0, stad = € (0, 16).
Pole trapezu wyraza wzor: P = “T”’h

P=1(16-1)=—5z(z— 16)

Wzor szukanej funkeji to P(z) = — 1z (z — 16), przy czym z € (0, 16).

Funkcja jest zapisana w postaci iloczynowej. Jej miejscami zerowymi sg liczby 0 i 16.
Poniewaz a < 0, funkcja w wierzcholku przyjmuje wartoS¢ najwieksza, a wspotrzedna
xw wierzcholka jest srednig arytmetyczng miejsc zerowych odpowiedniej funkcii
kwadratowe;j.

Ty = Bin
zy = B =8 € (0,16).

Zatem dla x = 8 pole przyjmuje wartos¢ najwieksza.
Puaz = P(8) = —3 -8- (8 — 16) = 32

Obliczmy wysokoS$¢ trapezu z ponizszego wzoru.
h=16 -z

h=16—-8=28

Aby obliczy¢ dlugos¢ przekatnej tego trapezu, skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa
zapisanego dla trojkata prostokatnego AEC, mianowicie: |AE|> + |EC|* = |AC)?.

Przyjmijmy oznaczenia:
|AC| = d - przekatna trapezu,
|EC| = h - wysokos¢ trapezu.

d?> = |AE|” + h?



d=\/|AB + 2
Z rysunku wynika, ze |AE| = |AB| — |EB|.

Zauwazmy, ze| EB| = “T_b, poniewaz trapez jest rownoramienny. Mamy wiec, ze
|AF| = |EB| oraz |AB| = a = b+ 2|EB|.

Poniewaz a 4+ b = & = 8, mamy

_ a—b __ 2a a—b __ 2a—a+b __ at+tb _ =z
|AE| =a — 42 = & — :

2 T2 2 2 2

— 8 _
=35 =4

Zatem |AE| = 4 oraz h = 8. Podstawmy obliczone wartosci do ponizszego wzoru.

d=\/|AB + 2

d= \/\AE|2+h2 — /42 1 82 = /16 4 64 = v/80 = v/16 - 5 = 4V/5
Odpowiedz

Dtugos¢ przekatnej trapezu o najwiekszym polu wynosi 44/5.

Przyktad 4

Drut o dtugosci 68 cm dzielimy na dwie czesci. Z jednej tworzymy kwadrat, z drugiej
prostokat, w ktorym stosunek dtugosci bokoéw wynosi 2 : 1. Na jakie cze$ci trzeba rozcigc
drut, aby suma pol kwadratu i prostokata byla najmniejsza?

Korzystajgc z powyzszych rysunkow dostajemy, ze:
obwodd kwadratu: L, = 4a;
obwod prostokata: L, = 2b + 2c.

Stosunek dtugosci bokow prostokata wynosi 2 : 1, wiec b = 2¢ oraz
Ly, =2-2c+H 2c = 6c.



Z treSci zadania wynika, ze suma obwodow kwadratu i prostokata jest rowna dtugosci
drutu.

L - dlugos¢ drutu.

L=Ly+ L,

Z powyzszych rozwazan oraz z treSci zadania mamy wiec, ze 68 = 4a + 6c¢.
Z powyzszego rOwnania wyznaczmy a.

4a = 68 — 6¢c |: 4

Pole kwadratu: P, = a® = (17 - %0)2.

Pole prostokata: P, = bc = 2c-c = 2¢2.

Suma pol kwadratu i prostokata: P = P, + P, = (17 — %c)2 + 2¢2.
Mozemy zapisa¢ powyzszy wzor na pole jako wzor funkciji.

P(c) = (17— %c)2 + 2%,

Poniewaz dlugosci bokéw nie mogg by¢ ujemne, muszg by¢ spetnione warunki:
c > 0oraz17 — %c> 0.

—3e> 17

c < 33—4 oraz ¢ > 0, zatem c € (O, %4)

P(c) = (17— ¢)* +2c> = 289 — Blc + 9> + 2% = 289 — 5lc + L2
P(c) =4lc* —51c+289, ce (0,3)

Otrzymali$my funkcje wyrazong wzorem P(c) = 4f¢? — 51c + 289. Poniewaz ¢ > 0,
funkcja w wierzchotku wykresu przyjmuje wartoS¢ najmniejszg. Aby obliczy¢
wspolrzedne wierzchotka, wykorzystamy ponizszy wzor.

—51
CwW = _2 17 :6
1

. . . /. . .. . 34
Funkcja przyjmuje wartos¢ najmniejszg dlac = 6 cm, ¢ € (0, ?).



Odpowiedz

Drut nalezy przecia¢ na dwie czesci o dtugosciach: 4 - 8 cm = 32 cm oraz
6-6cm =36 cm.

Przyktad 5

Z trojkata ABC, w ktorym |AC| = |BC| = 10 cm,|AB| = 12 cm, nalezy wyciac¢
rownolegtobok, ktorego jeden bok bylby zawarty w podstawie AB, a drugi - w jednym

z pozostatych bokow trojkata ABC'i ktéry mialby najwieksze pole. Oblicz dlugosci bokow
i pole szukanego rownolegtoboku.

A O D B

Czworokagt ADEF jest rownoleglobokiem, oznaczmy |AF| = |DE| = z oraz
|AD| = |FE| = z.

Trojkat CF'E jest podobny do trojkata ABC - tréjkaty maja takie same katy.
NCFE~ A\ ABC.

Z cechy (k, k, k) wiemy, ze odpowiednie odcinki sg proporcjonalne:

|CF| _ |AC|
|[FE| = |AB|

|AC| = 10 cm oraz |AB| = 12 cm.

10—x __ 10

z 12

120 — 12z = 10z



z=12 -1, 2z.

Dtugosci bokow spetniaja warunki:
x>0orazz=12— 1,2z

—1,2x > —12

z < 10.

Zatem mamy, ze ¢ > 0 oraz z < 10, wiec z € (0, 10).

Pole rownolegtoboku wyraza wzor: P = |AD| - |AF| - sin «, co mozemy tez zapisa¢ za
pomoca przyjetych oznaczen: P = z - x - sino.

h h

sSiIno = m = 10

Wysoko$¢ trojkata ABC wyliczymy z twierdzenia Pitagorasa zapisanego ponizej dla
trojkata prostokatnego AOC.

K2 +|AOJ® = |AC)?

h? = |AC)* — |AO)?

h = /JACI - |40

|AO| = 1|AB| = 6, poniewaz trojkat ABC jest rownoramienny.
Stad h = /102 — 62 = /100 — 36 = v/64 = 8.

Zatemsin o = % = % = %.

Pole réwnolegtoboku wyraza wzor: P(z) = (12 — 1,2z) - = - 4, gdzie z € (0, 10).

Funkcja przyjmuje wartos¢ najwiekszg w wierzchotku paraboli bedgcejwykresem funkcii
P(z) = (12— 1,2z) -z - + = —+(1,2z — 12), poniewaz a < 0.

Funkcja zapisana jest w postaci iloczynowej. Skorzystamy z faktu, ze pierwsza
wspolrzedna wierzchotka paraboli jest Srednig arytmetyczng jej miejsc zerowych. Miejsca
zerowe funkcji P(z) to z; = 0 oraz z; = 10.

oy = 2572 = 0 =5 2 € (0,10).

Maksymalne pole jest rowne:
Pmm,:P(5):(12—1,2-5)-5-%:(12—6).4:6.4:24.

|AF| =x =5cm



|AD| =2=12-1,22=12—-1,2-5=12—-6 = 6.
Odpowiedz

Dtugosci bokow szukanego rownolegtoboku wynosza: 5 cm i 6 cm, a jego pole wynosi
24 cm?,

Stownik
funkcja kwadratowa

funkcje f(z) = ax? 4 bx + c okreslong dla wszystkich liczb rzeczywistych , gdzie a, b, c
sa liczbami rzeczywistymi, przy czym a # 0, nazywamy funkcjg kwadratowas; jej
wykresem jest parabola

posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowe;j

f(az):a(a:—i—%f—%,a#O



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujgcg wykorzystanie wtasnosci funkcji kwadratowej do
interpretacji zagadnien geometrycznych. Rozwiaz zadania znajdujace sie pod animacja
i poréwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DVwF0Ypal

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacy geometrycznych zagadnien
optymalizacyjnych- wykorzystanie wtasnosci funkcji kwadratowe;.

Polecenie 2

Dany jest prostokat o bokach 5 cm i 4 cm. Jeden bok tego prostokata powiekszamy, a drugi
pomniejszamy o  cm. Dla jakiej wartosci x cm pole otrzymanego prostokata bedzie
najwieksze?



https://zpe.gov.pl/a/DVwF0Ypal

Polecenie 3

Czy mozna okresli¢ wymiary stozka, ktérego obwod przekroju osiowego jest réwny 20 cm
i jego pole powierzchni bocznej jest najwieksze?

h - wysokos$¢ stozka

T - promien podstawy stozka

l - tworzaca stozka



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
W ogrodzeniu prostokatnej dziatki zamontowano 2 furtki o szerokosci 1 m kazda. Na

ogrodzenie dziatki zuzyto jeszcze 46 m biezacych siatki. Wyznacz najwieksze mozliwe pole
powierzchni ogrodzonego obszaru. Zaznacz poprawng odpowiedz.

() 121 m?
() 169 m?
() 144 m?

() 100 m?

Cwiczenie 2 ¢

Dany jest prostokat o bokach 6 cm i 21 cm. Dobierz odpowiednig zmiane dtugosci bokéw
tego prostokata do wartosci x tak, aby pole otrzymanego prostokata byto najwieksze.

Krétszy bok tego prostokata
powiekszamy o 3z, a dtuzszy x=3,75
pomniejszamy o 2x

Kroétszy bok tego prostokata
powiekszamy o z, a dtuzszy x=0,5
zmniejszamy o 3x

Krétszy bok tego prostokata
powiekszamy o %a:, a dtuzszy x=4,25

zmniejszamy o %33

Kroétszy bok tego prostokata
powiekszamy o 2z, a dtuzszy 55 = Il
zmniejszamy o 2x




Cwiczenie 3 @

Dany jest prostokat o obwodzie 60 cm.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

[ ] Najkrétsza mozliwa przekatna tego prostokata ma dtugo$é¢ v/450 cm.
(] Prostokat ten ma najkrétsza mozliwa przekatna, jesli jego wymiary to 1 cm i 29 cm.
[ ] Najwieksze mozliwe pole tego prostokata wynosi 225 cm?.

[ ] Prostokat ten ma najwieksze pole, jesli jego wymiary to 10 cm i 20 cm.

Cwiczenie 4

Dany jest walec o obwodzie przekroju osiowego rownym 60 cm. W puste miejsca wstaw
odpowiednie liczby catkowite, przeciggajac je.

..............

bocznej.

« Najwieksze pole powierzchni bocznej ma walec o przekatnej przekroju osiowego réwnej

\15”225”16”256”16”1?”13”169“289”17”15”13]




Cwiczenie 5

Suma dtugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidtowego szeSciokatnego wynosi
72 cm. W ktérym przypadku graniastostup osigga najwieksze pole powierzchni bocznej?
Zaznacz poprawng odpowiedz.

KrawedzZ podstawy ma dtugos¢ 3 cm a wysokos¢ ma dtugosé 6 cm.

Krawedz podstawy ma dtugos¢ 6 cm a wysokosé ma dtugosé 3 cm.

o O O

KrawedzZ podstawy ma dtugos¢ 3 cm i wysokosé ma dtugos¢ 3 cm.

() Krawedz podstawy ma dtugos¢ 6 cm i wysoko$¢ ma dtugosé 6 cm.

Cwiczenie 6

Suma dtugosci wysokosci i obu podstaw trapezu rownoramiennego wynosi 14 cm. Ocen
prawdziwosc¢ ponizszych zdan. Przy kazdym zdaniu w tabeli zaznacz ,Prawda” albo ,Fatsz”.

Zdanie Prawda Fatsz
Trapez ten osigga najwieksze pole przy wysokosci rownej O O
7 cm.
Najwieksze mozliwe pole tego trapezu wynosi 24, 5 cm?. O O

Dtugos¢ przekatnej takiego trapezu o najwiekszym polu
WYnosi 7v/2 cm.

O O



Cwiczenie 7 @

Odcinek o dtugosci 32 cm dzielimy na dwie czesci. Z jednej tworzymy kwadrat, natomiast

z drugiej prostokat, w ktorym stosunek dtugosci bokéw wynosi 7 : 1. Odcinek dzielimy tak,
aby suma pdl kwadratu i prostokata byta najmniejsza.

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

32

(] Dtuzszy bok prostokata musi mie¢ dtugos¢ 53

(] Odcinek musimy podzieli¢ na dwie réwne czesci, kazda o dtugosci 16.

R ¢z 56
[] Bok kwadratu musi mie¢ dtugoé¢ 3.

(] Obwéd prostokata powinien wynosic %



Cwiczenie 8 @

W tréjkat prostokatny o jednej z przyprostokatnych dtugosci b i przeciwprostokatnej dtugosci
13 wpisano prostokat jak na rysunku ponizej.

13

™

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz zdanie prawdziwe.

() Dtugosci bokéw prostokata o najwiekszym mozliwym polu to 2, 5 oraz 6.
() Dtugosci bokéw prostokata o najwiekszym mozliwym polu to 3 oraz 5.
() Dtugosci bokéw prostokata o najwiekszym mozliwym polu to 2 oraz 7, 5.

() Dtugosci bokéw prostokata o najwiekszym mozliwym polu to 3 oraz 6.



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna
Przedmiot: Matematyka

Temat: Geometryczne zagadnienia optymalizacyjne - wykorzystanie wlasnos$ci funkcji
kwadratowej

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, rozszerzony.

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegétowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

2) oblicza warto$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykreséw, wzoroéw itp.,
rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego zrédta informacji lub kilku zrodet
jednoczesnie;

4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbidr wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze) lub
mniejsze (nie wieksze) od danej liczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkcji (o ile istniejg)

w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktérych wartosci najwieksze i najmniejsze
sg przez funkcje przyjmowane;

8) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej w postaci ogolnej,
kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje);

9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie informacji o tej funkcji lub o jej wykresie;
11) wykorzystuje wtasnosci funkcji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych w kontekscie praktycznym:;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

 opisuje zaleznosci miedzy wielkoSciami wynikajgcymi z sytuacji opisanej w zadaniu za
pomoca funkcji kwadratowej;



 zapisuje wzor funkcji spetniajgcej warunki wynikajgce z sytuacji opisanejw zadaniu;

 oblicza najmniejsze i najwigksze wartosci funkcji kwadratowej oraz argumenty, dla
ktorych wartosci najwieksze i najmniejsze s przez funkcje przyjmowane;

 interpretuje otrzymane wyniki;

» wykorzystuje wiedze z planimetrii do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych;

e zzaangazowaniem rozwigzuje zadania, wykorzystujgc wiadomosci na temat réoznych
postaci funkcji kwadratowe;j;

 analizuje zadania tekstowe oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody
prowadzacej do ich rozwigzania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e praca z tekstem;
o dyskusja;
e burza mozgow;

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
e praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu;
« tablica interaktywna/rzutnik multimedialny.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

e uczniowie przypominajg definicje i metoda burzy mozgow wiasnosci funkcji
kwadratowej;

e uczniowie na tablicy rysuja przyktadowe wykresy funkcji kwadratowejdlaa < 0ia > 0

e uczniowie przypominajg, jak obliczy¢ najmniejszg/najwiekszg wartosci funkciji
kwadratowej oraz argumenty, dla ktorych wartosci najwieksze i najmniejsze sg przez
funkcje przyjmowane;

e nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:



» nauczyciel dzieli uczniow na mate grupy;

e kazda grupa otrzymuje do analizy po jednym sposrod przyktadow zawartych w sekcii
LPrzeczytaj’;

o w czasie 10 min uczniowie w grupach analizujg rozwigzania oraz przygotowuja
omowienie celem zaprezentowania na forum klasy;

» nauczyciel kontroluje prace uczniow, udzielajgc im wskazowek,

e wybrani uczniowie prezentujg analizowane przez siebie przyktady; dyskusja - jakie sa
najefektywniejsze metody rozwigzywania zadan omawianych typow,

e nastepnie nauczyciel wyswietla zawarto$¢ w sekcji ,Animacja”. Uczniowie w grupach
rozwigzuja polecenie nr 2 i 3. Wybrane grupy prezentujg swoje rozwigzania.
Nauczyciel, w razie potrzeby, uzupeinia informacje;

Faza podsumowujaca:

» przedstawiciel kazdej grupy omawia sposob pracy grupy, napotkane trudnosci;

e uczniowie okreslajg, co byto dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien;

e nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnosS¢ uczniow.

Praca domowa:
» zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

o Wspolrzedne wierzchotka paraboli

o Warto$¢ najmniejsza oraz warto$¢ najwieksza funkcji kwadratowejw przedziale
domknietym

» Zalezno$ci miedzy wartosciami wspotczynnikow wystepujacych we wzorach funkcji
kwadratowej zapisanej w postaci ogolneji w postaci kanonicznej

o Wykres funkcji kwadratowej zapisanej wzorem w postaci kanonicznej. Wykres funkciji
kwadratowej zapisanej wzorem w postaci ogolnej

Wskazowki metodyczne:

» materialy zawarte w animaciji i w sekcji Przeczytaj uczniowie moga przeanalizowac jako
prace wilasng przed lekcja; umozliwi im to wystgpienie na zajeciach w roli ekspertow.

e ,Animacj¢” mozna réwniez wykorzysta¢ w realizacji lekcji dotyczacej znajdowania
najmniejszej/najwiekszej wartosci funkcji kwadratowe;.
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