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Zrédto: This is engineering RAEng, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Wyobrazmy sobie, ze za pomoca ekierki
chcemy zmierzy¢ wysokos¢ ogladanej wiezy. o
Oczywiscie, nie chodzi tu o wspinaczke na .

wieze i wielokrotne odmierzanie dtugosci
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zaznaczonych na naszej ekierce.

Wygodniejszy (i bezpieczniejszy) sposob
pomiaru opiera si¢ na wykorzystaniu
podobienstwa pewnych trojkatow.
Wystarczy bowiem stang¢ w takiej odleglosci
od wiezy, aby jej wierzchotek widzie¢ wzdtuz
najdtuzszego boku ekierki, a jednoczesnie jedno z krotszych ramion ekierki ustawic
poziomo tak, jak to jest zaprezentowane na rysunku.

W tej sytuacji podobne sa: maly trojkat prostokatny z ekierki i duzy trojkat prostokatny,
ktorego jedna z przyprostokatnych odpowiada wysokosci wiezy.

Oznacza to, ze w kazdym z tych trojkatow stosunek odpowiednich bokow jest taki sam.
Pozostaje wiec zmierzy¢ odleglo$¢ obserwatora od podstawy wiezy, a nastepnie -
korzystajac z odpowiednich proporciji - obliczy¢ jej wysokosc¢.

Twoje cele



Okreslisz funkcje trygonometryczne: sinus, cosinus i tangens kata ostrego

w trojkacie prostokgtnym.

Podasz warto$¢ sinusa, cosinusa oraz tangensa w trojkacie prostokatnym o podanych
dtugosciach bokow.

Wyznaczysz sinus, cosinus i tangens kazdego z katow: 30°,45°,60°.

Korzystajgc ze zwigzkow trygonometrycznych, obliczysz nieznane dlugosci bokow
w trojkacie prostokgtnym, rowniez w kontekscie zwigzanym z pomiarami wysokosci
obiektow terenowych.



Przeczytaj

W pierwszym przyktadzie omowimy pomiar wysokosci wiezy za pomocg ekierek
uzywanych w praktyce szkolne;j.
Przyktad 1

Zatozmy, ze w rozpatrywanych we
Wprowadzeniu pomiarach wysokosci wiezy

uzywamy jednej ze standardowych ekierek
(to znaczy takiej o obu katach ostrych
rownych 45° lub takiej o katach ostrych 30°
i 607, jak wida¢ na rysunku obok).

Wobec tego przy pomiarach mozliwe sa
tylko trzy sytuacje przedstawione na
rysunku ponizej.

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 4.0.

W kazdej z nich wystarczy zmierzy¢ odlegtos¢ od wiezy (na powyzszym rysunku
oznaczong dla kolejnych obserwatoréw przez di, ds, d3), a nastepnie skorzysta¢ z wiedzy
o stosunku bokoéow ekierki.

Zauwazymy, ze wtedy wysoko$¢ h wiezy jest zalezna od tych odlegtosci zgodnie
Z ponizszymi wzorami:

« jezeli kat, pod ktorym widac wieze jest rowny 60°, to otrzymujemy réwnos¢

h=diV/3,




« jezeli kat, pod ktorym widac¢ wieze jest rowny 45°, to otrzymujemy rownos¢ h = ds
« jezeli kat, pod ktorym widac¢ wieze jest rowny 30°, to otrzymujemy réwnosc

_dy _ 3
h = 7% = -5-d3,
co w kazdym z tych trzech przypadkow pozwoli na oszacowanie wysoko$ci wiezy.

Jednak nie ma powodu, aby przy tego rodzaju pomiarach ograniczac si¢ do uzywania
jedynie dwoch typow ekierek. W podobny spos6b mozemy przeciez wykorzystywac
kazdy dostepny trojkat prostokatny, o dowolnych katach ostrych (a od tego, jaki jest kat
ostry, zaleze¢ bedzie stosunek przyprostokatnych i w konsekwenciji: odleglos¢ od wiezy,
w jakiej musimy sie ustawic).

Ponadto takie roznorodne ,ekierki” przydajg si¢ przy rozwiazywaniu wielu problemow
dotyczacych m.in. pomiaré6w w terenie (mierzenie wysokosci wiezy jest jednym
z przyktadowych sposobow ich zastosowania).

Zupelnie naturalnie pojawia si¢ wowczas potrzeba nazwania proporcji poszczegolnych
bokow w takich ,ekierkach” czyli w trojkatach prostokatnych o zadanym ksztalcie.
Definicja: tangens kata ostrego

Rozwazmy trojkat prostokatny o przyprostokatnych a i b oraz przeciwprostokatnejc,
w ktorym kat « lezy naprzeciw boku a.

Wtedy tangensem kata oo nazywamy stosunek dilugosci przyprostokatnejlezace;j
naprzeciwko tego kata do dtugosci drugiej przyprostokatne;:

a

tga = 7.
Przyktad 2

Obliczymy tangensy katow ostrych w trojkacie prostokatnym widocznym na rysunku:
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Za$ na ponizszym rysunku zilustrowano trojkaty prostokatne, w ktorych tangensy
zaznaczonego kata a s rowne kolejno:
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Mozna zaobserwowac, ze:
im wiekszy jest kat ostry o, tym wieksza jest wartos$¢ jego tangensa.
Definicja: sinus i cosinus kata ostrego w trojkacie prostokatnym

Rozwazmy trojkat prostokatny o przyprostokatnych a i b oraz przeciwprostokatnejc,
w ktorym kat o lezy naprzeciw boku a.



Wtedy:

» sinusem kata a nazywamy stosunek dlugosci przyprostokatnejlezacej naprzeciwko
tego kata do dlugosci przeciwprostokatne;j:

a

sina = ;

» cosinusem kata a nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnejlezacej przy tym

kacie do dtugosci przeciwprostokatne;j:
b

cosa = —
c

Uwaga! Bezposrednio z definicji wynika, ze wartosci sinusa, cosinusai tangensa kata
ostrego sg dodatnie. Ponadto, poniewaz w kazdym trojkgcie prostokatnym najdtuzszym
bokiem jest przeciwprostokatna, wiec dla dowolnego kata ostrego o zaré6wno wartosci
sin a, jak i cos o s3 mniejsze niz 1.

Przyktad 3

Rozwazmy trojkat prostokatny zaprezentowany na rysunku w przyktadzie 2.
Zgodnie z definicjg otrzymujemy wowczas, ze:

: 12 5 : 5 12
sina = 43, cosa = 3y, orazsin B = 35, cos B = 3.

Przyktad 4

W kwadracie o boku 1 przekgtna ma dtugosc V2.

Rozcinamy taki kwadrat wzdluz przekatneji bierzemy jeden z otrzymanych w ten sposob
trojkatow prostokatnych, ktory ma ksztatt standardowej ekierki o dwoch réwnych
bokach.
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Mamy przy tym:

n45° — L — V2
sin 45 =5 = 2
o_ 1 _ V2
cos 45 =5 =7
tg45° = + = 1.
Przyktad 5

W trojkacie rownobocznym o boku 2 wysoko$¢ ma dlugos¢ \/Tg -2 = /3 i dzieli na pot
przeciwlegly bok oraz kat przy wierzchotku.

Po rozcieciu danego trojkata wzdiuz wysokosSci otrzymamy dwa przystajace trojkaty
prostokatne. Obliczymy warto$ci sinusa, cosinusa i tangensa dla obu katow ostrych
w jednym z tych trojkatow.




Rozwigzanie
Zauwazmy, ze w trojkgcie prostokatnym widocznym na rysunku powyze;:

o dlakata 30° otrzymujemy:

i °_ 1 f _ 1 _ 3

sin 30" = 4, cos 30° oraz tg30° = N AR
 dlakata 60° mamy:

sin 60° \/3 ,cos60° = = oraz tg60” = @ = /3.

Wyniki uzyskane w dwoch poprzednich przyktadach zbieramy w tabelce.

funkcja trygonometryczna o=30" o =45" o= 60"
. 1 V2 V3
sin 3 5= =
V3 V2 1
cos & 5 S 5
tga @ 1 V3
Przyktad 6
Narysujemy przyktadowy trojkat prostokatny, w ktorym sinus jednego z katow ostrych jest
rowny %
Rozwigzanie

Rozwazmy w tym celu trojkat prostokatny o przyprostokatnej dtugosci 3
i przeciwprostokatnej dtugosci 5. Druga przyprostokatna takiego trojkgta ma wowczas,
zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa, dtugosc:

VB2 —32=,/25_9=+/16 =4

Rysujemy wiec trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 3 i 4, w ktorym, na

. . e . . 3
podstawie definicji, otrzymujemy sina = .

. . 4 3
Zauwazmy przy okazji, ze cosa = ¢ oraztga = .




Uwaga! Warto zaobserwowac, jak zmienia si¢ sinus i cosinus kata ostrego wraz ze wzrostem
miary kata. Na ponizszych rysunkach przedstawiono okregi o promieniu 5.

ACA (B

Nietrudno zauwazyc¢, ze wraz ze zwiekszaniem si¢ miary kata ostrego jego cosinus maleje:

4 _ 3 2 1
573557 5
Sinusy zaznaczonych katoéw zachowujg sie natomiast odwrotnie: wraz ze wzrostem miary

kata stajg si¢ coraz wieksze:

3 4 V21 V24
<35 <735 <75

Zaobserwowana prawidlowos¢ dotyczy wszystkich katow ostrych.
Zapamietajmy zatem, ze:

« im wiekszy jest kat ostry , tym mniejsza jest wartos$¢ jego cosinusa,
« im wiekszy jest kat ostry , tym wieksza jest warto$¢é jego sinusa.
Wazne!

Przyjmujemy, ze: sin0” = 0,cos0” = 1 orazsin90° = 1,cos90° = 0.
Przyktad 7

W trojkacie rownoramiennym ABC, w ktorym |AC| = |BC| = 8, wysokos¢
poprowadzona z wierzchotka C' ma dlugo$c 4.
Obliczymy miary katow tego tréjkata.

@

Rozwigzanie




Zauwazmy, ze wysoko$¢ poprowadzona z C na bok AB dzieli dany trojkat na dwa
przystajace trojkaty prostokatne: ACD i BCD.

Jezeli kat ostry przy wierzchotku A oznaczymy jako «, to:

gy 41
SINn & = s — 9o

Poniewaz sin 30° = %, wiec a = 30° (wynika to stad, ze dang warto$¢ sinus moze
przyjmowac tylko dla jednego kata ostrego).

A zatem katy w trojkacie ABC majg miary:

|<CAB| = |<ABC| = 30", |<ACB| =2-60" = 120°.

Przyktad 8

Kat a jest ostry i sin a = 0, 4. Wykazemy, ze o < 30°.

Rozwigzanie
Mamysin30° = 0,5 > sina = 0, 4.
Poniewaz wraz ze wzrostem kata ostrego a ro$nie jego sinus, wiec a < 30°.

Ilustracja tego faktu znajduje si¢ na rysunku obok (oba trojkaty majg przeciwprostokatna
rowna 10).
Wazne!

2

Zapis sin” o oznacza wyrazenie, ktore jest kwadratem (druga potegg) sinusa kata a.

2

Podobnie cos” a oznacza wyrazenie, ktore jest kwadratem (drugq potega) cosinusa kata o

Przyktad 9

3cos60°—5tg45°
V/3tg60° +sin?45°

Obliczymy wartos¢ wyrazenia

Rozwigzanie



Podstawiamy wartosci odpowiednich sinusow, cosinusow i tangensow, skad
otrzymujemy, ze:

3cos60°—5tgd5”  3-3—51
V31tg60° +sin® 45° \/§_¢§+(§)2 3+ 3

Odpowiedz: Warto$¢ podanego wyrazenia wynosi (—1).
Przyktad 10

Rozwazmy trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 2 i 7. Na podstawie tabeli
wartos$ci trygonometrycznych okreslimy z doktadnoscig do 1° miary katéw ostrych
w tym trojkacie.

2
Rozwigzanie. Poniewaz tga = % =0,285...,wieca ~ 16".

Trojkat jest prostokatny, zatem 8 ~ 90° — 16° = 74°.

Odpowiedz: W rozwazanym tréjkacie katy ostre sa w przyblizeniu réwne 16° i 74°.

Stownik
tangens kata ostrego

tangensem kata ostrego a w tréjkacie prostokatnym nazywamy stosunek dlugosci
przyprostokatnejlezacejnaprzeciwko tego kata do dtugosci drugiej przyprostokatnej
sinus kata ostrego

sinusem kgta ostrego a w trojkgcie prostokatnym nazywamy stosunek ditugosci
przyprostokatnejlezacejnaprzeciwko tego kata do dtugosci przeciwprostokatne;
cosinus kata ostrego




cosinusem kata ostrego a w trojkgcie prostokatnym nazywamy stosunek dlugosci
przyprostokatnejlezgcej przy tym kacie do dlugosci przeciwprostokatne;j



Animacja

Polecenie 1

Obejrzyj animacje, w ktorej prezentowane sg rozwigzania zadan dotyczacych proporcji bokéw
w trojkatach prostokatnych.

Rozwiaz nastepnie ¢wiczenia zaproponowane ponizej.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1D9eHsff

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego proporcji bokow w trojkacie

prostokatnym.

Polecenie 2

Podaj wartosci sinusa, cosinusa i tangensa kata o zaznaczonego na rysunku ponizej.



https://zpe.gov.pl/a/D1D9eHsff

Polecenie 3

W tréjkacie prostokatnym:

¢ jeden z katéw ostrych ma miare ¢,

e jedna z przyprostokatnych ma dtugos¢ 12,

e druga przyprostokatna jest o 6 mniejsza od przeciwprostokatnej.

Oblicz warto$¢ iloczynu sin « - cos a.

Polecenie 4

Kat a jest ostry i tga = 2. Wykaz, ze a > 60°.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz prawidtowa odpowiedz. W tréjkacie prostokatnym, prezentowanym na

rysunku ponizej, cos a jest rowny:
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B

15

Cwiczenie 2 o
Dany jest trojkat prostokatny ABC o przyprostokatnej A B dtugosci 1
i przeciwprostokatnej BC dtugosci 7. Wynika stad, Ze sinus kata lezacego naprzeciw

boku AC jest rowny:

V48 1 1 6
5 7




Cwiczenie 3 Q®

W tréjkacie prostokatnym cosinus kata lezacego naprzeciw boku A B jest réwny 1—53
Przeciwprostokatna BC ma dtugos¢ 26. Wynika stad, ze dtugo$¢ boku A B jest réwna:

Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O

W tréjkacie prostokatnym, o kacie ostrym «, przyprostokatne majg dtugosci 9 i 40.

Wtedy wartos$¢ sumy sin o + cos « jest rowna:

e 0,98
Cwiczenie 6 ®
Wiadomo, ze 0,6 < sin37° < 0, 61. Wynika stad, ze w tréjkacie prostokatnym
o przeciwprostokatnej 10 i jednym z katéw ostrych rownym 53° kazda

z przyprostokatnych ma dtugos¢:

wieksza niz 8, mniejsza niz 8, wieksza niz 6,1, wieksza niz 7



Cwiczenie 7 O

W tréjkacie prostokatnym jeden z katéw ostrych jest rowny «, a przyprostokatna

lezaca naprzeciw tego kata jest cztery razy krétsza od przeciwprostokatnej. Oblicz tg o

o= —
&I O = Sl'—‘

Cwiczenie 8 @
Franek robi sobie zdjecia z kolumng Zygmunta w tle, z zabiej perspektywy, tak jak na
rysunku ponize;j.

Franek mierzy 176 cm i stoi w odlegtosci 34 m od kolumny, ktorej wysokos¢ jest
réwna 22 m.

Jedno ze zdjec zostato zrobione z miejsca, z ktérego Franka byto widaé pod katem 30°,
a drugie - z miejsca, z ktérego Franka byto widac¢ pod katem 45°.

Z ponizszych stwierdzen wybierz zdanie prawdziwe.

. @
1 &




Cwiczenie 9 @

Sposréd ponizszych stwierdzen wybierz i zaznacz te zdania, ktére sg prawdziwe dla

kazdego kata ostrego a.

sina +cosa > 1

e sina-cosa < %
e sinax—cosa >0

e sina+cosPa >1



Dla nauczyciela

Autor: Witold Sadowski, Pawet Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Proporcje bokoéw w trdjkacie prostokatnym

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180°,

w szczegoblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°, 45°, 60°;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla funkcje sinus, cosinusi tangens w trojkacie prostokgtnym,

« oblicza z definicji wartosci funkcji trygonometrycznych,

» rozwiazuje dowolny trojkat prostokatny;,

o stosuje wilasnos$ci funkcji trygonometrycznych w rozwiazywaniu zadan z geometrii.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;
e opowiadanie.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji:
Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ w domu z materiatlem z sekcji Przeczytaj.

Jeden z uczniow ma za zadanie przygotowanie opowiadania - prezentacji wprowadzajacej
w temat zaje¢. Mogg to by¢ na przyktad ciekawostki dotyczace funkcji trygonometrych lub
krotki rys historyczny.

Faza wstepna:
1. Nauczyciel podaje temat zajec i kryteria sukcesu.

2. Wybrany wczesniej uczen przedstawia prezentacje - opowiadanie wprowadzajace
w tematyke funkcji trygonometrycznych.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach dzielg sie¢ informacjami pozyskanymi w domu i opracowujg
algorytm obliczania wartosci funkcji trygonometrycznych w danym trojkgcie prostokatnym
o dwoch danych bokach.

2. Uczniowie, nadal pracujgc w grupach, ogladaja animacje i korzystajgc z opracowanego
algorytmu, rozwigzujg zadania z Polecen.

3. Wspodlna dyskusja - ktory z algorytmow okazat sie najskuteczniejszy?

4. Metodg jai ty uczniowie w parach rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne (czyli na przemian
- jeden z uczniow rozwigzuje ¢wiczenie, a drugi sprawdza jego poprawno$c¢, w razie
watpliwosci, proszac nauczyciela o pomoc).

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam/tem sie jak...”.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana na zajeciach poswieconych zastosowaniu funkciji
trygonometrycznych w zadaniach geometrycznych.
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