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Letnie igrzyska olimpijskie uwazane sg za
najwieksze i najpardziej prestizowe zawody
sportowe na Swiecie. Odbywajq sie
cyklicznie, co 4 lata, poczawszy od pierwszej
olimpiady, ktora odbyta sie w 1896 r.

W matematyce odpowiednikiem zdarzen
powtarzajacych si¢ w statych odstepach
czasu s3 wyrazy ciggu arytmetycznego.

W tym materiale poznamy wtasnie cigg
arytmetyczny i jego podstawowe wiasnosci.

Paavo Nurmi zapala znicz olimpijski w 1952 r.

Zrodto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
licencja: CC BY 4.0.

Twoje cele



Rozpoznasz wsrod innych ciggow cigg arytmetyczny.

Podasz przyklad ciggu arytmetycznego.

W danym ciggu arytmetycznym okreslisz pierwszy wyraz i réznice ciggu.

Majac pierwszy wyraz i réznice ciggu arytmetycznego, okreslisz kilka wyrazow
ciggu.

Znajac wzor ogolny ciggu arytmetycznego, okreslisz jego pierwszy wyraz, roznice,
konkretny wyraz ciaggu.



Przeczytaj

Przyjrzyjmy sie ponizszym ciggom.
e Ciggliczb naturalnych: 0,1,2,3,4,...,n,n+1,...
o Ciagliczb parzystych: 0, 2,4,6,...,2n,2n+ 2, ...
» Ciag kolejnych wielokrotnosci liczby 7: 0, 7,14, 21,28, ...,7n,Tn + 7, ...

Zauwazmy, ze w kazdym z ciggoéw roznica miedzy kolejnymi wyrazami jest stala i rowna
odpowiednio: 1, 2, 7. Zatem kolejne wyrazy ciggdw powstajg przez dodanie do wyrazu
poprzedniego tej samejliczby. O ciggach majacych taka wlasnos¢ mowimy, ze sg to ciagi
arytmetyczne.

Ciagi arytmetyczne mogg by¢ ciggami nieskonczonymi, badz skonczonymi. Ale aby
stwierdzi¢ czy dany cigg jest arytmetyczny, ten cigg musi mie¢ co najmniej trzy wyrazy.

Bedziemy przy tym zaktada¢, ze dany ciag, np. ciag (a,), jest okre$lonydlan > 1in € N,
Definicja: Ciagg arytmetyczny

Ciggiem arytmetycznym nazywamy cigg liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby r, zwanej roznica ciggu.

Jezeli ciag (a,,) jest ciagiem arytmetycznym o réznicy r, to dla kazdej liczby naturalne;
n > 1 prawdziwa jest rownosc:

Api1 = Qp + T
Przyktad 1
Cigg (—1, 3, 7) jest ciggiem arytmetycznym, gdyz
3—(-1)=7-3=4
Liczba 4 jest roznicg tego ciagu.
Przyktad 2

Ciagg (1, 6, 12) nie jest ciggiem arytmetycznym, bo drugi wyraz powstaje z pierwszego
poprzez dodanie liczby 5, ale trzeci wyraz powstaje z drugiego poprzez dodanie liczby 6.

Wazne!




Cigg arytmetyczny zwykle okreslany jest poprzez pierwszy wyraz ciggu i roznice ciggu.

Przyktad 3
Przyklady ciaggéw arytmetycznych nieskonczonych
Kolejne poczatkowe wyrazy ciggu Pierwszy wyraz Roznica ciagu
1, 4, 7, 10, 13, ... 1 3
-6, —4, —2,0, 2,4, ... —6 2
10, 20, 30, 40, 50, ... 10 10
98,7 6,5, ... 9 -1

V2,0, —v2, —2v2, ... V2 —V2

Ciekawym rodzajem ciggu arytmetycznego jest ciag staty. To znaczy taki, ktorego roznica
jest rowna 0.

Przyktad 4
Przyklady ciggow stalych
Kolejne poczatkowe wyrazy ciggu Pierwszy wyraz  RoOznica ciggu
-1, -1, -1, -1, -1, —1, ... -1 0
5, 5,5,5,5, ... 5 0
1 1 1 1 1 1
B 3 0

Z okreSlenia ciggu arytmetycznego wynika, ze réznica miedzy kolejnymi wyrazami jest
dla danego ciagu stala, zatem majgc pierwszy wyraz i roéznice ciggu, mozemy wyznaczyc
jego dowolny wyraz. W przypadku ciggu skonczonego mozna wyznaczy¢ wszystkie
wyrazy tego ciggu.

Zatem:

as =ajy+r

a3 =as +r =a;+2r
ag=as3+r=a;+3r

as =ay4 +1r =ay + 4r

Twierdzenie: Wyraz ogolny ciagu arytmetycznego
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Jezeli cigg (a,,) jest ciggiem arytmetycznym o réznicy r, to dla kazdejliczby naturalnej
n>1

ap,=a;+(n—-1)-r
Na podstawie tego twierdzenia dlam € N, i k € N, mozemy napisac:
am=a1+(m—1)-r
ap=a1+ (k—1)-r
Odejmujemy stronami zapisane rownosci.
am —a=(m—k)-r
am =ap+ (m—k)-r
Twierdzenie: Wyraz a,,, ciaggu arytmetycznego
Jezeli a,, i aj to dowolne wyrazy ciagu arytmetycznego (a,,) o réznicy r to
am =ar+ (m—k)-r
Przyktad 5

Ciag (a,) jest ciggiem arytmetycznym. Zapiszemy piaty wyraz ciggu, za pomocg innego
wyrazu ciggu i roznicy ciagu.

as = ay + 4r

as = ag + 2r

as = a4+ 71

Korzystajac z twierdzenia o wyrazie ogolnym ciggu arytmetycznego, mozna udowodnic
twierdzenie o wyrazach jednakowo oddalonych od poczatku i konca ciggu.

Twierdzenie: Twierdzenie o wyrazach jednakowo oddalonych od poczatki i koncu ciggu

Jezeli dla wyrazow aq, ag, an,, a, ciagu arytmetycznego (a, ) zachodzi rownos¢
k+m=1+nto

ap + a, = a; + a,

Mozemy powiedzie¢, ze w skoniczonym ciggu arytmetycznym (a,,) o n wyrazach suma
wyrazow jednakowo oddalonych od poczatku i konca ciggu ma statg wartos¢, rowna
ai; + a,.

Pokazemy teraz zastosowanie poznanych wzorow i twierdzen.



Przyktad 6

Wyznaczymy wyrazy piecioelementowego ciggu arytmetycznego (a, ) wiedzac, ze jego
pierwszy wyraz jest rowny 120, a réznica (—6).

CL1:120

a; =120 — 6 =114
as =114 — 6 = 108
as = 108 — 6 = 102
as =102 — 6 = 96

OdpowiedZ:

Szukany cigg ma posta¢: (120, 114, 108, 102, 96).

Znajac co najmniej dwa kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego (niekoniecznie poczatkowe),
mozna wyznaczyc¢ tatwo roznice tego ciggu.

Wazne!

Jezeli (a,,) jest ciggiem arytmetycznym o réznicy 7, to dla dowolnejliczby naturalne;j
n > 0 prawdziwa jest rownos¢

Qi1 — Qp =T
Przyktad 7

Wiadomo, ze trzeci wyraz ciggu arytmetycznego (a,) jest rowny 90, a czwarty 270
obliczymy pierwszy wyraz tego ciagu.

Mamy dane dwa kolejne wyrazy ciggu, zatem mozemy obliczy¢ roznice tego ciagu.
a3 =90

ay = 270

r =270 —90 = 180

Majac trzeci wyraz i roznice ciggu, mozna obliczy¢ pierwszy wyraz.
az=a;+(3—1)-180

90 = a; + 360

a; = 90 — 360 = —270




Odpowiedz:
Pierwszy wyraz ciggu (a,) jest rowny (—270).
Przyktad 8

Logarytmy czterech liczb dodatnich przy podstawie dwa tworzg ciag arytmetyczny,
w ktorym iloczyn wyrazow skrajnych jest rowny (—8), a iloczyn wyrazéw $rodkowych jest
rowny 0. Znajdziemy te liczby.

Oznaczmy:
z, Y, 2, w — szukane liczby,
r - roznica ciagu,

log, x = a.
Wtedy:
logoby=a-+r
logy z =a+ 2r
logow =a+ 3r

Na podstawie tresci zadania zapisujemy uktad rownan.

{a(a+3r) = -8
(a+2r)(a+7)=0

Otrzymujemy dwa uktady rownan.

a+2T:O lub a+T:0
a(a +3r) = —8 a(a +3r) = -8

1. Rozwigzujemy pierwszy z uktadow.

a+2r=20
a(a +3r) = —8

a= —2r
—2r-r=-8
a= —2r
r? =4

Drugie rOwnanie ma dwa rozwigzaniar; = 2,72 = —2.

r=2ia1 = —4,stadlogyz1 = —4 = 11 = 1%
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Wyznaczamy pozostate wyrazy ciggu.

logyy1 = —2= 1y = §

logoz1 =0=21=1

logowi =2 = w =4

Szukane liczby to: %6, %, 1,4.

r9 = —2iay = 4,stad log, o =4 = =5 = 16
Wyznaczamy pozostate wyrazy ciggu.

logyyo =2 =y, =4

logy 29 =0 =29 =1

log, wy = —2 = wy = %

Szukane liczby to: 16, 4, 1, %.
. Rozwigzujemy drugi z uktadow.

a+r=20
a(a+3r) = -8

a=-—r
{r2 =4
Drugie rownanie ma dwa rozwigzaniars = 2,74y = —2.
r3 =2iag3 = —2,stad logy x3 = —2 = x3 = %
Wyznaczamy pozostate wyrazy ciagu.
logoys =0=y3 =1
logy2z3 =2=23=4
logy, w3 =4 = w3 = 16
Szukane liczby to: %, 1,4, 16.
ry =—2ia4 =2,stadlog, x4 =2 = x4 = 4
Wyznaczamy pozostate wyrazy ciggu.

logoys =0=>ys =1



logy 24 = —2= 24 = %

logyws = —4 = wy = %

Szukane liczby to: 4, 1, %, %.
OdpowiedZ:

Sa cztery ciggi liczb speiniajgcych warunki zadania:

(> 70 1, 4). (16, 4,1, 7). (3, 1, 4, 16), (4, 1, 1, 75)-
Stownik
ciag arytmetyczny

ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby 7, zwanejroznica ciagu




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Sprébuj najpierw samodzielnie wykonaé zapisane tam zadania,

a nastepnie poréwnaj z proponowanymi rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DWjgmpuSq

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej pojecia ciggu arytmetycznego.

Polecenie 2

Ciag arytmetyczny (an) okreslony jest wzorem a,, = —5n + 70. Okresl ile wyrazéw tego

ciaggu jest dodatnich i oblicz najmniejszy z nich.


https://zpe.gov.pl/a/DWjqmpuSq

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz, ktoéry ciag jest arytmetyczny.

O (4, 7, 10, 13, 15)

O (17, 15, 13, 10, 8, 6)

O (_3’ - 17 17 47 6)

O (=6, 0, 6, 12, 18, 24)

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz. W ciagu arytmetycznym (a,,) pierwszy wyraz a; = 51,

réznica ciggu to r = —b5. Zatem czwarty wyraz tego ciggu to:
() a4 =10,5
() a4 =31
() a4 =36

O ag=—255




Cwiczenie 3

Zaznacz wszystkie liczby, ktére sa wyrazami ciagu arytmetycznegoa, = 10 + (n — 1) - 7.

101

58

73

o o o o

38

] 86

Cwiczenie 4

Uzupetnij zapisy kolejnych wyrazéw danych skornczonych ciggdéw arytmetycznych,
przeciggajac odpowiednie liczby.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

o[ 2v3] (2] 12 3v8] (3] [ 5] [ 3]

Cwiczenie 5




Cwiczenie 6

Ciag (an) okreslony jest nastepujaco: (4, 4%, 5, 5%, 6). Zaznacz, ktére zdanie jest

prawdziwe, a ktore fatszywe.

Prawda Fatsz

Ciag (ay,) jest ciagiem O O
arytmetycznym.

Pierwszy wyraz ciagu (a,,)
jest rowny 4.

Ciag (ay,) jest ciagiem
dwuwyrazowym.

O] O | O
O] O | O

Rdznica ciagu (ay,) jest
liczba naturalna.

Pierwszy wyraz ciagu (a,,)
jest mniejszy od

O
O

najwiekszego o %
Cwiczenie 7 @

Znajdz liczbe x, dla ktorej ciag (5:)3 —1, 332, 3x + 1) jest ciggiem arytmetycznym o wyrazach
dodatnich.

Cwiczenie 8 @

W ciggu arytmetycznym (a,,) suma wyrazéw drugiego i szostego jest réwna 36, a suma
wyrazéw trzeciego i siodmego jest rowna 46. Znajdz wzér ogélny ciggu.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Ciagg arytmetyczny - pojecie

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

4) sprawdza, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;
5) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciaggu arytmetycznego.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» rozpoznaje wsrod innych ciggoéw ciagg arytmetyczny

e podaje przyktady ciggdéw arytmetycznych

« w danym ciggu arytmetycznym okresla pierwszy wyraz i roznice ciaggu

e majgc pierwszy wyraz i roznice ciggu arytmetycznego, okresla kilka wyrazow ciggu

» okresla wzor ciggu arytmetycznego jego pierwszy wyraz, roznice ciagu, konkretny
wyraz ciggu

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

 fotografia dania pracy
o technika CPM

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie pracujg w grupach metodg fotografia dnia pracy - ich zadaniem jest
zarejestrowanie najwazniejszych wiadomosci i umiejetnosci dotyczgcych ciggow
zdobytych na kilku poprzednich lekcjach. Powinni tez zarejestrowac kluczowe
umiejetnosci dotyczace ciggow, na ktorych beda mogli bazowac, poznajac pojecie ciagu
arytmetycznego.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

3. Grupy prezentujg swoje przemyslenia i zapisuja na tablicy te wzory, ktore bedga mogli
wykorzysta¢ przy wprowadzaniu pojecia ciggu arytmetycznego.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg metoda CPM. Grupali grupa 2 pracujg z tekstem z ,Przeczytaj’,
grupa 3 i 4 analizujg material zawarty w animacji. Kazda grupa opracowuje sie¢
czynnosci, ktora trzeba wykonac¢, aby wprowadzi¢ pojecie ciggu arytmetycznego, wzor
ogolny ciggu, zaleznos¢ miedzy wyrazami ciggu.

2. Grupa 1i 2 wymieniajg si¢ pomystami i wspolnie ustalajg jedna sie¢. Podobnie grupa 3
i4.

3. Teraz grupy ukladajg po 3 zadania, ktorymi si¢ wymieniajg. Otrzymane zadania
rozwigzuja, korzystajac z uzyskanych sieci.

4. Uczniowie pracuja w parach. Rozwigzujg 3 dowolne zadania spos$rod ¢wiczen
sprawdzajgcych.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec¢,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci.



2. Uczniowie na drzewie ewaluacyjnym zaznaczajg stopien zrozumienia tematyki zajec.
3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia, ktorych nie rozwigzali w czasie lekcji.
Materialy pomocnicze:

Cigg arytmetyczny

Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzysta¢ na zajeciach pokazujgcych zastosowanie wzoru ogélnego
ciggu arytmetycznego.
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