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Interpretacja wspotczynnikéw liczbowych
wystepujacych we wzorze funkcji kwadratowej
zapisanej w postaci kanonicznej

Zrédto: Marjan Blan, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Posta¢ kanoniczna wzoru funkcji kwadratowej zawsze istnieje. Do zapisania wzoru funkcji
kwadratowejw postaci kanonicznej musimy zna¢ wspotrzedne wierzchotka paraboli, ktora
jest jej wykresem oraz warto$¢ wspotczynnika, od ktorego zalezy, w ktorg strone sg
skierowane ramiona paraboli. W materiale dokonamy interpretacji wspotczynnikow, ktore
wystepuja we wzorze funkcji kwadratowejw postaci kanonicznej. Bazujac na czesci
teoretycznejoraz omowionych przyktadach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

e Odczytasz wspolrzedne wierzchotka paraboli na podstawie wykresu.
e Zinterpretujesz wspolczynniki liczbowe wystepujace we wzorze postaci
kanonicznej funkcji kwadratowe;.

» Zastosujesz poznang wiedze¢ do rozwigzywania probleméw matematycznych.



Przeczytaj

W materiale omowimy, jakie znaczenie maja wspotczynniki liczbowe wystepujace we
wzorze funkcji kwadratowej, zapisanym w postaci kanonicznej. Interpretacje tych
wspotczynnikow wykorzystamy do okreslania roznych wiasnosci funkcji kwadratowe;.

Przypomnijmy twierdzenie o zwigzku miedzy postacig ogolng a postacig kanoniczng wzoru
funkcji kwadratowe;j.

Twierdzenie: o zwigzku miedzy postacia ogélng a kanoniczna wzoru funkcji kwadratowej

Wzor funkciji kwadratowej zapisany w postaci ogolnej f(z) = az? + bz + ¢, gdzie
a,b,c € Roraz a # 0 mozna zapisa¢ za pomoca wzoru

flz)=a(z —p)° +q

gdzie:

flx)=az®?+bz+c=a-(2®+2z)+c=a- - (22+2 - Lz)+c=

o [+ %)~ ] te=a- (ot &) & o=

a-(z+ ) — B

Otrzymujemy wzor f(z) = a - (z — p)* + ¢, gdzie:

Ze wzoru funkcji kwadratowejw postaci kanonicznej f(z) = a(z — p)* + g mozemy
odczytac:

e warto$¢ wspotczynnika a, ktory decyduje o tym, czy ramiona paraboli, ktora jest
wykresem tej funkciji sg skierowane do gory, czy do dotu,



o wspoirzedne wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowe;j:
W = (p, @)

Jezeli znamy wartoSc p, to:

e 0sig symetrii paraboli, ktora jest wykresem funkcji kwadratowejjest prosta o rownaniu

L =D,

o dlaa > 0 funkcja jest malejgca w przedziale (—oo, p) oraz jest rosngca w przedziale
(p, o0),

o dlaa < 0 funkcja jest rosngca w przedziale (—oo, p) oraz jest malejgca w przedziale
(p, o0),

« dlaz = p funkcja kwadratowa osigga warto$¢ najmniejsza/najwieksza,

* jezeli funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe x; oraz s, top = @

Jezeli znamy wartosc¢ g, to:

 dlaa > 0 zbiorem warto$ci funkciji jest przedziat (g, oo),

 dlaa < 0 zbiorem warto$ci funkciji jest przedziat (—oo, ¢),

e dlaargumentu z = p liczba g jest wartoScig najmniejsza /najwieksza.

Przyktad 1

Dla funkcji kwadratowej okrelonejwzorem f(z) = —(z + 4)* — 3 wyznaczymy:

a. przedzialy monotonicznosci funkciji f,
b. zbiér wartosci funkciji f.

Rozwigzanie:

Poniewaz funkcja f jest okre$lona wzorem w postaci kanonicznej, zatem ze wzoru
odczytujemy, ze:

a:_11p2_47q:_3

Wobec tego:
a. funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo, — 4),
funkcja f jest malejaca w przedziale (—4, o0),
b. zbiorem wartos$ci funkcji f jest przedziat (—oo, — 3).
Przyktad 2

Dana jest funkcja kwadratowa f okreslona wzorem f(z) = v/3(z — 2)* + ¢. Do paraboli,
bedacejwykresem tej funkciji nalezy punkt o wspoirzednych (3, 2v/ 5) .
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Wyznaczymy warto$¢ g oraz podamy wspotrzedne wierzchotka paraboli, bedgce;j
wykresem funkciji f.

Rozwigzanie:

Poniewaz punkt o wspotrzednych (3, 2v/ §) nalezy do paraboli, bedacejwykresem

funkeji f okreslonejwzorem f(z) = v/3(z — 2) + ¢, zatem do wyznaczenia wartosci g
rozwigzujemy rownanie:

2v/3 =+/3-(3-2)% 4 q,czyliqg = V3.
Wierzchotek paraboli, ktéra jest wykresem funkcji f ma wspoétrzedne (2, \/5)

Przyktad 3

Do paraboli, bedacej wykresem funkciji f okreslonejwzorem f(z) = a(z — p)® + g nalezy
punkt o wspotrzednych (—4, — 4), a wierzchotkiem tej paraboli jest punkt
o wspotrzednych (-2, — 2).

Wyznaczymy wzor funkcji f, a nastepnie okreslimy liczbe rozwigzan réwnania f(z) = m,
dlam € R.

Rozwigzanie:

Jezeli wierzchotkiem paraboli, bedacej wykresem funkciji f jest punkt o wspolrzednych
(—2, — 2), towzdr funkcji f mozemy zapisa¢ w postaci kanoniczne;j
flz) = a(z +2)* — 2.

Jezeli punkt o wspotrzednych (—4, — 4) nalezy do paraboli, bedacej wykresem funkcji f,
to do wyznaczenia wartosci a rozwiazujemy rownanie:

—4=qa(-4+2)"-2

o=

Zatema = —

Wzér funkcji f zapisujemy w postaci f(z) = —+(z + 2)* — 2.

Poniewaz a = — =, zatem ramiona paraboli, bedacej wykresem funkciji f sg skierowane

2 b
do dotu.

Poniewaz wierzcholkiem paraboli, bedacej wykresem funkciji f jest punkt

o wspoétrzednych (—2, —2) oraz ramiona tej paraboli sg skierowane do dotu, to réwnanie
f(z) =m,dlam € R:

« ma dwa rozwigzania dlam € (—oo, — 2),
e ma jedno rozwigzanie dlam = —2,



 nie marozwigzan dlam € (—2, o0).
Przyktad 4

Przedstawimy funkcje kwadratowg okreslong wzorem f(x) = —5x? — 20z — 21
w postaci kanonicznej, a nastepnie wyznaczymy:

a. rownanie osi symetrii paraboli, bedgcej wykresem funkciji f,
b. zbior wartosci funkciji f.

Rozwigzanie

Obliczamy:

Wzor funkeiji f w postaci kanonicznej: f(z) = —5(z + 2)° — 1.

a. Osia symetrii paraboli, bedgcejwykresem funkcji f jest prosta o rownaniu z = —2.
b. Zbiorem warto$ci funkcji f jest przedziat (—oo, — 1).

Przyktad 5

Wyznaczymy wzor funkcji f(z) = —2x2 + bx + ¢ w postaci kanonicznej, jezeli miejscami
zerowymi tej funkciji sa liczby, bedgce rozwigzaniami rownania |z — 2| = 4.

Rozwigzanie:

Wyznaczymy miejsca zerowe funkcji f:

lz —2| =4

T—2=4Vxr—2=—-4

Tz =6orazx = —2

Wobec tego miejscami zerowymi funkcji f sg liczby 1 = 6 oraz 2 = —2.

Do wyznaczenia pierwszej wspotrzednej p wierzchotka paraboli, bedgcej wykresem
Tr1+To

funkcji f wykorzystamy wzor p = =5

Zatem p = 6+(2_2) = 2.

Wobec tego posta¢ kanoniczna funkciji f wyraza sie wzorem f(z) = —2(z — 2)° + q.



Poniewaz liczba 6 jest miejscem zerowym funkcji f, zatem do paraboli, bedacej wykresem
tej funkcji nalezy punkt o wspotrzednych (6, 0).

Wobec tego podstawiamy wspotrzedne punktu (6,0) do wzoru funkcji
f@) = -2z~ 2+ ¢

0=-2-(6-2)°+gq

0=—-2-16 + g, czyliq = 32

Wzor funkcji f w postaci kanonicznej: f(z) = —2(z — 2)? + 32

Przyktad 6

Wykazemy, ze jesli funkcja kwadratowa f jest okreslona wzorem w postaci ogoélne;

f(x) = az? + bx oraz wzorem w postaci kanonicznej f(z) = a(x — p)* + ¢, gdzie a # 0,

2b-+b?
top+q=—=2-.

Rozwigzanie:

Przeksztalcimy wzor f(z) = a(x — p)° + ¢, korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia.
Zatem

f@)=a-(z—p)’+g=a- (2 —2pz +p*) +q=

= az® — 2apzr + ap® + q

Porownujac otrzymany wzor ze wzorem funkcji kwadratowej w postaci ogolne;j
otrzymujemy zaleznoSci:

b= —2ap,czylip = ;—;’

[\
QlQﬂ

0=ap’+gqczylig=—ap’ = —a- (3

Wobec tego:

— b v\ . 2b+b?
PTqg= =2 T (_E) =" Tha

Stownik

wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej
2
f(z)=a(z—p)"+4q

gdzie:







Schemat interaktywny

Polecenie 1

Uruchom aplet, a nastepnie odczytaj wspodtrzedne wierzchotka paraboli, ktéra jest wykresem

funkcji kwadratowej.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIDN8dedF


https://zpe.gov.pl/a/D1DN8dedF

Polecenie 2

Na rysunkach przedstawiono parabole, bedgce wykresami funkcji kwadratowych okreslonych
wzorami f(z) = —2(z — p)> + q.

Odczytaj wspotrzedne wierzchotka paraboli, a nastepnie zapisz wzoér funkcji f w postaci
kanonicznej.
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Polecenie 3

W ponizszym schemacie przygotuj algorytm zamieniajgcy wzér funkcji kwadratowej postaci
f(z) = ax? 4 bx + c na postac kanoniczna f(z) = a(z — p) + q.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 @)

Ocen, czy ponizsze stwierdzenia sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie stwierdzenia
prawdziwe.

0 Druga wspoétrzedna wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkcji okreslonej
wzorem f(z) = —2x? — 36z + 18 wynosi 18.

0 Suma wspoétrzednych wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkcji okreslonej
wzorem f(z) = 2z — 12z + 19 wynosi (—2).

lloczyn wspétrzednych wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkcji
kwadratowej okreslonej wzorem f(z) = —x? — 2z + 1 wynosi (—2).

0 Pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkcji okreslonej
wzorem f(z) = —3z% — 24z — 50 wynosi (—4).




Cwiczenie 3

Wyznacz postac kanoniczng wzoru funkcji kwadratowej, ktérej wykresem jest parabola
przedstawiona na rysunku.

YA

3

Zaznacz poprawng odpowiedz.

O f(@)=—-3(+5)" -2
O fl@)=—-5@-5)"+2

O flz)=—%(z+5)°+2



Cwiczenie 4
Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem, przeciagajac wzory funkcji we wtasciwe
miejsca.

Wozory funkcji kwadratowych, ktérych wykresem jest
parabola o wierzchotku w punkcie o wspétrzednych

(3, —1):

f(:c):—;vz—6x—8’

f(z) = —42? + 24z — 37 ’

flz) = 22% + 122 +19

f(z) = —4x* — 24z — 35 ’

Wzory funkcji kwadratowych, ktérych wykresem jest
parabola o wierzchotku w punkcie o wspoétrzednych f(z) = —x% + 6z — 10 ’
(=3, 1):

flz) =22° — 122+ 17 |

Cwiczenie 5
Potacz w pary wzor funkcji kwadratowej ze wspdtrzednymi wierzchotka paraboli, bedacej jej
wykresem.

f(z) =2(z—3)>+5 (3, —5)
F(z) =2(z+3)° +5 (=3, —5)
F(z) =2(z+3)° =5 (=3, 5)

flz)=2(z—3)°—5 (3, 5)



Cwiczenie 6
Zaznacz prawidtowe dokonczenie zdania. Wykresem funkcji kwadratowej okre$lonej wzorem
f(z) = V322 — 2¢/6z + 3\/§jest parabola, ktérej wierzchotek ma wspétrzedne:

O (-v2 v3).
O (v2, -v3).

O (V2 v3).

Cwiczenie 7 @
Wstaw w tekst odpowiednie liczby

Wierzchotkiem paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowej okreslonej wzorem

Posta¢ kanoniczna wzoru funkcji wynosi f(z) = (z+ 3)° — 4.

2= = = =B

Cwiczenie 8 @

Wykresem funkcji kwadratowej f jest parabola o wierzchotku w punkcie o wspétrzednych
(4, 2). Wyznacz wzér funkcji f w postaci kanonicznej, jezeli wiadomo, Ze do paraboli, bedacej
wykresem funkcji f nalezy punkt o wspétrzednych (0, —2).



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz
Przedmiot: Matematyka

Temat: Interpretacja wspolczynnikow liczbowych wystepujacych we wzorze funkcji
kwadratowej zapisanej w postaci kanonicznej

Grupa docelowa:
Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegétowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

8) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej,
kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje wzor funkcji kwadratowej w postaci kanoniczne;j;
« interpretuje wspotczynniki liczbowe wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej;
 stosuje zdobytg wiedze¢ do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

dyskusja;

praca z ekspertem;

gietda pomystow;

burza mozgow;



o liga zadaniowa.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajgcg w temat: , Interpretacja wspotczynnikow
liczbowych wystepujacych we wzorze funkcji kwadratowej zapisanej w postaci
kanonicznej’, nawigzuje do wiedzy ucznioéw z poprzednich lekcji. Przedstawia cel oraz
kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ indywidualnie z trescig sekcji ,Schemat interaktywny”.
Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

2. Przed lekcjg nauczyciel wylania wsrod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznajg sie
z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuzg pomocg, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

3. Uczniowie w kolejnym kroku rozwigzuja ¢wiczenia nr 11 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy
z ucznioéw robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiaja
rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne
informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie biorg udziat w lidze
zadaniowej. Rozwiazuja zadania 3-8 z sekcji ,Sprawdz si¢” na czas (od zadania
latwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktéra poprawnie rozwigze zadania jako
pierwsza, wygrywa, a nauczyciel nagradza uczniow ocenami za aktywnosc.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja domino matematyczne, sktadajace si¢ z 10
kostek. Na kazdej kostce znajduje si¢ wzor funkcji kwadratowej, zapisany w postaci
ogolneji kanonicznej. Na nastepnejlekcji uczniowie wymieniaja si¢ przygotowanymi
zestawami i sprawdzaja ich poprawnosc.

Materialy pomocnicze:

» Zalezno$¢ miedzy wartosciami wspotczynnikow wystepujacych we wzorach funkcii
kwadratowej zapisanejw postaci ogolneji kanonicznej

Wskazowki metodyczne:

o Materiat w sekcji ,Schemat interaktywny” mozna wykorzysta¢ do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg si¢ z jego dziataniem i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten
sposob, aby moc samodzielnie rozwigzywac zadania dotyczace postaci kanonicznej
funkcji kwadratowe;j.

e ,Schemat interaktywny” mozna wykorzysta¢ do okreslania wiasnosci funkciji oraz
wykresu funkcji kwadratowej na podstawie wzoru tej funkcji zapisanego w postaci
kanoniczne;j.
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