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Rekurencja - cwiczenia

Zrédto: Pixabay, domena publiczna.

Rekurencja jest metoda rozwigzywania problemow, ktora korzysta z rozwigzan innych
problemow. Jej wyjatkowos¢ polega na tym, ze za ,innymi problemami” kryje si¢ problem
wlasciwy, najczesciej rozwigzywany dla mniejszych rozmiaroéw tych samych danych. Wiecej
informacji na ten temat znajdziesz w e-materiale Rekurencja.

O tym, jak zagadnienie rekurencji wyjaSnia matematyka, przeczytasz w e-materiatach:

o Ciag okreslony rekurencyjnie,

o Ciagg geometryczny okreslony rekurencyjnie,

o Wz0r og6lny ciggu okreslonego rekurencyjnie,

o Ciag arytmetyczny okreslony wzorem rekurencyjnym.

Implementacje omawianego algorytmu w poszczegoélnych jezykach programowania
przedstawiamy w e-materiatach:

e Rekurencja w jezyku C++,
o Rekurencja w jezyku Java,
» Rekurencja w jezyku Python.

Wiecejzadan? Sigegnij do: Rekurencja w zadaniach.
Twoje cele
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Przeanalizujesz kilka problemow, ktore zostang rozwigzane za pomocg rekurencii.
Napiszesz wlasne programy z zastosowaniem techniki rekurencyjnej, wykorzystujac
do tego pseudokod.

Rozwigzesz zadania w celu sprawdzenia i utrwalenia wiadomo$ci na temat

rekurenciji.



Przeczytaj

Silnia

Zacznijmy od algorytmu wyznaczania silni z liczby naturalnej. Zastosujemy w pseudokodzie
rekurencje - funkcja bedzie wywolywata samg siebie az do momentu dojScia do przypadku
podstawowego. Przy pisaniu pseudokodu pomocna okaze si¢ definicja rekurencyjna silni.

nl — 1 gdyn =0
' (n-1)In gdyn > 0

Zgodnie z tg definicja funkcja bedzie wywolywata samg siebie z parametrem zmniejszonym
01, az do momentu, gdy n bedzie rowne 0 - wtedy zostanie zwrocona wartosc 1. Pseudokod
funkcji rekurencyjnej realizujacej algorytm wyznaczania silni liczby naturalnej n wyglada
nastepujgco:

funkcja silnia(n)
jezeli n == 0 wykonaj:

1
2
3 zwroc 1
4 w przeciwnym razie wykonaj:
5

zwroc¢ silnia(n-1) * n
Cwiczenie 1

Zastanéwmy sie, jaki bedzie schemat kolejnych wywotan rekurencyjnych w przypadku

wyznaczenia silni liczby 6.

Najpierw bedg rekurencyjnie wywolywane funkcje z coraz mniejszymi wartosciami, czyli 5,
4,3, 2,1, az dojdziemy do 0. Wtedy nastgpi zwrocenie warto$ci 1i zaczniemy po kolei
wychodzi¢ z zagniezdzenia wywotan funkcji, za kazdym razem zwracajgc wynik danej silni.
Na koniec osiggniemy szukang warto$c¢ 6!:
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Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Wyraz ciagu rekurencyjnego
Cwiczenie 2

Napiszmy funkcje funkcja(n) przyjmujaca parametr naturalny n, ktéra w przypadku
n parzystego zwréci funkcja(n-2) --- 3, natomiast w przypadku n nieparzystego zwroci

funkcja(n-1) mod 9.Dodatkowo dla n < 2 zawsze powinna zosta¢ zwrécona wartosc¢
122.

(122 gdy n < 2
ap, =< Gp_2— 3 gdy nmod 2 =10
a,-1mod9 gdynmod?2+#0

Rozpocznijmy od warunku, ktory mowi o tym, ze dla n mniejszego od 2 zwracana jest
wartos¢ 122.

1 funkcja funkcja(n)
2 jezeli n < 2 wykonaj:
3 zwroc 122

Natomiast jezeli n NIE JEST mniejsze od 2, musimy sprawdzi¢, czy n jest liczbg parzysta,
i umiesci¢ odpowiednie instrukcje w przypadku spetnienia tego warunku.



funkcja funkcja(n)
jezeli n < 2 wykonaj:
Zwroc 122

jezeli n % 2 == 0 wykonaj:

1

2

3

4 w przeciwnym razie wykonaj:

5

6 zwr6c¢ funkcja(n-2) - 3

Jezeli n nie jest liczba parzystg, musimy zwréci¢ funkcja(n-1) mod 9.

1 funkcja funkcja(n)
jezeli n < 2 wykonaj:
Zwroc 122
w przeciwnym razie wykonaj:
jezeli n % 2 == 0 wykonaj:
zwroc¢ funkcja(n-2) - 3
W przeciwnym razie wykonaj:
zwroc¢ funkcja(n-1) mod 9

0 N o 0o A WN

ZapisalisSmy za pomocg pseudokodu funkcje zwracajgca n-ty wyraz ciggu rekurencyjnego.
Cwiczenie 3

Dla powyzszego pseudokodu obliczmy zwracane wartosci dla n z zakresu od O do 7.

funkcja(0) = 122

funkcja(l) = 122

funkcja(2) = funkcja(0) —3 = 122 — 3 = 119

funkcja(3) = funkcja(2) mod9 = 119mod9 = 2

funkcja(4) = funkcja(2) — 3 = 119 — 3 = 116



funkcja(5) = funkcja(4) mod9 = 116 mod 9 = 8

funkcja(6) = funkcja(4) — 3 = 116 — 3 = 113

funkcja(7) = funkcja(6) mod9 = 113mod9 = 5

Funkcja wywotuje samg siebie we wszystkich przypadkach poza tymi, kiedyn = 0 lub
n = 1.Naprzyklad funkcja(5) wywotluje funkcje funkcja(4). Nie musimy jednak
ponownie wyznaczac¢ wartosci tej funkcji, poniewaz obliczyliSmy ja w poprzednim kroku.

Ciag rekurencyjny
Przeanalizujmy przedstawiong za pomocg pseudokodu funkcje cigg(x, y) przyjmujaca

parametry X i y typu catkowitego, ktorej wywotanie spowoduje wypisanie ciggu liczb
catkowitych:

1 funkcja ciag(x, Yy)

2 jezeli y > 0 wykonaj:
3 cigg(2*x, y-1)

4 cigag(3*x, y-2)

5 wypisz X -y

Cwiczenie 4

Wypiszmy wszystkie wywotania rekurencyjne funkcji cigg(2, 4).

Do wykonania tego zadania pomocne okaze si¢ drzewo wywotan rekurencyjnych, w ktorym
umies$cimy wszystkie wywolania funkcji cigg(2, 4).



ciag(2,4)

' '

ciag(4,3) ciag(6,2)

' '

ciag(16,1)

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

W drzewie zostaty przedstawione wywotania tylko tych funkcji, ktorych warto$¢ drugiego
przyjmowanego argumentu, czyli y, jest wieksza od 0. Z tego wzgledu wykonania
niektorych funkcji powoduja wywolanie tylko jednej rekurencyjnej funkciji. Lewa strzatka
kazdej z funkcji prowadzi do wywotania funkcji cigg(2*x, y-1), natomiast prawa
prowadzi dociagg(3*x, y-2).

Cwiczenie 5

Podajmy teraz wynik dziatania funkcji cigg (2, 4) i uzupetnijmy wygenerowany ciag
rekurencyjny:

15 6

Ponownie skorzystamy z drzewa wywotan rekurencyjnych. Wiemy, ze nasz cigg to uzyskane
wartosci dziatan x - y. Jednak w jakiej kolejnoSci wypisywane s3 te wartosci? Spojrzmy
ponownie na zapisana za pomoca pseudokodu funkcje cigg(x, y).Najpierw zostanie
wywotlana rekurencyjnie funkcja cigg(2#*x, y-1), czyli lewa skierowana krawedz,
nastepnie cigg(3*x, y-2),czyli prawa krawedz, a na koncu wypisana zostanie wartos¢

X - Y.

A zatem poczatek wygenerowanego ciggu rekurencyjnego zgadza si¢ z naszymi wnioskami.
W pierwszej kolejnosSci wykonywane jest najnizej potozone, lewe poddrzewo, zatem
wywotlana zostanie funkcja cigg(16, 1).

16 — 1 =15



Nastepnie miatoby zosta¢ wykonane prawe poddrzewo, jednak takie nie istnieje,
przechodzimy wiec do wyzszego poziomu, czyli cigg (8, 2). Stosujac powyzsze
obserwacje, uzyskamy nastepujacy cigg:

15 6 11 1 11 4 -2

Stownik
przypadek podstawowy

przypadek, dla ktorego funkcja rekurencyjna nie wywotuje samej siebie (warunek
zakonczenia), zwraca za to konkretng, wyliczong wartos¢; jest to pewien zalozony stan
poczatkowy

silnia

n! - iloczyn kolejnych liczb naturalnych, mniejszych lub réwnych n



Schemat interaktywny




Polecenie 1

Stwoérz algorytm znajdujacy wartosc n-tego wyrazu ciggu zdefiniowanego wzorem

rekurencyjnym:
(1 dlan =1
7 dlan = 2

a, = <10 dlan = 3
G,_1 + a,_o dla parzystychn > 3

| @n—1 mod 7 dla nieparzystychn > 3
Specyfikacja problemu:
Dane:
e n-liczba naturalna
Wynik:
Program wypisuje wartos¢ n-tego wyrazu ciaggu.
Przetestuj dziatanie programu dla 12. wyrazu podanego ciggu.

Jesli chcesz prze¢wiczy¢ umiejetnosci ze szkoty podstawowej, przygotuj schemat blokowy
programu. W innym wypadku napisz program w wybranym jezyku programowania.



Polecenie 2

Dodaj do swojego programu komentarze tak, zeby byt zrozumiaty dla osoby, ktéra nie potrafi
programowac.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @



Cwiczenie 1 @)

Zapisz za pomocg pseudokodu algorytm wyznaczajacy metoda rekurencyjng sume n kolejnych
liczb naturalnych.

Specyfikacja problemu:
Dane:

e n -liczba naturalna
Wynik:

Program wypisuje sume n kolejnych liczb naturalnych.




Cwiczenie 2 o

Wskaz, ile nastapi wywotan funkcji Silnia() w programie wyznaczania silni dla n=6.

O 7
O 5
O 1

O 6



Cwiczenie 3

Zapisz algorytm wyznaczajacy metoda rekurencyjng wartosé potegi o wyktadniku catkowitym
za pomocg pseudokodu.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e 3 - podstawa potegi

e n - liczba catkowita; wyktadnik

Wynik:

Program wypisuje wartos¢ potegi o wyktadniku catkowitym.




Cwiczenie 4

Zapoznaj sie z pseudokodem i wykonaj ¢wiczenie.

1 funkcja(n)

2 jezeli n = 1

3 zwroc 1

4 jezeli n = 2

5 Zwroc 2

6 zwro¢ funkcja(n - 1) * funkcja(n - 2)

Wskaz, jaka wartos¢ zostanie zwrdcona, gdy wywotamy funkcje funkcja(6).

() 8

O 16

O 32

O 256



Cwiczenie 5
Zapoznaj sie z pseudokodem i wykonaj ¢wiczenie.

1 funkcja(n)

2 jezeli n < 2

3 zwroc 1

4 w przeciwnym razie

5 jezeli n mod 2 = 0O

6 zwro¢ funkcja(n - 2) * funkcja(n - 1)
7 w przeciwnym razie

8 zwro¢ funkcja(n-1) + 8

Wskaz, jakie wartosci nie zostang zwrécone dla funkcji funkcja(4).

) 153
) 17
) 18

9



Cwiczenie 6 O

Uzupetnij tabele dla funkcji przedstawionej w poprzednim ¢wiczeniu.

n funkcja(n)
0 1

Cwiczenie 7 @
Zapoznaj sie z pseudokodem i wykonaj ¢wiczenie.

1 ciag(x, y)

2 jezeli y > 0
3 cigg(2 + x, y - 1)
4 wypisz X
5 cigg(x + 4, y - 1)

Wskaz dtugosc ciaggu liczbowego otrzymanego w wyniku wywotania funkcji cigg (3, 4).

O 15

O 16

O 7

O 8



Cwiczenie 8

Zapoznaj sie z pseudokodem i wykonaj ¢wiczenie.

1 ciag(x, V)

2 jezeli y > 0
3 cigg(2 + x, y - 1)
4 wypisz x
5 cigg(x + 4, y - 1)

Wskaz, ktory wzér opisuje dtugosc ciggu liczbowego otrzymanego w wyniku wywotania
ponizszej funkgji.

O y?-1

O 2v-1

(O x2%2+1

O 2x-1



Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Rekurencja - ¢wiczenia

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I +II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujgc przy tym przyktady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

b) rekurencje (do generowania ciggow liczb, potegowania, sortowania liczb,
generowania fraktali),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Przeanalizujesz kilka problemow, ktore zostang rozwiazane za pomoca rekurenciji.



» Napiszesz wlasne programy z zastosowaniem techniki rekurencyjnej, wykorzystujac do
tego pseudokod.
e Rozwigzesz zadania w celu sprawdzenia i utrwalenia wiadomosci na temat rekurencii.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
« Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

pracaw grupach,;

praca calego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
»Rekurencja - ¢wiczenia” Uczniowie majg zapoznac si¢ z treSciami w sekcji
»Przeczytaj”. Nauczyciel prosi rowniez o wykonanie ¢wiczenia nr 1.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniow szczegdtowo w temat lekciji i jej cele. Moze postuzyc¢
sie wySwietlong na tablicy zawarto$cig sekcji ,Wprowadzenie”.

2. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg sie z trescia sekcji ,,Przeczytaj”. Nastepnie powtarzajg
zaprezentowane rozwigzania ¢wiczen 2-5 na swoich komputerach.



2. Praca z multimedium Nauczyciel wySwietla zawartoS¢ sekcji ,Schemat interaktywny”,
czyta treS¢ polecenia nr 11 omawia kolejne kroki rozwigzania.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Prowadzacy zapowiada uczniom, Ze w kolejnym kroku beda
rozwigzywac ¢wiczenia nr 2-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Kazdy z uczniow robi to
samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

Faza podsumowujaca:

1. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwinie¢cie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam /tem sig jak...”.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 1 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Wskazowki metodyczne:

o TresSci w sekcji ,Schemat interaktywny” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako
podsumowanie i utrwalenie wiedzy uczniow.



