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W tejlekcji omowimy pewne trzy szczegolne wzory wynikajgce z zastosowania prawa
rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania. Naleza one do tak zwanych wzoréow
skroconego mnozenia.

W praktyce szkolnej szczegolnie istotne s3 zastosowania trzech z nich: wzoru skroconego
mnozenia na kwadrat sumy, wzoru skroconego mnozenia na kwadrat réznicy i wzoru
skroconego mnozenia na roznice kwadratow.

Twoje cele

e Rozwiazesz zadania, wykorzystujac wzor skroconego mnozenia na kwadrat sumy
oraz wzor na kwadrat roznicy.

» Przeksztalcisz wyrazenia algebraiczne, wykorzystujac wzory skroconego mnozenia.

» Wykonujgc obliczenia w zadaniach, zastosujesz odpowiedni wzoér skréconego
mnozenia.




Przeczytaj

Spojrzmy na ponizszy rysunek.

Pole duzego kwadratu (o zielonych bokach) jest rowne:
P = (a+b)’

Jednocze$nie jest ono réwne sumie pol dwoch kwadratéow (o bokach a oraz b) i dwoch
prostokatoéw (o wymiarach a x b), wiec:

P =a%+2ab+ b2
A zatem zachodzi rownosc:
(a+ b)? = a2 + 2ab + b

Powyzsza rowno$c¢ jest prawdziwa takze wtedy, gdy zamiast b podstawimy —b, co prowadzi
do twierdzenia, ktore warto zna¢ na pamiec.

Twierdzenie: o kwadracie sumy (réznicy) dwoch wyrazen
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwe sa wzory:

(a+b)* = a® + 2ab + b2

(a —b)? = a® — 2ab + b2



Uwaga!
Pierwszy ze wzorow nazywa si¢ wzorem skroconego mnozenia na kwadrat sumy, a drugi -
wzorem skroconego mnozenia na kwadrat réznicy.

Przyktad 1
(z+1)° =22+ 2z +1
2-y)'=4-dy+y
Przyktad 2

Geometryczna interpretacja wzoru: (x + 3)2 = x2 + 6z + 9 przedstawiona jest na
rysunku ponizej.
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Przyktad 3
Aby obliczy¢ w pamieci 102%, podstawiamy do wzoru na kwadrat sumya = 100i b = 2.

Wtedy:

1022 = (100 + 2)* = 10000 + 400 + 4 = 10404,
Zajmiemy sie teraz trzecim ze wzoroéw skroconego mnozenia.
Twierdzenie: o réznicy kwadratéw dwoch wyrazen

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodzi wzor:

(a+b)(a —b) = a® — b



javascript:void(0);
javascript:void(0);

Dowad

Wystarczy zauwazyc, ze:

a—+ a— =ala — + o(a — =a” —ab+ ba — =a° —
b b b)+b b 2 b+ b b2 2 _p?

Uwaga!
Wyprowadzony wzor nazywa si¢ wzorem skroconego mnozenia na réznice kwadratow.

Wzor ten ma takze odpowiednig interpretacje geometrycznag.
Aby jg poznag, obliczymy na dwa sposoby pole P zielonejfigury prezentowanej na rysunku
ponize;j.
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Zielona figura powstaje z duzego kwadratu o boku a przez odci¢cie matego kwadratu
o boku b, wiec:

P=a%—-1?

Zielong figure mozna tez rozcia¢ na dwa prostokaty, z ktorych da sie ztozy¢ prostokat
o bokach a + boraz a — b.
Dzielimy jg wzdtuz linii przerywanej, jak na ponizszym rysunku.
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Jezeli teraz dwa zielone prostokaty, otrzymane w wyniku proponowanego ci¢cia:
mniejszy prostokat, o wymiarach b x (a — b),

oraz wiekszy prostokat, o wymiarach a x (a — b)

skleimy bokiem o dlugosci a — b, to otrzymamy zielony prostokat o wymiarach

(a+b) x (a —b):

atb

A zatem prawdziwa jest takze rownosc:

P=(a+b)(a—0).



W ten sposob powyzsze twierdzenie udowodniliSmy takze geometrycznie.

Ze wzoru na roznice kwadratow mozemy korzystac ,w obydwie strony”. Stosujac go od
strony lewej do prawej, pozbywamy si¢ nawiasoOw w iloczynie sumy i roznicy.

Przyktad 4
(x+1)(z—1) =2? — 1oraz (z + 3)(z — 3) = z* — 9.
Przyktad 5

Wykazemy, ze liczba (\/ 11 — 3) (\/ 11 + 3) jest catkowita.

Ze wzoru skroconego mnozenia mamy:
(VIT-3)(VIT+3) = VIT — 8 =11-9=2,

a wiec liczba (\/ 11— 3) (\/ 11+ 3) jest catkowita,

Przyktad 6

Korzystajgc ze wzoru na roznice kwadratow, pozbedziemy sie
6
V11-3°

niewymiernosci w mianowniku liczby

Zauwazmy, ze przydatny bedzie wynik otrzymany w przyktadzie 5.
Mozemy - wykorzystujac wzor skroconego mnozenia - rozszerzy¢ zadany utamek tak,
aby otrzymac¢ w mianowniku liczbe wymierna.

Pomnoézmy licznik i mianownik zadanego ulamka przez v/ 11 + 3. Otrzymamy wtedy:

. 6.(¢ﬁ+3) 6-(VIT+3) —
Vi3 (\/ﬁ—3)-(\/ﬁ+3) - 2 =3 (\/11 +3)

Wazne!
Zauwazmy, 7e 3 - (\/11 n 3) —3VIT+9=+9-11+9 =199 +9 ¢ (18,19),
a wiec bez trudu mozemy oszacowac sume 3 - (\/ 11 + 3) z doktadnoscig do catosci.

Uzywajac prostego kalkulatora sprawdzimy tez, ze
3(\/11 + 3) = V99 +9 = 18.94987437 . . ..

Natomiast oszacowanie tej samej liczby, ale zapisanejjako \/g_g nie jest juz takie

wygodne.



javascript:void(0);
javascript:void(0);

Powyzsza umiejetnosc¢, czyli usuwanie niewymiernosci z mianownika, okaze sie
przydatna w wielu zastosowaniach.

Stosowanie wzoru od strony prawej do lewej pozwala przedstawia¢ roznice kwadratow
w postaci iloczynu sumy i roznicy.

Przyktad 7

2 —4=(x—2)(z+2)
oraz

x> — 25 = (z + 5)(z — 5).
Przyktad 8

Obliczymy w pamieci réznice 9962 — 42. Otrzymujemy:
996> — 4% = (996 — 4)(996 + 4) = 992 - 1000,

wiec roznica ta jest rowna 992 000.
Przyktad 9

Wykazemy, ze réznica 245% — 1552 dzieli sie przez 9000. Poniewaz:
245% — 155% = (245 — 155)(245 + 155) = 90 - 400 = 9000 - 4,

wiec roznica ta jest podzielna przez 9000.
Przyktad 10

Wykazemy, ze kazda z liczb:

—2\/50razb—7\/_+ 5@—6\/?

a:\/s— 53\/_\/_

jest catkowita.

Liczbe a przeksztalcimy dwoma sposobami.

I sposob: usuniemy niewymiernosci wystepujace w mianownikach ulamkow zapisanych
w podanych wyrazeniach.

8(V5+1)
)

8. (\/_—i-l) _

2v/5 = — 25 =

_ _8 E_
@= "5 2V =

_E) as—a(vE1) 2B —2vE+2-2vE -2,

zatem a jest liczbg catkowitg. Koniec dowodu.
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IT sposob: sprowadzimy wyrazenia do wspolnego mianownika.

_ 2v5- (vVE—1 8—2v5-(v5-1
a= \/58—1 ~2v5 = \/38—1 n \/(5—1 ) - \/5(—1 ) -

_ 8-2542V5 _ 2v5-2 _ 2<\/g*1> —9
VB VL (vea)

czyli a jest liczba catkowita. Koniec dowodu.

W przypadku liczby b najpierw usuniemy niewymierno$¢ z mianownika utamka
84
5—3v2+v/T"

Zauwazmy, ze

w o B 84:(V25+ (VIE-VT))
5-3vV2+VT  V25—VISHVT (m_(¢ﬁ_ﬁ)).(¢%+(¢ﬁ_ﬁ))

84. <5+3\/§—\/7) 84-(5+3\/§—\/7> 84-(5+3x/§—x/7)

B x/%z—(x/ﬁ—\/7)2 - (VIS 2VIBVIRVT ) 25— (25-6v2VT) -

1 (548V5—vT) VI (5+8FvE) _
:614(5+32 7):6 12 (65:;%2 7):\/14-(5+3\/2—\/7):

25—25+6v/14

= 5v14 4+ 3v2-v/14 — V7-v/14 = 5/14 + 67 — TV 2.

Oznaczato, ze b = V2 + (5\/ﬂ+ 67 — 7\/5) — 514 — 67 = 0, awiec bjest

liczba catkowity. Koniec dowodu.

Przyktad 11

Wykazemy, ze kazda z liczb:

z=1V17+12v2 + V17— 12v20razy = V14 — 6v5 + V5

jest catkowita.

Liczbe x przeksztalcimy dwoma sposobami.

I sposob. Zauwazmy, ze 17 — 122 = V289 — /288 > 0, awiec z > 0, jako suma dwoch
liczb dodatnich.

Obliczymy x2, korzystajgc ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat sumy:

22 = (\/17+ 122 + V17 — 12\/5)2 -



—2 — 2
—VITH+12V2 +2-V1T+12V2 - V17— 122+ V17— 12V2 =

:17—|—12\/§—|—2-\/(17—|—12\/§) : (17—12\/5) F17T—12V2 =

N\ 2
:34+2-\/172—(12\/2) =34+ 2-+/289 — 288 = 36.

Zatem z = /36 = 6, a to jest liczba catkowita. Koniec dowodu.
IT sposob.

Zauwazmy, ze

174122 =1742- (6v2) = (32+ (Ni)z) +2.3.2v2 = (3i2\/§)2,
skad

m:\/(3+2\/§)2+ (3—2\/5)2:\3+2\/§\+|3_2¢§|:

=3+2vV2+3-2V2=6,a wiec z jest liczba catkowity. Koniec dowodu.

W przypadku liczby y skorzystamy z pomystu przedstawionego powyzejw II sposobie
rozwiazania.

— 9 2
PoniewaZl4—6\/5:14—2-3\/5:(32+\/g)—2-3-\/5:(3—\/3) oraz
3—\/3>0,Wigc

y:\/14—6\/5—|—\/5:\/(3—\/3)2+\/5: (3—\/5)—I—\/E:?),atooznacza,Zey

jest liczba catkowitg. Koniec dowodu.

Stownik

wzor skréconego mnozenia na kwadrat sumy

(a + b)® = a® + 2ab + b?, prawdziwy dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b
wzor skréconego mnozenia na kwadrat roznicy

(a — b)2 = a? — 2ab + b?, prawdziwy dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b

wzor skréconego mnozenia na roznice kwadratéw

(a +b)(a — b) = a* — b?, prawdziwy dla dowolnych liczb rzeczywistych ai b






Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacja multimedialng, w ktérej pokazujemy, jak wykorzystywac wzory
skréoconego mnozenia w obliczeniach, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenia.

Polecenie 2

Zapisz bez uzycia nawiasow:

a) (2z + y)2;

b) (3a — 5b)%;

) (2a — y)(2a + y) — 4a?.

Polecenie 3

Wykaz, ze:

a) réznica 2992 — 1992 dzieli sie przez 200,

b) suma 419 + 220 + 1 jest kwadratem liczby catkowitej.
Polecenie 4

Oblicz warto$¢ wyrazenia ¢* + d*, wiedzac, zec +d = 2 orazc? + d? = 5.




Polecenie 5

Rozstrzygnij, czy podana liczba jest catkowita.

5 2 1
s T Vi T Van

b)b= V324 10vV7 + V11 — 4V/7.

a)a =



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
Dla kazdego x wyrazenie (2z — 0, 5)° jest réwne:

4x? — 4z + 0,25

422 — 22 + 0,25

o O O

4x% — 0,25
() 4z% 40,25
Cwiczenie 2
Uzupetnij luke w zdaniu, przeciagajagc w nig odpowiednie wyrazenie.

Krawedz szescianu jest rowna 1. Jezeli zwiekszymy jg o a, to pole powierzchni szescianu

12a% + 6a | | 6a2 + 12a | [ 6a | | 6a? |

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Dane sa takieliczby z iy, zex + y = \/33 —8y/17orazx — 17 = y + +/272.

Oblicz 2% — 2.

W ponizsze pola wpisz kolejno trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego
otrzymanego wyniku.




Cwiczenie 5

Dla pewnej liczby rzeczywistej a zachodzi rownos¢ a + % = 5.
Ocen, czy ponizsze nierdwnosci sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie nieréwnosci
prawdziwe.

at+ 18 <500

=5 < 25

o 0O 0O
-
y

a' + o3 > 433
) a*+ % >21
Cwiczenie 6 @

Ponizej przedstawiono pewne liczby. Potacz w pary te, ktére sg sobie rowne.

e — V12 s V1T

g (viT-v2) (vii+v2)

30
2\/_+\/_ + V17 S V27-3

18V17 81 22 _ 10
V2HVIT-9  TV2+VIT 5—V11




Cwiczenie 7 @

Suma obwoddéw dwadch kwadratow jest rowna 4k, a pola tych kwadratéw réznia sie o
k> — 50k, gdzie k jest liczba catkowita wieksza od 50.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Dlakazdej wartosci k > 50 pole wiekszego kwadratu jest mniejsze od 2k% — 4375.
[ ] Dlakazdej wartosci z > 50, 4 suma pdl tych kwadratéw jest wieksza od (k — 86)2.
(] Dlakazdej wartosci k > 50 bok wiekszego kwadratu jest wiekszy od 30.
(] Dlakazdej wartosci k > 50 bok mniejszego kwadratu jest wigkszy od 20.

Cwiczenie 8 @

Rozpatrujemy wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych suma n? 4+ n + 119 jest

kwadratem liczby catkowitej. Wyznacz sume S tych wszystkich liczb. Otrzymang liczbe wpisz
W wyznaczone pole.

S:




Dla nauczyciela

Autor: Witold Sadowski, Pawet Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzory skroconego mnozenia

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen:

1. stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)?, a®> — b?, (a + b)?, (a — b)?,
3 3 n n
a’ —b’,a" —b";

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» przeksztalca wyrazenia zawierajgce wzory skroconego mnozenia,

e usuwa niewymiernosci z mianownika utamka z zastosowaniem wzoroéw skréconego
mnozenia,

 analizuje problem w zdaniu, opisuje go za pomocg wyrazen algebraicznych stosujac
wzory skroconego mnozenia.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



» metoda stolikow eksperckich.
Formy pracy:

e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
o zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ w domu z zagadnieniami, ktoére bedg poruszane
podczas lekcji oraz przeanalizowanie przyktadow w czeSci Przeczytaj.

Faza wstepna:

Nauczyciel przedstawia uczniom temat i cele zaje¢, nastepnie wspolnie z uczniami
kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli klase na dwa zespotly. Nastepnie w obu zespotach wyro6znia po trzy
grupy. Kazdy uczen w grupie dostaje karte pracy grupy, grupy maja przydzielone do
rozwigzania rozne polecenia (2-5) w sekcji Prezentacji multimedialne;.

2. Uczniowie pracujg w grupach, analizuja zadania przedstawione w prezentacji
multimedialnej. Nastepnie rozwigzujg polecenia, dzieki czemu staja si¢ ekspertami
z zakresu zadan znajdujgcych si¢ na swojej karcie pracy.

3. Po skonczonej pracy, zweryfikowanej przez nauczyciela grupy tworza nowe zespoty
odliczajac od 1 do 4. Jedynki tworzg nowa grupe, dwojki podobnie itd. Kazdy zespot
sktada si¢ z ekspertow, ktorzy na forum nowej grupy dzielg sie swojg wiedza
i rozwigzuja ¢wiczenia interaktywne 1-6 w sekcji Sprawdz sie.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel podsumowujg przebieg zaje¢. Wybrani uczniowie z kazdego zespotu

wskazujg mocne i stabe strony pracy uczniow w swoich zespotach.
Praca domowa:

Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 7i 8 w sekcji ,Sprawdz si¢”.



Materialy pomocnicze:
» Wzory skroconego mnozenia. Zadania, zadania generatorowe
Wskazowki metodyczne:

Prezentacja multimedialna moze by¢ wykorzystana w tematach zwigzanych
z przeksztalcaniem wyrazen algebraicznych.
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