Przydatne wzory — wzor na sume szescianow i wzor
na roznice szescianow
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Przydatne wzory - wzor na sume szesciandéw i wzor na

roznice szescianow

Zrédto: Christian Fregnan, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Starozytni filozofowie uwielbiali zagadki. Niektore z nich stanowig do dzi$ nierozwigzane
problemy matematyczne!

Jednym z czotowych tworcow zagadek byt Diofantos. Oto jedna z nich:

Czy kazda liczbe catkowita mozna zapisa¢ za pomoca sumy szescianow trzech liczb
catkowitych?

Rozwigzanie tej zagadki prowadzi do rownania z trzema niewiadomymi, bedacymi liczbami
calkowitymi, czyli rownania typu zwanego dzis$ diofantycznym.

Rownania takie probuje si¢ obecnie rozwigzywac za pomoca komputerow, albo ... wzorow
skroconego mnozenia stopnia trzeciego. [ wlasnie te wzory zastosujemy, rozwigzujac moze
mniej ambitne, ale by¢ moze ciekawsze problemy matematyczne. Co prawda w tym
materiale bedziemy opierac si¢ tylko na wzorze na sume szeScianow i wzorze na roznice
szeScianow, ale i tak pokazemy rozliczne ich wykorzystanie.

Twoje cele

» Przeksztalcisz wyrazenia algebraiczne, stosujac wzory skroconego mnozenia na
sume sze$ciandéw oraz na réznice szescianow.

» Rozwigzesz rbwnania stopnia trzeciego.

» Udowodnisz twierdzenia z teorii liczb, wykorzystujac aparat algebraiczny.




» Roztozysz na czynniki wielomian, korzystajac ze wzoroéw skréconego mnozenia.



Przeczytaj

Wzory skroconego mnozenia czesto s3 pomocne w dowodzeniu twierdzen z teorii
podzielnosci, czy rozkladzie wyrazen algebraicznych na czynniki. W tym materiale
przyklady takich zastosowan wzoru na sume szescianow oraz wzoru na roznice
szeScianow.

Przyktad 1

Pokazemy najpierw sposob wyprowadzenia wzoru na sume szesciandéw, Co pomoze
zrozumiec¢ niuanse algebraiczne zwigzane z tym wzorem.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIES8JIEC]4

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy sumy szeScianow.

Wzor na sume szeScianow:
a®+ b = (a+b)(a® — ab+ b?)
W podobny sposob, jak w Przyktadzie 1, mozna wyprowadzi¢ wzor na roznic¢ szescianow.
Wzor na réznice sze$cianow:
a® — b = (a — b)(a® + ab + b?)
Przyktad 2

Wykazemy, ze warto$¢ wyrazenia A = (n — 1)° — 2n® + (n + 1)° dla kazdejliczby
naturalnejn jest liczbg podzielng przez 6.

Przeksztalcamy wyrazenie tak, aby skorzystac ze wzoru na sume szesScianow.

A=(n—1+n+1)- [(n_1)2—(n—1)(n+1)+(n+1)2] P

W dalszych przeksztatceniach wykorzystamy wzor skroconego mnozenia na kwadrat
sumy oraz wzor na kwadrat roznicy.
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A=2n- (n2—2n+1—n2+1+n2+2n—|—1) —2n?
A=2n- (n2—|—3) —2n3
A =6n
Iloczyn liczby 6 i liczby naturalnejjest liczbg podzielng przez 6, co nalezato wykazac.
Przyktad 3
Wykazemy, ze kazda liczba rzeczywista spetnia rownanie
(z+3)°—3(x+2)°+3x+1)° =6+
Przeksztalcamy rownanie, grupujac odpowiednio wyrazy.
y grupujqc odp yrazy
(z+3)° —3(z+2)° +3(x+1)° =6+2°

[(:c +3)° - xﬂ - [3(50 +2)° — 3(z + 1)3} =6

[(:B—l—3)3—:133] —3[(:1:+2)3—(93+1)3} =6

Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na roznice szescianow i przeksztatcamy
pierwszy sktadnik.

[(z+3—x)(2* + 6z + 9 + 2° + 3z + z?) | —3[($+2)3—($+1)3:| =6
3(3m2+9x—|—9)—3[(m+2)3—(m+1)3] :6‘:3
(32 + 9z +9) — [(m+2)3—(m+1)3} =2

Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na roznice szescianow i przeksztatcamy
drugi skladnik.

(322 +92+9) ~{(@+2-2-1)- [(2+2)° + (2 +2)(@+ 1)+ (2 +1)?] } =2
(32 +9z+9) —{1-[¢*+4z+4+2®+z+2z+2+2° + 2z + 1]} =2

(322 + 9z +9) — (32 + 92+ 7) =2
2

=2

OtrzymaliSmy rownos¢ prawdziwg dla kazdej liczby rzeczywistej x, co konczy dowod.

Rozwigzemy teraz uwspotczesniony problem zwigzany z rozwazaniami Diofantosa na temat
rozwigzalnosci rownan w zbiorze liczb catkowitych.
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Przyktad 4
Znajdziemy wszystkie pary liczb calkowitych a, b spelniajgcych réwnanie
a3+ b3 = (a+b)>.

Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na sume sze$cianéw oraz ze wzoru na
kwadrat sumy i rozktadamy lewg i prawg strone rownania na czynniki.

a3 + b = (a+b)?
(a+b)(a® —ab+b?) = (a+b)(a+Db)

Przenosimy wszystkie wyrazenia na lewa stron¢ rownania i wytgczamy wspolny czynnik
przed nawias.

(a+b)(a®>—ab+b?) — (a+b)(a+b) =0
(a+b)(a®>—ab+b*—a—b) =0

Zatem

a+b=0Iluba* —ab+b>—a—b=0

Z pierwszego otrzymanego rownania wnioskujemy, ze rozwigzaniem réwnania sg
wszystkie pary liczb takich, ze b = —a, czyli pary (a, — a).

Zalozmy teraz, ze b # —a.

Przeksztalcamy drugie z otrzymanych rownan.
a2—ab—|—b2—a—b:O‘-2

2a® — 2ab+2b* —2a — 2b =0

(a2—2ab—|—b2) + (a2—2a—|—1) + (b2—2b+1) —2=0
(a—b)*+(a—1)72+(b-1)>*=2

Zauwazmy, ze sktadniki lewej strony rownania to liczby nieujemne i ich suma jest rowna
2.

Wynika stad, ze
(a—12<1i(b—1)<1.
Czyli

ac(0,2)ibe (0,2).



Poniewaz a, b to liczby catkowite, wiec a € {0, 1, 2},b € {0, 1, 2}.

Po sprawdzeniu potencjalnych rozwigzan, uzyskujemy pary liczb spetniajgcych
rozpatrywane rownanie:

(0,1),(1,0),(1,2),(2,1),(2, 2).
OdpowiedZ:

Rownanie spelniajg wszystkie paryliczb (a, — a), gdzie a jest liczbg catkowita, oraz pary
0,1), (1,0), (1, 2), (2, 1), (2, 2).

W nastepnym przyktadzie skorzystamy z twierdzenia, ktore znakomicie utatwia
rozwigzywanie wielu problemow dotyczacych np. rozktadu wielomianow na czynniki.

Twierdzenie: o sumie trzech szescianow

Dowolne liczby rzeczywiste a, b, ¢ speiniajg warunek

B+ +SB=(a+b+c)—3(a+b)(b+c)la+c)
Whiosek:

Jezelia+b+c=0 to

ad + b3 + 3 = 3abe

Przyktad 5

Liczby z, y, z spetniajg warunek </z—y + </y—z + +/z—z = 0.
Wykazemy, ze co najmniej dwie z tych liczb sg rowne.
Skorzystamy z powyzszego twierdzenia.

Oznaczmy:

Wtedy

a+b+c=0,czylia®+ b + ¢ = 3abe.

(z—y)+y—2)+(z-2)=3-Jo—y - Vy—z2 V2=




0=3-Vz—y - Jy—z-vz—x
T—y=0luby—2=0lubz—x2=0

r=yluby=zlubz==2

C.nd

Stownik
wzOr na sume szescianéw
a®+b° = (a +b)(a® — ab + b°)

wzOr na réznice szescianéw

a® — b = (a— b)(a® + ab + b?)



Animacja

Cwiczenie 1

Zapoznaj sie z animacja, starajac sie najpierw samodzielnie rozwigza¢ podane tam przyktady.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DARARtoZR

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy roznicy szeScianow.

Cwiczenie 2

Rozt6z na czynniki wielomian W (z) = z(22° — z) + = — 2.


https://zpe.gov.pl/a/DARARtoZR

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wyrazenie a® — b mozna zapisa¢ w postaci:

O (a® —t?)(a® — ab+b?)°
O (a® =) (a® + ab+b?)°
O (a* —b%)(a® + ab+ b?) (a® — ab + b?)

O (a® +b?)(a®+ ab + b?) (a® — ab + b?)

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz. Jesli a, b, ¢, d, e, f sa liczbami réznym od 0 i takimi, ze
a+b+c+d+e+ f=0,to:

O d+e*+f2  dtetf
a’+b3+c3 a+b+c

O BHe3f3 atbtc
a3+b3+c3 d+e+f

O d3+e3+f3 abe
a*4+b¥4-c?

O B+ def
ad+b3+cd T~ abe




Cwiczenie 3

Usun niewymiernos$¢ z mianownika kazdego utamka i potagcz w pary rowne liczby.

2 —
VeV v2-1

1
Vi V5 —¥/3

83 3 3
V/25+¥/10+3/4 /3 — V2
1
Va+¥6+99 V5 -2

Cwiczenie 4
Zaznacz, ktéra z zapisanych rownosci jest prawdziwa, a ktora fatszywa.

Réwnos¢ Réwnos¢ prawdziwa Réwnos¢ fatszywa
3 — 8= (z+2)(z® — 2z + 4) O

x3+y3
2 —zyty?

T+y=

2% 4o =

O
- (@® —9?) (z —y) +zy(z +y) ©
8—z*=2z(2+2z)(x—2) O

O O OO

Cwiczenie 5
Rozwiagz réwnanie i wpisz liczbe, ktéra jest rozwigzaniem tego rownania.

z(z® + 2z +9) = 22> + 9(z — 3)

v =| |




Cwiczenie 6

Rozwiaz réwnanie i przeciggnij w kolejnosci rosnacej liczby, ktére sg rozwigzaniami tego
rownania.

8+ 8= (x+2)

____________________________________________________________

=B o] =)=

Cwiczenie 7 @

Niech a, b beda liczbami rzeczywistymi réznymi od zera i takimi, ze a # b % 1. Wykaz, ze jesli
a®+ b =2to

2 1 1

a?+ab+b2 — a?+a-+tl + b2+b+1

Cwiczenie 8 @

Wyznacz najmniejsza warto$¢ wyrazenia 125z — 64y3, jezeli bx — 4y = 6.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przydatne wzory - wzor na sume szeScianéw i wzor na réznice szeScianow
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a3 - b3, a” — bn;

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jedneji wielu zmiennych;
3) wytgcza poza nawias jednomian z sumy algebraiczne;j.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» przeksztalca wyrazenia algebraiczne, stosujac wzory skroconego mnozenia na sume
szeScianOw oraz na réznice szescianow

e rozwiazuje rOwnania stopnia trzeciego

» udowadnia twierdzenia z teorii liczb, wykorzystujac aparat algebraiczny

 rozklada na czynniki wielomian, korzystajac ze wzoréw skroconego mnozenia

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e ocena punktowa wazona
» obieg kart

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego
e pracaw parach

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie wspolnie metodg oceny punktowej wazonej przypominajg wszystkie
wiadomosci i umiejetnosci dotyczace wzordéw skroconego mnozenia, jakie do tej pory
uzyskali. Jeden z uczniow, na podstawie wypowiedzi pozostatych, tworzy graficzny
model zaleznoSci miedzy pozyskanymi informacjami. Wynikiem pracy moze by¢
konkluzja, ktore definicje i twierdzenia dotyczace wzoroéw skroconego mnozenia
trzeba zna¢ koniecznie (najlepiej na pamiec), a ktore sg ich pochodnymi.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w parach. Zapoznajg si¢ z animacja. Najpierw probujg samodzielnie
rozwigza¢ podane tam przyklady, a nastepnie porownuja z przedstawionymi
rozwigzaniami. W podobny sposob pracujg, analizujac przyklady przedstawione
w sekcji ,Przeczytaj.

2. Teraz pary uczniow 13cza si¢ w grupy 4 osobowe i pracuja metodg obiegu kart,
rozwiazujac zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”. Grupa rozpoczynajgca rozwigzywanie
danego zadania zapisuje poczatek rozwigzania i podaje nastepnej grupie kartke
z zapisem. Ta z kolei dopisuje nastepna czes¢ i podaje kartke dalej, itp. Ostatnia grupa,
ktora konczy rozwigzanie zadania sprawdza interaktywnie poprawno$¢ uzyskanego
wyniku. Jesli wynik jest bledny, kartka wedruje do poczatkowej grupy, ktora weryfikuje
swoje rozwigzanie. Grupa podaje kartke nastepnej grupie, itd. Jesli nadal odpowiedz
nie jest poprawna, grupa moze poprosi¢ o pomoc nauczyciela.

3. Koncowym elementem tej czesci zaje¢ moze by¢ dyskusja - czy tatwo jest rozwigzywac
zadania, $ledzac tok rozumowania innej grupy osob i czy wyodrebnienie na poczatku



lekcji najwazniejszych wzorow i umiejetnosci pomogto w doborze odpowiednich
strategii rozwigzywania zadan.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.
Lider kazdej grupy omawia sposob rozwigzywania problemow przez uczniow, sposob
pelnienia rol w grupie.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest opracowanie geometrycznego dowodu wzoru skroconego
mnozenia na roznice szescianow.

Materialy pomocnicze:
Wzory skroconego mnozenia na roznice¢ oraz na sume szescianow — zastosowania
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac¢ na zajeciach poswieconych rozktadowi wielomianow na
czynniki.


https://epodreczniki.pl/b/wzory-skroconego-mnozenia-na-roznice-oraz-na-sume-szescianow---zastosowania/P13RE6xHc

