Wykres i wtasnosci funkcji y = f(x)

f(z) = a”

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

« Aplet

o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela
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Wykres i wtasnosci funkcji y = f(z) + g, gdzie
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Wykresy funkcji wyktadniczych mozemy dowolnie przeksztatca¢ w uktadzie
wspotrzednych. Przesuniecia oraz odbicia wykresu funkcji moga powodowac¢ na przyktad
zmian¢ asymptoty wykresu, co jest rownowazne ze zmiang zbioru wartosci funkciji.

Twoje cele

o Okreslisz wlasnosci funkcji wykladniczej po przesunieciu wykresu w gore lub w dot
wzgledem osi rzednych ukladu wspotrzednych.

« Wymienisz réznice pomiedzy wykresami i wiasno$ciami funkcji f(z) = a” oraz
g(z) = d” +q.

o Wykorzystasz poznang wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.




Przeczytaj

Wykres funkcji wyktadniczej okre$lonejwzorem f(z) = a”, gdzie a € (0,1) U (1, 00) oraz
x € R, mozemy dowolnie przeksztatca¢ na przyktad wzgledem osi uktadu wspotrzednych.

Definicja: przeksztatcenie wykresu funkcji f(z) + ¢

Przeksztalcenie wykresu funkcji f(x) 4+ g oznacza przesuniecie wykresu funkcji f(z) o ¢
jednostek w gore dla g > 0 lub g jednostek w dot dla g < 0.

Rozpatrzmy funkcje okreslone wzorami f(z) = (+)* oraz g(z) = (+)* — 1.

Tabele wartosci tych funkcji dla niektorych argumentow przedstawiaja si¢ nastepujgco:
Argumenty i Warto$ci Funkcji

x -2 —1 0 1 2

f(z) 9 3 1 L 1
Argumenty i Wartosci Funkcji

x -2 —1 0 1 2

9(z) 8 2 0 ~2 _8

Wykresy tych funkcji naszkicujemy w jednym uktadzie wspotrzednych:
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Zauwazmy, ze wykres funkcji g mozemy otrzymac poprzez przesuniecie wykresu funkcji f
o 1 jednostke w dot.
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Poréwnajmy niektore wiasnosci dla obu tych funkcij:

zbiorem warto$ci funkciji f jest przedziat (0, 0o), funkcji g przedziat (—1, c0),

wykres funkcji f przechodzi przez punkt o wspotrzednych (0, 1), zas wykres funkciji g
przez punkt o wspoétrzednych (0, 0),

asymptota wykresu funkcji f jest prostay = 0, a wykresu funkcji g prostay = —1,
funkcja f nie ma miejsc zerowych, a miejscem zerowym funkcji g jest liczba 0.

Dla wykresow funkcji okreslonych wzorami f(x) = a” oraz g(x) = a” + g zachodzg

nastepujace wiasnosci:

funkcje majg te same dziedziny, ale rozne zbiory wartosci,
wykresy majg roézne asymptoty poziome,
przesuniecie wykres funkcji f w dot powoduje powstanie miejsca zerowego.

Przesuniecie w gore lub w dot wykresu funkcji wykladniczejnie zmienia monotonicznosci
tej funkcji. Funkcje przed i po przesunieciu wykresu sa roznowartosciowe.

Przyktad 1

Naszkicujemy wykres oraz okreslimy kilka wtasnosci funkcji zadanej wzorem
f@)=(3)" -2

Wykres funkciji f przedstawia si¢ nastepujaco:

Odczytujemy wiasnosci funkcji z wykresu:

« zbiorem wartos$ci tej funkcii jest przedziat (—2, co),
» asymptotg wykresu funkcji jest prostay = —2,



punkt przeciecia z osig Y ma wspotrzedne (0, —1),

miejscem zerowym jest liczba —1,

funkcja jest malejaca,

dla argumentow mniejszych od —1 funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.

Nie kazdy wykres funkcji wyktadniczej po przesunieciu wzdtuz osi rzednych uktadu
wspotrzednych bedzie mial miejsce zerowe.

Przyktad 2

Funkcje okreslone wzorami f(z) = (\/5)3C +2,9(z) = ()" + 3 oraz h(z) = 5° + 1 nie

maja miejsc zerowych, poniewaz ich wykresy znajduja si¢ nad osig X uktadu
wspolrzednych.

Przyktad 3

Okres$lmy funkcje f wzorem f(z) = (‘/T)m Niech g(z) = f(z) — 2. Wyznaczymy:

N

a) zbior wartosci funkcii g,
b) miejsca zerowe funkciji g.
Rozwigzania:

a) poniewaz wykres funkcji g otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funkcji f o 2
jednostki w dot wzdtuz osi rzednych uktadu wspotrzednych, zatem zbiorem wartosci jest
przedziat (—2, 00).

b) funkcje g zapiszemy wzorem g(z) = (@) — 2.

Do wyznaczenia miejsc zerowych rozwigzemy roOwnanie:
=\ T Z

0= (%) — 2, czyli (@) = 2.

. . . . Do L . o
Rownanie mozemy zapisa¢ w postaci 27 2% = 2, zatem z tego, ze funkcja jest
roznowartosciowa

—3z =1, wiecz = —2.

Miejscem zerowym funkciji g jest liczba —2.

Stownik

funkcja wyktadnicza



funkcja postaci f(z) = a*, gdzie a € (0,1) U (1,00) orazz € R
przeksztatcenie wykresu funkcji f(x) + q

przesuniecie wykresu funkcji f(z) wzdtuz osi Y o g jednostek w gore lub w doét



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet, a nastepnie zaobserwuij, ktére wtasnosci funkcji okreslonej wzorem

f(z) = a” ulegaja zmianie po przesunieciu wzdtuz osi Y.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DkeBDXrkN

Polecenie 2

Do wykresu funkcji okreslonej wzorem f(z) = a® + 4 nalezy punkt o wspétrzednych (—2, 6).

a) wyznacz wzor tej funkcji,

b) oblicz wartos¢ funkcji dla argumentu 4.


https://zpe.gov.pl/a/DkeBDXrkN

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz poprawng odpowiedz. Okresimy funkcje f wzorem f(z) = (%)w Wtedy asymptota
wykresu funkcji y = f(x) + 3 jest prosta o réwnaniu:

O y=-3
O y=3

(O z=3

Cwiczenie 2 3
T
Dana jest funkcja okreslona wzorem f(x) = (\/5) orazy = f(x) — 2. Pogrupuj elementy

zgodnie z podanym opisem.

Whtasnosci funkeji f(x):

funkcja ma doktadnie jedno
miejsce zerowe

asymptotg wykresu funkcji jest
prostay =0

Whtasnosci funkcji f(z) — 2:

do wykresu funkcji nalezy punkt
0 wspétrzednych (2,0)

do wykresu funkcji nalezy punkt
o wspétrzednych (2, 2)

asymptota wykresu funkcji jest
prostay = —2

funkcja nie ma miejsc zerowych ’




Cwiczenie 3
X
Funkcje f okreslono za pomoca wzoru f(z) = (\/5) — 3. Uzupetnij zdania, przeciagajac

w puste miejsce odpowiednia liczbe lub przedziat.

[(=o0,0) | [ (=00,2) || (=3,00) [ [ (3,00) | [1][2]

Cwiczenie 4

Funkcje okreslimy wzorem f(x) = (%)m — 4. Uzupetnij zdania odpowiednimi liczbami.

Miejscem zerowym funkgji jest liczba ‘ ’

Dla argumentu 0 funkcja przyjmuje Wartos'c" ’

Funkcja przyjmuje wartosci wieksze od —2 dla argumentéw mniejszych od

Cwiczenie 5
Potacz wzor funkcji ze zbiorem wartosci tej funkciji:

flz)=(3)"+3 (3,00)
f(z) =27 -3 (1, 00)
flz) = (3)" +1 (—1,00)



Cwiczenie 6
Niech f(x) = (%)m Okreslmy funkcje g wzorem g(z) = f(z) — 3. Wstaw odpowiednie

wartosci tej funkcji dla podanych argumentéw:

Cwiczenie 7 @

Dana jest funkcja okre$lona wzorem f(z) = 3% — 1. W celu otrzymania wykresu funkcji
zadanej wzorem g(m) = 3% + 4 nalezy wykres funkcji f przesunac o:

() 4 jednostki w gére

() 5jednostek w gore

() 5 jednostek w dot
Cwiczenie 8 @
Funkcja f okreslona jest wzorem f(z) = (%)m - 3.
a) naszkicuj wykres tej funkcji,

b) wyznacz, dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykres i wlasnosci funkcji y = f(z) + g, gdzie f(z) = a”

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

12) na podstawie wykresu funkcjiy = f (x) szkicuje wykresy funkcjiy=f (x-a),y=f (x)+Db,
y=-f(x),y=f (-x);

14) postuguje sie funkcjami wyktadniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu

i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza wartosci funkcji wyktadniczych dla zadanych argumentow po przeksztatceniu
wykresu tej funkcji wzdtuz osi Y uktadu wspotrzednych,

» odczytuje wlasnosci funkcji wyktadniczych po przesunigciu wykresu tej funkcji wzdtuz
osi rzednych uktadu wspoirzednych,

» wskazuje roznice pomiedzy wykresami i wlasnosciami funkcji wyktadniczej przed i po
przesunieciu w gore lub w dot,

 stosuje poznang wiedze do rozwigzywania polecen i ¢wiczen interaktywnych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;

e zuzyciem e-podrecznika;
 objasSnienie nowejwiedzy;
e liga zadaniowa.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi ucznidow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
»Przeczytaj”. Wspolnie na forum klasy omawiajg pytania i problemy.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycije pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel przeprowadza z uczniami pogadanke na temat praktycznego zastosowania
funkciji wyktadniczej. Uczniowie podajg wiasne propozycje, zdobyte na podstawie
wczesniejszych doswiadczen i obserwaciji.

2. Uczniowie zapoznajg si¢ z materiatem dotyczgcym tematu z e-podrecznika.

3. Uczniowie zapoznaja si¢ z materiatem z sekciji ,Aplet” i zapisuja ewentualne problemy
z jego zrozumieniem. Nastepnie dzielg si¢ na grupy i ponownie analizujg jego tres¢
wspolnie wyjasniajac zaistniate watpliwosci.

4. Uczniowie w kolejnym kroku rozwiazuja ¢wiczenia numer 11 2 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Uczniowie udzielaja odpowiedzi, a reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej,
proponujac swoje pomysty. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi,
dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

5. Nauczyciel dzieli klas¢ na 4-osobowe grupy. Przeprowadza z uczniami lige zadaniowa.
Uczniowie rozwiazujg ¢wiczenia 3-5 na czas (od zadania tatwiejszego do
trudniejszych). Grupa, ktora rozwigze poprawnie zadania jako pierwsza, wygrywa,



a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnoSc. Rozwigzania sg
prezentowane przed calg klasg i omawiane krok po kroku.

6. W kolejnym etapie uczniowie indywidualnie realizuja ¢wiczenia 6-8. Po ich wykonaniu
nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Nauczyciel przypomina temat zaje¢: ,Wykres i wlasno$ci funkcji y = f(x) + g, gdzie
f(z) = a®” i podsumowuje przebieg zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony pracy
uczniow.Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: ,Na
dzisiejszych zajeciach nauczytam/lem si¢ jak..."

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwiagzanie) do tematu lekcji (,Wykres i wasnosci funkcji y = f(x) + g, gdzie

f(z) = a™).
Materialy pomocnicze:
o Przeksztalcenia wykresu funkcji wykladniczej
Wskazowki metodyczne:

» Materiat z sekcji ,Aplet” mozna wykorzysta¢ do utrwalenia wiadomosci dotyczacych
przeksztatcania wykresow funkcji wyktadniczych.


https://epodreczniki.pl/a/funkcja-wykladnicza-i-jej-wlasnosci-przeksztalcanie-wykresu-funkcji-wykladniczej/DOgeKo121

