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Zrédto: Thisisengeneering RAENng, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Jak twierdzit doktor Szuman w powiesci Lalka Bolestawa Prusa:

(( Dobry Polak poci sie przy drugiej cyfrze dziesietnej, przy piatej
dostaje gorgczki, przy siodmej zabija go apopleksja.

Pomimo tej mato optymistycznej diagnozy, przypomnimy jednak podstawowe wiadomosci
o ulamkach dziesi¢tnych, ktore w dobie komputerow sg najczesciej spotykang formg zapisu
liczb wymiernych.

Twoje cele

e Zamienisz utamki:
- zwykle na dziesietne skonczone lub okresowe,
- dziesietne, rOwniez zapisane jako okresowe, na zwykte.

o Wsrod utamkow zwyktych rozpoznasz te, ktorych rozwinigcie dziesietne jest
skonczone, a pozostate ulamki dziesigetne zapiszesz w postaci okresowe;j.

o Wykorzystasz umiejetno$¢ zamiany postaci zapisu utamkow do ich poréwnywania.




Przeczytaj

Bawigc sie¢ zwyklym kalkulatorem, mozemy
sie przekonac, jak postrzega utamki zwykte
nasza elektroniczna ,maszynka’.

Zrédto: Anshraf Ali, dostepny w internecie:
www.unsplash.com.

Przyktad 1

Jesli, naciskajgc odpowiednie przyciski, podzielimy 4 przez 25, to zobaczymy na ekranie
kalkulatora liczbe:

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 4.0.
Przyktad 2

Po rozkazie ,21 podzieli¢ przez 90” ujrzymy z kolei:




Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 4.0.

W pierwszym przyktadzie otrzymaliSmy utamek dziesietny skonczony, czyli taki,
ktorego zapis dziesietny konczy si¢ na pewnym miejscu po przecinku (po przecinku
wystepuje skonczona liczba cyfr).

W drugim przykiadzie kalkulator nieco nas , oszukal”. Wykorzystujac bowiem wiasne

obliczenia, widzimy, ze: % = 0,23333.. ., gdzie trojki po przecinku nigdy si¢ nie koncza.
Mamy wigc w rzeczywisto$ci do czynienia z utamkiem dziesietnym nieskonczonym
okresowym. Oznaczamy go nastepujaco: 0,2333... = 0,2(3).

Wazne!

Jesli w ulamku dziesietnym nieskonczonym okresowym powtarza sie np. grupa cyfr 345,
to powtarza si¢ takze grupa 345345, czy tez 345345345. Stad jest sens mowic
o najkrotszej z powtarzajacych sie grup cyfr.

Uwaga. Zamiast mowic: ,utamek dziesietny” uzywamy tez terminu: ,rozwinig¢cie
dziesietne ulamka zwyktego”.

Pamietasz zapewne umowe, wedtug ktorej w nawias bierzemy zawsze najkrotsza
z powtarzajacych sie w nieskonczonos$¢ grup cyfr rozwinigcia dziesietnego. Te grupe cyfr

nazywamy okresem rozpatrywanego utamka, a liczbe cyfr wystepujacych w tej najkrotsze;j
grupie nazywamy dtugo$cia okresu.

Przyktad 3

i—é = 0, 6875 i powstaje w wyniku

Rozwiniecie dziesietne utamka i—(l). jest skonczone:
przedstawionego ponizej dzielenia. Zauwazmy, ze dzielenie zostato zakonczone, gdy

pojawita si¢ reszta zero.
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1. Zauwazmy, ze dzielenie zostato zakonczone, gdy pojawila si¢ reszta zero.

Przyktad 4

Rozwinigcie dziesietne utamka % jest nieskonczone i okresowe: 14—1 = 0,363636. ..
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1. Dzielenia nie mozna zakonczy¢, poniewaz na zmian¢ otrzymujemy reszte 7 lub 4 (co

prowadzi do nieustannego dzielenia przez 11 liczby 40 lub 70). Wobec tego: % =0, (36)

Na podstawie powyzszych przykladow mozemy zrozumie¢, na czym polega mechanizm,
ktory sprawia, ze kazdy utamek zwykty daje sie zapisa¢ w postaci rozwini¢cia dziesietnego.
Otoz, reszt z dzielenia przez mianownik jest skonczenie wiele (gdy dzielimy przez liczbe



naturalng dodatnia g, wtedy jedyne mozliwe reszty, jakie mogg si¢ pojawic, to: 0,1, 2, 3, . ..
itd. azdo ¢ — 1) i w koncu:

« albo ktoras$ z reszt jest rowna zeru i rozwiniecie dziesietne jest skonczone,
« albo kazda reszta jest niezerowa, a wtedy ktora$ z reszt musi si¢ powtorzyc¢ i w efekcie
rozwiniecie dziesietne jest nieskonczone, okresowe.

Twierdzenie: o rozwinieciu dziesietnym utamka zwyktego
Kazdy utamek zwykly ma rozwiniecie dziesietne skonczone lub nieskonczone okresowe.
Uwaga!

Rozwinigcie dziesietne skonczone mozna tez zapisa¢ w postaci nieskonczonej, dopisujac
zera po jego ostatniej niezerowej cyfrze. W praktyce szkolnej z tej mozliwos$ci nie
korzystamy i wyraznie odrozniamy rozwiniecia dziesig¢tne skonczone od
nieskonczonych, okresowych.

Uwaga!

Jesli ulamek % ma rozwini¢cie dziesietne nieskonczone okresowe, to w jego okresie jest

mniej niz q cyfr.

Zamiana utamka dziesietnego na utamek zwykly jest najprostsza w sytuacji, gdy
rozpatrujemy utamek dziesietny skonczony.

Przyktad 5

175 7

Gdy zamieniamy na utamek zwyktly rozwini¢cie dziesig¢tne nieskonczone, sytuacja jest juz
nieco trudniejsza.

Juz wiesz

Aby pomnozy¢ utamek dziesi¢tny przez potege liczby 10, wystarczy odpowiednio
w prawo przesungc¢ przecinek w zapisie dziesietnym danego utamka, np.:
23,456 - 100 = 2345, 6.

Aby podzieli¢ utamek dziesietny przez potege liczby 10, wystarczy odpowiednio w lewo
przesunac¢ przecinek w zapisie dziesietnym danego utamka, np.:
98,76 : 1000 = 0,09876.

Przyktad 6

Zapiszemy utamek 0, (9) w postaci utamka zwyktego. Przyjmijmy, ze = 0, (9). Wtedy:
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10z =9,(9) =9+0,(9),

10z =9 + .

Stad: 9z = 9

i ostatecznie: z = 1.

Prawdziwa jest zatem réwnos¢ 0, (9) = 1.
Wazne!

Rownos¢ 0, (9) = 1 nalezy rozumie¢ nastepujaco: 0, 999. . . jest innym sposobem zapisu
liczby 1, podobnie, jak 0, 333. . . jest innym zapisem liczby %

Uwaga!

Powyzszy przyktad pokazuje, ze rozwini¢cie dziesi¢tne skonczone mozna tez zapisac
w postaci okresowej, nie uzywajgc do tego celu zer dopisywanych w nieskonczonos¢ po
jego ostatniej niezerowej cyfrze.

W ten sposob zapiszemy na przykiad
0,16 = 0,15+ 0,01 = 0,15+ 0,00(9) = 0, 15(9),
0,6875 = 0,6874 + 0,0001 = 0, 6874 4+ 0,0000(9) = 0,6874(9).

Powyzsze przyklady proponujemy jedynie jako ciekawostke. W zastosowaniach szkolnych
pozostaniemy przy wygodnym dla nas zapisywaniu rozwiniec¢ dziesietnych liczb

wymiernych z podziatem na skonczone i nieskonczone okresowe.

Stownik
utamek dziesietny skonczony

utamek, w ktorego rozwinieciu dziesigtnym po przecinku wystepuje skonczona liczba
cyir roznych od zera

utamek dziesietny nieskoniczony okresowy

utamek, w ktorego rozwinieciu dziesietnym, poczawszy od pewnego miejsca po

przecinku, cyklicznie powtarza sie¢ pewna grupa cyfr (zwana okresem tego utamka)



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza animacja. Bazujac na rozwigzanych w niej przyktadach rozwiaz kolejne
polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DaRTVZrdC

Film nawigzujacy do tresci materiatu o utamkach dziesietnych skonczonych i okresowych.

Polecenie 2

Wynik dziatania (0, (135) + é—;) : 7% — 2, (36) zapisz w postaci utamka nieskracalnego.

Polecenie 3

Rozpatrujemy rozwiniecie dziesietne utamka g—i. Przez a, b, ¢, d oznaczamy cyfry tego
rozwiniecia, ktére znajduja sie na miejscach odpowiednio: pierwszym, drugim, trzecim oraz
setnym. Oblicz warto$¢ wyrazenia a - (b + ¢ + d).

Polecenie 4

Dane sg liczby: ¢ = 0, (176834) orazy = 0, (34). Zapisz w postaci utamka nieskracalnego
iloraz % Podaj rozwiniecie dziesietne (skoniczone lub nieskonczone okresowe) tego ilorazu.



https://zpe.gov.pl/a/DaRTVZrdC

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

. . 1
lle jest rowna suma % + 57

O 0,675

O 1

() 0,835

(O 0,725
Cwiczenie 2

Przyporzadkuj kazdemu z utamkéw 2, 1L dr 5124 © 101 jego rozwiniecie dziesietne.

£ 0,44
o 0,32
i 0,425
= 0, 796875
o 0,625

= 0, 808




Cwiczenie 3

Wskaz utamek, ktéry ma skonczone rozwiniecie dziesietne:
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Cwiczenie 4

Wskaz utamek, ktorego rozwiniecie dziesietne da sie zapisa¢ wytacznie za pomocg cyfr
nieparzystych:
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Cwiczenie 5

Jaka cyfra znajduje sie na setnym miejscu po przecinku w rozwinieciu dziesigtnym utamka 15—4?

Odpowiedz:




Cwiczenie 6

Kalkulator Franka miesci na swoim wyswietlaczu maksymalnie siedem cyfr. Gdy chtopiec

podzielit 500 501 przez 4 000 000, to na ekranie pojawita sie liczba 0, 125125. Franek

wywhnioskowat stad, ze utamek % jest okresowy i rowny 0, (125). Czy ma racje?

() Tak, ma racje
() Nie, nie ma racji
Cwiczenie 7

Jezeliz = 0,(45) iy = 1, (6), to liczba = + y jest réwna:

1, (456) || 2,(05) | | 2,(105) | | 2,(12) |

Cwiczenie 8

Rozwiniecie dziesietne utamka

2023
10110,590,2190

jest skonczone.
O ile miejsc w prawo nalezy przesunac przecinek w tym rozwinieciu, aby otrzymac liczbe
catkowita, ktoérej ostatnia cyfra nie jest réwna 0?

300

390

200

o O O O

110



Dla nauczyciela

Autor: Witold Sadowski, Pawetl Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Ulamki dziesietne skonczone i okresowe

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

l. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne (jezykiem ucznia):
Uczen:

» wskazuje wsrod podanych liczb w postaci dziesietnejliczby wymierne oraz
niewymierne,

» przedstawia liczbe podang w postaci utamka zwykltego w postaci utamka dziesietnego
(skonczonego lub nieskonczonego okresowego),

e wyznacza rozwini¢cie dziesigetne utamkow zwyklych,

e wyznacza wskazang cyfre po przecinku liczby podanejw postaci rozwinig¢cia
dziesietnego okresowego.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



 dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

o rzutnik multimedialny.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekcii.
2. Uczniowie zapoznajg si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,Przeczytay’.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osobe o odczytanie tematu lekcii tj. ,,Utamki dziesietne
skonczone i okresowe”, a nastepnie okresla cele i kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z animacja.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie na forum klasy ¢wiczenia nr 1-2.Uczniowie wykonujg
pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,Sprawdz sie”. Wyniki pracy omawiane
sa na forum i komentowane przez nauczyciela.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych probleméw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:

» Rozwiniecia dziesietne utamka zwyktego
» Zamiana utamkow zwyklych na liczby dziesig¢tne i odwrotnie

Animacje mozna wykorzystac¢ na zajeciach poswieconych wykonywaniu dziatan na liczbach
rzeczywistych.
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