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Zrédto: dostepny w internecie: https:/commons.wikimedia.org/wiki/File:Sierpinski_pyramid.png.

Trojkat, zwany dzisiaj trojkatem Pascala, zostat odkryty prawdopodobnie przez Chinczykow
lub tez niezaleznie odkryt go XI - wieczny perski matematyk, astronom i poeta Omar
Chajjam.

Nazwa trojkata powstata w XVII wieku. Genialny francuski matematyk Blaise Pascal wydat
w 1653 roku dzieto pt.: Traktat o trojkacie arytmetycznym, w ktorym badat jego wlasnosci.

Stosowat go w pracach dajgcych podwaliny pod przyszty rachunek prawdopodobienstwa.

Z uwagi na to, ze matematyk byt kojarzony z trojkatem, ktory byt istotnym narzedziem jego
pracy naukowej, trojkat zostal nazwany jego nazwiskiem.

Trojkat Pascala ma szerokie zastosowanie. Jest wykorzystywany nie tylko w matematyce, ale
i cho¢by w genetyce.

Twoje cele

e Poznasz schemat budowy trojkata Pascala, dzieki czemu bedziesz w stanie podac
wartosci liczbowe znajdujace si¢ w dowolnym wierszu trojkata.

e Zastosujesz liczby z n - tego wiersza tréojkata Pascala do ustalenia wspotczynnikow
rozwiniecia n - tej potegi dwumianu.

» Poznasz wlasnosci trojkata Pascala i zweryfikujesz ich prawdziwosc¢.

» Poznasz zastosowania trojkata Pascala.






Przeczytaj

Trojkat Pascala tworzg liczby catkowite dodatnie (1,2, 3, .. .) zgodnie z nastepujacym
schematem: w wierzchotku tréjkata (czyli w wierszu poczatkowym - zerowym) oraz na obu
jego rownych ramionach znajduja si¢ jedynki. W srodku, poczawszy od trzeciego wiersza,
znajdujg sie sumy dwoch liczb z wiersza powyzej, ktore sa potozone bezposrednio nad dana
liczba. Fragment trojkgta Pascala przedstawiony jest ponize;.
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Trojkat Pascala
Zrédto: Dimitrios Vrettos, http:/commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.

Przypomnijmy teraz wzor na wspolezynnik dwumianowy:
Jmy

n n!
k)~ Fo-R

gdzie n, k to dowolne liczby catkowite nieujemne (0, 1,2,3,...) orazn < k. Przypomnimy
takze wzor na dwumian Newtona, ktory wigze sie bezposrednio z trojkgtem Pascala, co
pokazemy w dalszej czeSci. Dwumian Newtona jest postaci:

n __ n nhk0 n n—1p1 n n—212 n n—nmpn
(a+0) —<0>ab —i—<1>a b—l—(2>a b—i—...+(n)a b",

przy czym n jest dowolna liczba catkowitg nieujemna oraz a, b s3 dowolnymi liczbami
rzeczywistymi.



Liczby w trojkacie Pascala (poczawszy od wiersza drugiego) odpowiadaja wspotczynnikom
rozwini¢cia wzoru na n - tg potege sumy.

Na przykiad liczby w trzecim wierszu trojkata Pascala: 1, 3, 3, 1 to kolejne wspotczynniki
liczbowe rozwiniecia sze$cianu sumy.

(a4 b)® = 1a® + 3a2b + 3ab? + 1b3.
Czym jest zatem trojkat Pascala?

Jest to ciag liczb utozony w tréjkat o okreslonych wilasnosciach matematycznych.
Wiasnosci tréjkata Pascala

1. Symetria.

Pierwszg wlasnoscig trojkgta Pascala, ktorag mozemy zauwazy¢, jest symetria. Mianowicie
mozemy wykresli¢ prostg przechodzaca przez pierwsze wyrazy kazdego wiersza, nastgpnie
kolejng prostg przez drugie wyrazy kazdego wiersza. Czynno$¢ te mozemy powtarzac

w nieskonczonos¢, otrzymujgc tzw. skosy.

Pierwszy skos sktada si¢ z samych jedynek. Drugi to kolejne liczby naturalne, trzeci to liczby
trojkatne, a czwarty — czworoscienne (piramidalne). Symetria polega na tym, ze w kazdym
przypadku mamy dwie przecinajgce si¢ proste w punkcie, lezagcym na osi symetii trojkata.

2. Sumy liczb w poszczegélnych wierszach to kolejne potegi liczby 2.

Kolejne potegi naturalne dwojki:

e dla0mamy: 20 = 1,

dla 1 mamy: 2! = 2,

dla 2 mamy: 22 = 4,

dla 3 mamy: 23 = 8,

dla 4 mamy: 2* = 16

i tak dale;j.

Sumy liczb w kolejnych wierszach wynosza:

e dla0mamy:1 =1
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e dlalmamy:1+1=2,

e dla2mamy:1+2+1=4,

e dladmamy:14+3+3+1=2§,

e dladmamy:14+4+6+4+1=16

o itak dalej.
3. Suma kwadratow wszystkich elementéw wiersza o numerze n (humerujac
od zera) jest réwna srodkowemu elementowi wiersza 2n.
Wezmy na przyktad wiersz trzeci i szosty (dlan = 3, 2n = 6). Wiersz trzeci: 1, 3, 3, 1.
Suma kwadratéw wyrazéw wiersza trzeciego: 12 + 3% + 32 + 12 = 20.
Wiersz szosty: 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1.
Jak widzimy na tym przykladzie, suma kwadratow wyrazow wiersza trzeciego rzeczywiscie

rowna sie Srodkowemu wyrazowi wiersza szostego, czyli 20.

4. Zastepujac w tréjkacie Pascala kazda liczbe nieparzysta jedynka,
a parzysta zerem, otrzymujemy geometryczny wzor trojkata Sierpinskiego.

Trojkat Sierpinskiego to trojkat rownoboczny ,z dziurami”. Po potaczeniu srodkéw bokdw tréjkata
rownobocznego, otrzymujemy 4 mniejsze tréjkaty. Usuwamy tréjkat sSrodkowy. Procedure powtarzamy dla
kazdego z pozostatych trojkatéw, i tak w nieskoriczonosé. Punkty, ktére nigdy nie zostang usuniete, tworza
tréjkat Sierpinskiego.



Zrédto: http:/commons.wikimedia.org, domena publiczna.

Stownik
liczby tréjkatne

to takie liczby, ktore odpowiednio utozone, moga utworzy¢ regularny trojkat. Znajduja si¢
one na trzeciej przekatnej trojkata Pascala (liczac od jeden, nie od zera jak w przypadku
wierszy) i wynoszg kolejno:1, 3, 6, 10, 15, 21, . ..

liczby czworoscienne

liczby lezgce na czwartej przekatnej trojkata Pascala. Te liczby to kolejno 1, 4, 10, 20, 35,

956, . . .; oznaczajg ilo$¢ kul, z ktorych mozna zbudowac czworo$cian



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych przedstawiajgcg zwigzek tréjkata Pascala

z trojkatem Sierpinskiego.

1. {audio}Rysujemy trojkat Pascala dlan = 7.



Polecenie 2

Narysuj tréjkat Pascala dlan = 9 i zamaluj pola z tymi liczbami, ktére przy dzieleniu przez 5
daja reszte 1. Co zauwazasz?



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dopasuj podane ponizej ciagi liczb do poszczegdlnych wierszy tréjkata Pascala.

drugi wiersz, trzeci wiersz, czwarty wiersz, pigty wiersz, szosty wiersz, siodmy wiersz

wiersze wartosci wystepujace
W wierszu

drugi wiersz

trzeci wiersz

czwarty wiersz

piaty wiersz

szosty wiersz

siédmy wiersz




Cwiczenie 2

O

Wiedzac juz, jak powstaje tréjkat Sierpinskiego, uzupetnij tabele, przeciggajac podane ponizej
elementy w odpowiednie pola.

drugi wiersz, trzeci wiersz, czwarty wiersz, pigty wiersz, szésty wiersz, siédmy wiersz

wiersze wartosci wystepujace
W wierszu

drugi wiersz

trzeci wiersz

czwarty wiersz

piaty wiersz

szosty wiersz

siédmy wiersz

Cwiczenie 3

Wykorzystujgc wtasnosé zwigzang z budowa tréjkata Pascala, oblicz wspétczynniki
rozwiniecia siodmej potegi dwumianu (a + b)7.

(a+b) :‘ }a7+‘ ’a6b+‘ ’a5b2+
| o' ey o+
ab6+‘ ’b7




Cwiczenie 4

Uzupetnij réwnosci. Zweryfikuj wtasnos¢ trojkata Pascala, ktéra méwi, ze suma kwadratow
wszystkich elementéw wiersza o numerze n (humerujac od zera) jest rowna srodkowemu
elementowi wiersza 2n.

wiersz drugi, wiersz trzeci, wiersz czwarty, wiersz piagty, wiersz szdsty;, 24 2y 24 2o
srodkowy element wiersza dwunastego

—

wiersze suma kwadratow element wiersza
wiersz drugi
wiersz trzeci __2+__2+__2+__2=

wiersz czwarty

wiersz pigty

wiersz szosty srodkowy element wiersza
dwunastego

Cwiczenie 5

Zweryfikuj stwierdzenie, ze wykorzystujac liczby w kolejnych wierszach tréjkata Pascala
mozna utworzy¢ kolejne potegi liczby 11.

11°=1
111 =11
112 = 121

Wypisz liczby z kolejnych wierszy trojkata Pascala.

|




Cwiczenie 6 @

Kolejng wtasnoscig trojkata Pascala jest fakt, ze drugi element z n-tego wiersza podniesiony
do kwadratu rowny jest sumie trzeciego elementu z n-tego wiersza oraz trzeciego elementu
zwierszan + 1.

Przyktad: 52 = 10 + 15, 6% = 15 + 21, itd.
Udowodnij te wtasnosc¢.

Cwiczenie 7 @
Liczby czworoscienne w trojkacie Pascala wyznaczaja ilos¢ kul, z ktérych mozna zbudowac
czworoscian o danej wysokosci a liczby trojkatne - ilos¢ kul potrzebnych do utozenia danej

warstwy kul. Wyznacz liczbe kul potrzebng do utozenia dziesigtej warstwy oraz liczbe kul
potrzebna do zbudowania czworoscianu o wysokosci 10.

O Do utozenia dziesigtej warstwy potrzeba 80 kul. Do zbudowania czworos$cianu
o wysokosci 10 potrzeba 260 kul.

O Do utozenia dziesiagtej warstwy potrzeba 25 kul. Do zbudowania czworo$cianu
o wysokosci 10 potrzeba 100 kul.

O Do utozenia dziesigtej warstwy potrzeba 45 kul. Do zbudowania czworos$cianu
o wysokosci 10 potrzeba 250 kul.

O Do utozenia dziesigtej warstwy potrzeba 55 kul. Do zbudowania czworos$cianu
o wysokosci 10 potrzeba 220 kul.



Cwiczenie 8

Uzupetnij tabele, przeciggajac podane ponizej elementy w odpowiednie miejsca.

3,4

numer skosu (liczac od 1) |radzaj liczb opis

liczby




Dla nauczyciela

Autor: Elzbieta Miterka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Co laczy trojkat Pascala z trdjkatem Sierpinskiego?

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tresci nauczania - wymagania szczegbétowe:

ll. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:

Zakres rozszerzony 2) stosuje podstawowe wtasnosci tréjkata Pascala oraz nastepujace
wtasnosci wspoétczynnika dwumianowego (symbolu Newtona): (n 0)=1,(n 1)=n,(n n-1)=
n(nk)=(nn-k),(nk)+(nk+1)=(n+1k+1);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wylicza wartosci liczbowe znajdujace si¢ w dowolnym wierszu trojkata Pascala;

 stosuje liczby z dowolnego wiersza trojkata Pascala do ustalenia wspotczynnikow
rozwiniecia potegi dwumianu;

» weryfikuje prawdziwos$¢ stwierdzen dotyczacych wlasnosci trojkata Pascala;

» szuka analogii w zakresie wykorzystania trojkgta Pascala.

Strategie nauczania:
 konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;
 liga zadaniowa.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do Internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja

o Uczniowie przed lekcjg zapoznaja si¢ z sekcjg ,,Przeczytaj”
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat, wskazuje cele zajec.

2. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie wzoru na kwadrat sumy dwoch dowolnych
wyrazen oraz na szescian sumy dwoch dowolnych wyrazen. Wspolnie poréwnuja
wspotczynniki we wzorach z drugim i trzecim wierszem trojkata Pascala.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie rozwiazujg ¢wiczenie 1z sekcji ,Sprawdz si¢”.

2. Uczniowie w parach analizujg informacje dotyczace zwigzku trojkata Sierpinskiego
z trojkgtem Pascala oraz w sekciji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” Rozwigzuja ¢wiczenie
2 z sekcji ,Sprawdz sie¢”

3. Nauczyciel dzieli uczniéw na 4-osobowe grupy.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 4-7
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiajg je na forum klasy.

Faza podsumowujaca:
1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz
sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.
Praca domowa:
Uczniowie wykonuja ¢wiczenie 3 i 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”

Materialy pomocnicze:



Trojkat Pascala
Wskazowki metodyczne:

Materiat w sekcji ,,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna wykorzysta¢ do powtorzenia
wiadomosci dotyczgcych zastosowan trojkgta Pascala. Material mzna tez wykorzystac
w tematach zwigzanych z potega dwumianu.
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