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Suma wektorow - interpretacja geometryczna
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Zrédto: Alex King, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Wiesz juz, czym jest wektor oraz potrafisz rozpozna¢ wektory rowne i przeciwne. Okazuje
sie, ze w zbiorze wszystkich wektoréw na plaszczyznie mozna wykonywac pewne dziatania
- pod pewnymi wzgledami podobne do tych wykonywanych w zbiorach liczbowych. W tym
rozdziale omowimy graficzne dodawanie wektorow. Na pierwszy rzut oka to dziatanie nie
wyglada na podobne do dodawania liczb, ale opis algebraiczny wektorow, ktory poznasz

w nastepnych rozdziatach, pozwoli Ci dostrzec analogie pomiedzy dodawaniem wektorow
a dodawaniem liczb.

Twoje cele

e Wyznaczysz sume¢ dwoch wektoroéw przy pomocy reguly trojkata i reguty
rownolegtoboku.

e Wyznaczysz sume¢ dowolnejliczby wektorow przy pomocy reguty tancucha.

» Roztozysz wektor na sktadowe.




Przeczytaj

Wektor wypadkowy

Wyobrazmy sobie uproszczong mape z zaznaczonymi miejscowosciami A, B, C, Di E.
Z miejscowosci A do miejscowosci C' mozna dosta¢ sie bezposrednio poruszajac sie wzdiuz

wektora ?C‘ ale mozna tez zrobi¢ to inaczej. Mozna najpierw przemiescic sie

z miejscowosci A do miejscowosci B, a dopiero pézniejdo C. Ale mozna tez zrobi¢ po
drodze dwa przystanki: w pierwszym etapie przemieszczamy si¢ z miejscowosci A do
miejscowosci D, w drugim - z miejscowosci D do miejscowosci F, za§ w trzecim —

z miejscowosci E do miejscowosci C'. Sytuacje ilustruje ponizszy rysunek. W takim

— — —
przypadku powiemy, ze wektor AC jest wektorem wypadkowym dla wektorow AB i BC

— y — >
oraz wektor AC jest wektorem wypadkowym dla wektoréow AD, DE i EC. Zwr6¢my
jeszcze uwage, w jaki sposob powstajg tancuchy wektorow, ktorych wektorem

—
wypadkowym jest AC. Kazdy z tych tancuchow spetnia trzy warunki:
e poczatek pierwszego wektora pokrywa si¢ z poczatkiem wektora wypadkowego,

» koniec jednego wektora pokrywa sie z poczatkiem nastepnego,
» koniec ostatniego wektora tancucha pokrywa si¢ z koncem wektora wypadkowego.

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Suma dwéch wektoréw - reguta rownolegtoboku, reguta
trojkata


javascript:void(0);

Sume wektoréw Tiv wyznaczamy nastepujaco: dowolny punkt O plaszczyzny obieramy
jako poczatek wektora 7, a koniec wektora @ obieramy za poczgtek wektora .
Wektor, ktorego poczatek znajduje sie w punkcie O, a koncem jest koniec wektora v

A - =
nazywamy sumg wektorow w i v" i oznaczamy v + v'.
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Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Wektory, ktorych sume chcemy wyznaczy¢ nazywamy wektorami sktadowymi.

Opisana powyzej procedura otrzymywania wektora bedacego sumg dwoch wektorow

o roznych kierunkach nosi nazwe reguly trojkata. Jak wida¢ na powyzszejilustracji, gdy
wektory majg rozne kierunki, poczatki i konce rozwazanych wektoroéw tworzg wierzchotki
trojkata. Zauwazmy jeszcze, ze chcac zastosowac opisany algorytm do wektorow, ktore maja
ten sam kierunek, wszystkie poczatki i konce rozwazanych wektorow beda leze¢ na jedne;j
prostej, zatem nie utworzg trojkata. Gdy wektory majgce ten sam kierunek, maja ten sam
zwrot, wowczas ich suma ma ten sam zwrot, ktory maja sktadniki.
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Zrédto: GroMar Sp. z 0.0, licencja: CC BY-SA 3.0.



Gdy wektory majgce ten sam kierunek, maja przeciwne zwroty, wowczas ich suma ma
zwrot taki jak sktadnik o wiekszej dlugosci.

A

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Na powyzszych ilustracjach niebieski wektor jest sumg wektoréw czerwonego i czarnego.

Aby wyznaczy¢ sume dwoch wektorow o roznych kierunkach, mozemy tez zastosowac tzw.
regute rownolegtoboku, ktora orzeka, ze wektor reprezentujacy sume wektorow 7, v
mozna uzyskac jako przekatna rownolegtoboku skonstruowanego z uzyciem wektorow 7,

—
V.

Opiszemy teraz jak wykorzysta¢ w praktyce regute rownolegtoboku dla dwoch wektorow
o roznych kierunkach.
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Zrodto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Wektory ustawiamy tak, aby mialy wspolny poczatek.



Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Przez konce kazdego z wektoréw prowadzimy proste rownolegte do drugiego z nich.
Poczatek obu wektorow, ich konce i punkt przecigcia prostych rownoleglych do wektorow
sg wierzchotkami rownolegtoboku.

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Przekatna rownolegloboku zawiera wektor bedacy sumg rozwazanych wektorow: jego
poczatek jest wspolnym poczatkiem obu wektorow sktadowych, zas koniec jest punktem
przeciecia poprowadzonych prostych.

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Suma przynajmniej trzech wektoréow - reguta tancucha

Jesli chcemy doda¢ wiecej niz dwa wektory korzystamy z tzw. reguty tancucha, ktora
polega na utworzeniu tancucha wektoréw w taki sposob, ze koniec jednego z nich staje sie
poczatkiem nastepnego. Suma wektorow uzytych do utworzenia tancucha nazywamy
wektor o poczatku w poczatku pierwszego wektora i koncu w koncu ostatniego wektora.
Ponizej przedstawiono zastosowanie reguty tancucha dla otrzymania sumy trzech

7.7 0

wektorow: u, v, w.

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Regute tancucha mozna stosowac dla dowolnie wielu wektorow.

Wtasnosé: dodawanie wektorow

Dla dowolnych wektorow 7 7 w zachodzg nastepujgce réwnosci:

+ YV =0+ (przemiennosc)

+ (v + ﬁ) = (7 + 7) + W (facznosc)
+
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Ad. 1) Aby udowodni¢, ze dodawanie wektorow jest przemienne mozna postuzyc sie

—
rownoleglobokiem. Rozwazmy rownoleglobok ABCD i przyjmijmy, ze AB = i




Th_ = e o A = A = -
AD = v'.Z wlasno$ci rownolegloboku wynika, ze DC' = w i BC = v'. Z definicji sumy
wektorow otrzymujemy rownosci:

AC=AB+BC =74 + 7

AC=AD+DC =7 + 4,

C
stqd7+7:7+ﬂ)

Ad. 2) Aby wykaza¢, ze dodawanie wektorow jest taczne, wybierzmy dowolne cztery

— — —
punkty plaszczyznyi oznaczmy AB = W,BC=7,CD=1w.

Wowczas na podstawie definicji sumy wektorow otrzymujemy:

> > > > > —
AD=AC+CD = <AB+BC’> +CD= (7+7)+ﬁ

; ) > y (> =
AD:AB+BD=AB+(BC+C’D> :m(mw)
Stad (7+7)+W:7+(7+@)

Ad. 3) Dla dowodu rownosci trzeciej wystarczy zauwazyc¢, ze poczatek i koniec wektora
zerowego znajduja sie w tym samym punkcie, zatem po zastosowaniu reguty fancucha
mozna zauwazyc, ze koniec drugiego wektora (zerowego) pokrywa si¢ z koncem

. — N g . . —>
pierwszego wektora v, zatem suma wektorow w i 0 jest rowna wektorowi w .

Ad. 4) Przypomnijmy, ze wektor przeciwny do danego wektora  ma ten sam kierunek
i dtugos¢, co wektor . Wektor ¥ i wektor do niego przeciwny roznig si¢ jedynie
Y- — _ . =7
zwrotem, zatem jesli v = AB,to —u = BA. Po przylozeniu poczatku wektora BA do
— o
konca wektora AB, koniec wektora BA znajduje si¢ w punkcie A, czyli w punkcie

. . H 7 H . _% .
przylozenia wektora AB. Zatem suma wektoréw AB i BA jest wektorem zerowym.

Stownik

suma wektorow

wektor, ktory powstaje po utozeniu wektorow sktadowych w tancuch w taki sposob, ze
koniec jednego wektora jest poczatkiem nastepnego - sumg wektorow sktadowych jest
wektor o poczatku w poczatku pierwszego wektora tancucha i koncu w koncu
ostatniego wektora tancucha



javascript:void(0);

wektor wypadkowy

suma wektorow; w pewnych szczegolnych przypadkach (np. sktadanie sit lub
przemieszczen) wektor wypadkowy zastepuje dziatanie kilku innych wektorow



Animacja

Polecenie 1

Obejrzyj ponizszg animacje. Na jej podstawie rozwigz polecenie 2.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIEPMgX7D

Film nawigzujacy do treSci materialu dotyczacego sumy wektorow.



https://zpe.gov.pl/a/D1EPMgX7D

Polecenie 2

Na powyzszej siatce zaznaczono kilkanascie punktéw, ktore sg poczatkami i koncami

pewnych wektoréw. Potagcz w pary wektory rowne.
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GE + MG + ED

— =
AB+ BC
—  —
DA+ AB
— =
GH + DG

— —
EC+ ME

MD + FM + DE
— —
EI + HE

—
DE



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dany jest tréjkat ABC. Wskaz wszystkie rownosci prawdziwe.

() BC—AC = AB

() AB—BC = AC

() AB—-CA=CB

() AB—AC=CB

Cwiczenie 2 ®

Dany jest czworokat wypukty ABC D, w ktérym E jest punktem przeciecia przekatnych.
Potacz w pary wektory réwne.

— — > > >
AD + DC CB -+ DA + BD
—  — > > ;
AD + BA DC + BD + AB
AB+DC +CA DA+ CB+ AC

— — — =
DA+ CD CD + BC




Cwiczenie 3

Dany jest czworokat wypukty ABC D, nie bedacy trapezem, w ktérym FE jest punktem

przeciecia przekatnych. Potacz w pary wektory réwne.
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DB+ CD + AC

DB+ AD+CA

CD + DA+ BC



Cwiczenie 4

Dany jest sze$ciokat foremny ABC DEF, w ktérym punkt przeciecia dtuzszych przekatnych
to G. Pogrupuj wektory tak, aby w jednej kolumnie znalazty sie wektory réwne tym
wymienionym w nagtéwku. Przeciagnij i upusé.

H
FA

\

DC + FA+ AD

‘GA+FC¥

— —
A|| EA+ FE




Cwiczenie 5

Uzupetnij zdania. Przeciagnij i upusé.

Suma wektoréow jesti Aby dodac graficznie dwa wektory mozna skorzystac z reguty
rownolegtoboku lub zregu’ry _____________ . Stosujac regute réwnolegtoboku oba wektory
sktadowe ustawiamy tak, aby 7rir;i:_;17’r;/_\7/;/75pélny punkt _____________ W regule tréjkata koniec
jednego wektora staje sieé' _____________ drugiego wektorgjilieizétiji’r?a trojkata jest szczegdlnym
przypadkiem reguty ,ktora mozna stosowac, abyé' _____________ graficznie wiecej niz dwa
wektory. Wektor zerowyjest elementem _____________ dodawaﬁiiia;i\i/;/ie?zilé’;oréw. Dodawanie
wektordow jest przemienne i _____________ cooznacza ze mozna je wykonywad¢ w dowolnej

‘ poczatkiem ’ ‘ taczne ’ ‘ neutralnym ’ ‘ przytozenia ’ ‘ wektorem ’ ‘ trojkata ’ ‘ kolejnosci

‘ tancucha ’ ‘ dodacd ’

Cwiczenie 6

Dany jest dowolny pieciokat wypukty ABCDEF'. Upro$¢ podane sumy wektoréw i wybierz
wektor rowny z dang suma.

Sumy wektoréw
"B+ED+DC+4E  AB O BA O BG O
AL+ BA + ED BE O EB O BD O
E+BA+AC+ED  BE O BD O B O
BA+ CB+ AC + DE pB O DA O BD O



Cwiczenie 7 @

: . . T h L —
Dany jest sze$ciokat foremny ABCDEF, gdzie AB = a, BC =

— = = )
EF = €',FA = f .Potaczw pary wektory réwne.

46 e
AF 7+(—d)+€>
AD Brdae
B ¢ +d+ jd)
AB B +e
Cwiczenie 8 @

Dany jest szesciokat foremny ABC DEF, gdzie GG jest punktem przeciecia dtuzszych

— = = = )
przekatnych AB = d, BC = b,CD = ¢ . Potacz w pary wektory rowne.



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Suma wektorow - interpretacja geometryczna

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspolrzedne oraz dlugo$¢, dodaje wektory i mnozy
wektor przez liczbe, oba te dziatania wykonuje zaréwno analitycznie, jak i geometrycznie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» wyznaczy sume¢ dwoch wektorow przy pomocy reguly trojkata i reguty
rownolegtoboku,

» wyznaczy sume dowolnejliczby wektorow przy pomocy reguty tancucha,

 roztozy wektor na sktadowe.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;

e Cwiczen przedmiotowych;

e zuzyciem komputera;

e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Animacja” i ¢wiczenia
interaktywne;

o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z medium w sekcji ,Animacja’.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wskazang (lub wybrang) osobe o odczytanie tematu lekcji: Suma
wektorow - interpretacja geometryczna. Nastepnie zadaje uczniom pytanie: ,,co wiesz
na ten temat?” Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozyciji. Na
koncu ustalajg kryteria sukcesu

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego sie
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwigzku z tematem lekciji?

Faza realizacyjna:

1. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.Nauczyciel
przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda
rozwigzywac ¢wiczenia numer 1i 2, i bedga to robi¢ wspolnie. Wybrana osoba czyta po
kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela odpowiedzi.
Reszta ucznidéw ustosunkowuje sie do niej, proponujgc swoje pomysty. Nauczyciel
w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom



informaciji zwrotnej.Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 3, a nastepnie
porownujg swoje odpowiedzi z kolega lub kolezanka

2. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

3. Praca indywidualna - implementacja poznanej techniki do rozwigzywania problemow
informatycznych - wykonywanie ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotnejWybrany uczen podsumowuje zajecia,
zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.

2. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobieraja si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
Suma/roéznica wektorow w uktadzie wspotrzednych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,Suma wektoroéw - interpretacja geometryczna”


https://epodreczniki.pl/b/suma/roznica-wektorow-w-ukladzie-wspolrzednych/PMPSUEP30

