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Funkcje malejace

Jakie funkcje nazywamy malejacymi?
Czy funkcja moze by¢ malejgca w catej dziedzinie?
Czy funkcja moze by¢ malejyca tylko w przedziale, czy tez w sumie przedziatow?

Odpowiedzi na te pytania uzyskasz po uwaznej analizie ponizszego materiatu.

Twoje cele

e Rozpoznasz funkcje malejace.
e Sprawdzisz, czy funkcja jest malejgca.

» Uzasadnisz, ze funkcja jest malejaca.



Przeczytaj

Definicja: Funkcja malejaca

Funkcja liczbowa f : X — Y jest funkcjg malejgca w zbiorze A, A C X, wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x1, x5, nalezacych do zbioru A, z nieréwnosci
x1 < 3 wynika nieréownos¢

f(z1) > f(z2)

Funkcje, ktora jest malejgca w catej dziedzinie, nazywamy funkcja malejaca.
Definicje funkcji malejacej mozemy réwniez zapisac kroce;.

Funkcja liczbowa f : X — Y jest funkcja malejgca w zbiorze A,

AC X &V, pealts <z2= fz1) > fla)].

Zwrot ,dla kazdego z” nazywa sie kwantyfikatorem ogolnym, kwantyfikatorem duzym lub
kwantyfikatorem uniwersalnym wigzacym zmienng z. Kwantyfikator ogélny oznaczamy
symbolem V.

Ponizsze przyktady pokaza nam sposoby sprawdzania, czy podana funkcja jest malejaca.

Przyktad 1

Funkcja f opisana jest za pomoca wykresu.
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Ustalimy, czy funkcja f jest funkcja malejaca.
Rozwigzanie:

Obserwujac wykres funkcji zauwazamy, ze wraz ze wzrostem argumentow maleja
wartosci funkciji f.

Odczytajmy z wykresu (odpowiednio go przedtuzajac) wartosci funkcji dla argumentow:
-2, 1.

Z nieréwnoéci —2 < 1 wynika nieréwnos¢ f(—2) > f(1).

Mozemy wybra¢ inng par¢ argumentow. Np. —1 i 2 i podobnie odczyta¢ z wykresu
wartosci funkcii.

f(=1)=3
f(2) =6
Z nierowno$ci —1 < 0 wynika nieréwnos¢ f(—1) > f(2).

Stad przypuszczenie, ze funkcja f jest funkcja malejacg. Poniewaz na rysunku jest tylko
fragment wykresu funkcji, wi¢c nie mozemy jednoznacznie ustali¢ monotonicznosci
funkciji.

Przyktad 2

Funkcja f opisana jest za pomocg zbioru par uporzagdkowanych.

{(=5,2), (-4, 1), (=3, 0), (=2, =3), (1, =5), (2, —8)}.
Pokazemy, Ze funkcja f jest funkcjg malejaca.

Rozwigzanie:

Z nieréwnosci —5 < —4 wynika nieréwno$¢ (f(—5) = 2) > (f(—4) = 1).
Z nieréwnosci —3 < 2 wynika nieréwno$¢ (f(—3) = 0) > (f(2) = —8).

Podobnie, analizujac pozostate pary punktow, zauwazamy, ze wiekszej wartosci
argumentu odpowiada mniejsza wartos¢ funkciji.

Stad wniosek, ze funkcja f jest funkcija malejgca.

Przyktad 3


javascript:void(0);

Funkcja f opisana jest za pomocg tabelki.
x —4 -2 0 1 3 5
f(z) 8 6 4 2 0 -3
Pokazemy, ze funkcja f jest funkcjg malejaca.
Rozwigzanie:

Analizujac tabelke opisujaca funkcje f zauwazamy, ze im wiekszy jest argument funkciji
tym mniejsza jest jej wartosc. Np.

 znierownosci —4 < 0 wynika nieréwno$¢ (f(—4) = 8) > (f(0) = 4);
« znieroéwnosci 1 < 5 wynika nieréwnos¢ (f(1) = 2) > (f(5) = —3).

Stad wniosek, ze funkcja f jest funkcja malejaca.

Przyktad 4

Funkcja f opisana jest za pomocg wzoru

flz) = -2z +3,gdyz € R.

Korzystajac z definicji wykazemy, ze funkcja f jest malejaca.

Rozwigzanie:

Zatozenie: f(z) = —2z + 3, z1, 29 € Rorazx; < x9

Teza: f(z1) > f(z2)

Dowod:

Obliczamy wartosci funkcji f dla argumentow z; i x5.

f(z1) = —2x, + 3

f(zo) = =229 + 3

Obliczamy réznice wartosci funkcji: f(z1) — f(x2)

f(z1) — f(z2) = (—221 +3) — (—2x2 + 3) = 221 + 3+ 225 — 3 = —221 + 229 =

= -2 (z1 — x9)

Na podstawie zatozen ustalimy znak otrzymanego iloczynu.

T1 — X9 < 0,bo z zalozenia 1 < xs.
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Zatem iloczyn —2 - (zq — x5) > 0.

Stad f(z1) — f(z2) > 0.

Dla dowolnych dwoch liczb z1, 5 € R z nierownosci z; < zs wynika nier6wnosc

f(z1) > f(z2).
Stad wniosek, ze funkcja f jest malejaca w zbiorze R.
Przyktad 5
Funkcja f opisana jest za pomocg wzoru.

» fz) =2, gdyz € (—o0, 0),

« flz)= %, gdyz € (0, o),

e f(z)=2,gdyz € R—{0}.
Sprawdzimy, czy funkcja f jest funkcja malejaca.
Rozwiazanie:
Ad. a)
Zatozenie: f(z) = 2, z1, 29 € (—00, 0) orazz; < o>
Teza: f(z1) > f(z2)
Dowod:
Obliczamy wartosci funkcji f dla argumentow z; i x5.
f(z1) = wil
fl@2) = =

Obliczamy roznice wartosci funkcji: f(z1) — f(z2)

f(z1) = fz2) = = - (%) =2 5 —tubwm _5;(5;72)
Ustalamy znak otrzymanego ilorazu na podstawie zatozen:

e 11 — a3 < 0,bo z zalozenia x1 < x2.

e x1-x2 > 0, poniewaz z zalozenia wiadomo, ze 1 < 0 oraz z2 < 0

Zatem W > 0, stad f(z1) > f(z2).



Dla dowolnych dwoch liczb 1, 25 nalezacych do przedzialu (—oo, 0) z nieréwnosci
x1 < xs wynika nieréwnos¢ f(z1) > f(xs).

Zatem funkcja f jest malejgca w przedziale (—oo, 0).
Ad. b)

Zatozenie: f(z) = 2, z1, 2 € (0, 00) oraz z; < T2
Teza: f(x1) > f(x2)

Dowod:

Obliczamy wartosci funkcji f dla argumentéw z1 i xa.
flz) = o

f(x2) = %

Obliczamy roznice warto$ci funkcji: f(z1) — f(z2)

f@n) — flan) = £ (2) =2 - 3 = im _ Se
Ustalamy znak otrzymanego ilorazu na podstawie zatozen:

e 11 — a3 < 0,bo z zalozenia 1 < x3.

e x1-x2 > 0, poniewaz z zalozenia wiadomo, ze 1 > 0 oraz z2 > 0
Zatem %ﬁ;m > 0, stad f(z1) > f(z2).

Dla dowolnych dwoch liczb @1, x5 nalezacych do przedziatu (0, co) z nieréwnosci
x1 < Ty wynika nierownosc¢ f(x1) > f(xs).

Zatem funkcja f jest malejaca w przedziale (0, 0o).
Ad. c)

W poprzednich podpunktach wykazaliSmy, ze funkcja f jest malejgca w przedziale
(—o0, 0) oraz w przedziale (0, 0o). Sprawdzimy, czy jest malejgca w sumie przedziatow.

Wezmy dwa argumenty funkcji f nalezgce do zbioru R — {0},
ry] = —Horazxry =5
I obliczmy wartosci funkcji dla tych argumentow:

f(=5) = —1oraz f(5) = 1.



Okazuje sie, ze 1 < T3, ale f(z1) < f(x2).
Stad funkcja f nie jest malejagca w zbiorze R — {0}.
Wazne!
» Funkcja jest malejgca, jezeli wraz ze wzrostem argumentow maleje warto$¢ funkcii.

o Funkcja jest malejgca w przedziale, ale nie w sumie przedziatow.

Stownik
funkcja malejaca

funkcija jest malejaca, jezeli wraz ze wzrostem argumentow maleje warto$¢ funkcji



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj uwaznie materiat przedstawiony w animacji. Sprébuj najpierw samodzielnie
rozwigzac podane przyktady, a nastepnie poréwnaj je z podanymi rozwigzaniami.

Po uwaznym przeanalizowaniu przyktadéw przedstawionych w animacji wykonaj samodzielnie

ponizsze polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DvpPOdr9f

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej funkcji malejgcych.

Polecenie 2
Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja f(x) = 5 — 2z jest malejaca w przedziale (0, co).

Polecenie 3

Wykaz, ze funkcja f(x) = /2 — x jest funkcja malejaca w catej dziedzinie.


https://zpe.gov.pl/a/DvpPOdr9f

Sprawdz sie

Cwiczenie 1

Wskaz je.

Pokaz ¢éwiczenia: O @

O

Wsraéd funkcji opisanych przez zbiér par uporzadkowanych, znajdujg sie funkcje malejgce.

0 {23, (-1,v3), 0,2, (1,-1)}
D {(_3’8)’ (_274)’ (_172)’ (0’1)7 (172)}
O A{1=2), 2-3), 3-%), 4-%)}

D {(1a4)v (372)a (5a 1)a (71_1)}

Cwiczenie 2
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Ponizsze rysunki przedstawiajg wykresy pewnych funkcji. Wskaz wykresy funkcji malejacych
w catej swojej dziedzinie.
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Cwiczenie 3

Ponizsze rysunki przedstawiajg wykresy pewnych funkcji. Wskaz wykresy funkcji malejgcych.

3

Cwiczenie 4

Wskaz funkcje malejace.

D f(m):%a LL’E(O, OO)
(] fle)=—-2z+1

() f(z) = —22, z € (0, o0)

() f(z) =

[
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Cwiczenie 5

Wskaz funkcje malejace.

() f(z) =2— 322 z € (0, )
() f@)=—vz+1
) f(z)=(3)", zeN

D f(a:):a:—xQ,mE(O, OO)

Cwiczenie 6
Uzupetnij tabelke, by otrzymacd funkcje malejaca.

5
f(:c), 1’ _17 > _2




Cwiczenie 7
Jezeli f jest funkcja malejaca w zbiorze R, to funkcja g(z) = a - f(x) jest malejaca, gdy

(O a<0

() a>0

Cwiczenie 8

Jezeli funkcje f i g sa malejace w zbiorze R, to czy funkcja h(x) = f(z) + g(x) jest tez
malejaca?

() Nie

() Tak



Dla nauczyciela

Autor: Anna Jezewska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Funkcje malejace

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) oblicza warto$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

4) odczytuje z wykresu funkciji: dziedzine, zbior warto$ci,miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze)
lub mniejsze (nie wigksze) od danejliczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkciji (o ile
istniejg) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktorych wartosci najwieksze
i najmniejsze sg przyjmowane;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

« zna pojecie funkcji malejacej
» sprawdza, czy funkcja jest malejgca
» uzasadnia, ze funkcja jest malejaca

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e niedokonczone zdania
o dyskusja

Formy pracy:

e pracaindywidualna

e pracaw parach

e pracaw grupach

» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gtoSnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele lekcji oraz ustala z uczniami kryteria osiggnigcia
sukcesu.

2. Uczniowie, metodg niedokonczonych zdan, porzadkuja swoje dotychczasowe
wiadomosci na temat funkciji.
Przykladowe zdania, ktore nalezy dokonczyc:
a) Funkcjg nazywamy ....
b) Funkcje mozna opisa¢ za pomocg ....
c¢) Dziedzing funkcji nazywamy ....
d) Dwie funkcje sa rowne, jezeli ....

3. Po zakonczonej pracy nauczyciel ocenia poprawnos¢ odpowiedzi i wyjasnia wszystkie
watpliwosci.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie samodzielnie analizuja przykiady zamieszczone w sekcji ,Przeczytaj

2. Po uplywie wyznaczonego czasu 1aczg si¢ w pary i poréwnujg miedzy sobg uzyskane
informacje. Nastepnie, podzieleni na dwie grupy, poszukujg odpowiedzi na pytania
postawione w sekcji ,Wprowadzenie”. Wnioski przedstawiajg na forum klasy.

3. Uczniowie ogladaja animacj¢ przedstawiajacq przyklady sposobow sprawdzania, czy
dana funkcja jest malejaca i rozwigzuja samodzielnie wskazane polecenia.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 1 - 4 i wspélnie omawiajg odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:



1. Jeden z uczniéw podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazujgc na mocne i stabe strony pracy uczniow.
3. Nauczyciel ocenia indywidualng prace i zaangazowanie poszczegolnych uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie rozwigzujg w domu ¢wiczenia 5 - 8.
2. Zadanie dla chetnych:
Wykaz, ze funkcja f(z) = |x — 1| jest malejgca dla z € (—o0, 1).

Materialy pomocnicze:
Monotoniczno$c¢ funkcji
Funkcja i jej wtasnosci
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ animacje na zajeciach podsumowujgcych wiadomosci
o funkcjach.


https://epodreczniki.pl/a/monotonicznosc-funkcji/DchJnlXwl
https://epodreczniki.pl/a/funkcja-i-jej-wlasnosci-czesc-i/DAUPrY0kH

