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Rekurencja opiera si¢ na okresleniu zjawisk (,,lustro w lustrze”), sytuacii (,sen we snie”), czy
zaleznosci za pomoca samych siebie.

Najprostszym przykladem definicji rekurencyjnej w matematyce jest okreslenie zbioru liczb
naturalnych: pierwsza liczba naturalna to 0, a kazda nastepna liczba naturalna powstaje
z poprzedniej przez dodanie liczby 1.

Rekurencja ma zastosowanie w roznych dziedzinach wiedzy - ekonomii, biologii, optyce.

Modelem rekurencji w sztuce sa na przyklad lalki matrioszki.
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Rosyjska matrioszka
Zrédto: Dennis Jarvis, dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 2.0.

W tym materiale poznamy przyktady ciggéw znanych z historii matematyki, okreslonych

w sposob rekurencyjny.

Twoje cele

o Okreslisz cigg liczbowy w sposob rekurencyjny.
» Obliczysz poczatkowe wyrazy ciggu okreslonego rekurencyjnie.

o Zapiszesz ciag okreslony rekurencyjnie innymi sposobami.




Przeczytaj

Waznym sposobem opisywania ciggoéw jest podanie wzoru rekurencyjnego. Wzor
rekurencyjny tworzymy w ten sposob, ze zapisujemy najpierw pierwszy wyraz ciggu lub
kilka poczatkowych wyrazow tego ciggu. Nastepnie podajemy wzor na wyraz n-ty (lub na
wyraz np. n + 1) wyrazony za pomoca wyrazow poprzednich.

Wzér rekurencyjny uzaleznia wigc wartos¢ dowolnego (ogolnego) wyrazu tego ciggu od
warto$ci poprzedzajacych go wyrazow.
Definicja: definicja rekurencyjna ciagu

Mowimy, ze ciag jest zdefiniowany rekurencyjnie, jezeli:

» okreslony jest pewien skonczony zbior wyrazow tego ciggu (zwykle jest to pierwszy
wyraz ciggu lub kilka jego pierwszych wyrazow),

e pozostale wyrazy ciggu sg zdefiniowane za pomoca poprzednich wyrazow tego
ciagu.

Najbardziej znane przyklady ciggoéw rekurencyjnych to cigg arytmetyczny i cigg
geometryczny.

Kolejne poczatkowe wyrazy ciggu arytmetycznego (a,,):
a, =a
as =ay+r
as =as +7r
ays =as+r

Ciag arytmetyczny (a,,), ktorego kolejne wyrazy (oprocz wyrazu pierwszego) tworzone sg
poprzez dodanie do wyrazu poprzedniego liczby r, zwanej roznica ciggu, mozna w sposob
rekurencyjny okresli¢ nastepujaco:

{al:a ,gdzien=1,2,3,4,...,
Api1 = Qp + T

Ciag geometryczny (a,,)
a, ag, aq?, aq®, aq?, ...,

ktorego kolejne wyrazy (oprocz wyrazu pierwszego) tworzone sg poprzez pomnozenie
wyrazu poprzedniego przez liczbe g, zwang ilorazem ciggu, mozna w sposob rekurencyjny
opisac nastepujaco


javascript:void(0);

{“1:“ Jgdzien =1,2,3,4, ...
Qpt1 = 0p - g
Podamy teraz przyktady ciagow liczbowych, ktore odegraty wazng role w rozwoju

arytmetyki, a szczeg6lnie w poszukiwaniu formuty okreslajgcejliczby pierwsze.
Przyktad 1

Ciag Lucasa

Ciag Lucasa (L, ), nazwany tak na cze$¢ dziewietnastowiecznego matematyka Francoisa
Lucasa, zdefiniowany jest w sposob rekurencyjny. Kazdy wyraz tego ciggu, poczawszy od
wyrazu trzeciego, jest sumg dwoch wyrazow go poprzedzajacych.

(2,n=0
L,=<{1,n=1
Ln—1+Ln—27 n>1

Spirala zbudowana w kwadratach, ktérych dtugosci bokéw s3 kolejnymi wyrazami ciggu Lucasa

Wyrazy tego ciggu to liczby naturalne, zwane oczywiscie liczbami Lucasa. Obecnie ciggi
tych liczb znajduja zastosowania w algorytmach szyfrowania.

Obliczymy poczatkowe wyrazy ciggu Lucasa, korzystajgc ze wzoru rekurencyjnego.
Ly=2
L,=1
Ly=Ly 1 +Ly 9g=L1+Ly=1+2=3
Ly=Ls 1 +Lsg g=Ly+L;=3+1=4

Ly=L; 1+ Ly g=Ls+Ly=4+3=7




W tabelce zamieszczamy obliczone wyrazy i jeszcze kilka innych poczgtkowych wyrazow
tego ciagu.
Kilka poczatkowych wyrazow ciggu Lucasa
Lo Ly L, Ls Ly Ls Lg Ly Lg Ly Ly
2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123
Przyktad 2
Ciag Jacobsthala

Ciag Jacobsthala to ciag (J,,) liczb naturalnych nazwany tak na cze$¢ niemieckiego
matematyka Ernesta Jacobsthala. Wyrazy ciggu tworzone s3 w podobny sposob jak liczby
Lucasa. Poczatkowe wyrazy ciggu to 0 i 1. Kazdy nastepny wyraz powstaje przez dodanie
wyrazu poprzedniego i dwukrotnosci liczby poprzedzajacej wyraz poprzedni.

Wzor rekurencyjny ciagu liczb Jacobsthala to

0,n=0
J,=<¢1, n=1
Jp1+2J,_9,n>1

Poczatkowe wyrazy tego ciggu to:

0,1,1,3,5,11, 21, 43, 85,171, 341, 683, 1365, 2731, 5461, 10923, 21845, 43691, 87381,
174763, 349525, ...

Okazuje sig, ze cigg ten mozna réwniez w inny sposob okresli¢ rekurencyjnie.

Jo=20
Ji=1
Jpr1=2J, +(=1)", n>0

Na podstawie tego wzoru okreslimy wyraz Jg i sprawdzimy, czy jest to taka sama liczba,
jak znaleziona za pomocg poprzedniego wzoru.

Aby obliczy¢ wyraz Jg, trzeba niestety wyznaczy¢ az sze$¢ poprzednich wyrazéw. Dwa
pierwsze wyrazy przepisujemy bezposrednio ze wzoru rekurencyjnego, pozostate
obliczymy.

Jo=20
J=1

=l =2h+(-1)'=2-1-1=1



Jo=Jy =2+ (-1)?=2-1+1=3
Jy=Js =2J3+(-1)*=2.3-1=5
Js=Jp=2J,+(-1)"'=2-5+1=11
Jo=Jsi1 =2J5+ (—1)°=2-11-1=21

Sprawdzamy, ze rzeczywiscie wyraz Jg jest taki sam, jak wyznaczony za pomoca innego
wzoru.
Przyktad 3

Ciag Jacobsthal-Lucasa

Cigg liczbowy Jacobsthal-Lucasa tworzony jest w podobny sposob jak cigg Jacobsthala, ale
ma rozne wyrazy poczatkowe.

(2, n=0
jn=41,n=1
jnfl + 2jnf2, n>1

Poczatkowe wyrazy tego ciggu to:

2,1,5,7,17,31, 65,127, 257, 511, 1025, 2047, 4097, 8191, 16385, 32767, 65537, 131071,
262145, 524287, 1048577, ...

Wiasnosci ciggu trudno jest okresli¢ na podstawie wzoru rekurencyjnego. Dlatego warto
zapisac ciag tez za pomoca wzoru ogolnego. Aby okresli¢ taki wzor, trzeba zauwazy¢
zaleznoS$ci miedzy kolejnymi wyrazami ciggu. W przypadku ciggu Jacobsthal-Lucasa
latwo widac¢ zwigzek miedzy kolejnymi potegami liczby 2, a numerami wskaznikow
kolejnych wyrazow ciggu.

jo=2=1+1=204(-1)"
ji=1=2-1=2"4+(-1)"
. 2 2
jo=5b=4+4+1=2214(-1)
ja=T=8-1=2"+(-1)°
Ja=17T=16+1=2%+ (-1)*
Zapisujemy wzoOr ogolny ciggu.

jp=2"+ (=1)"dlan >0
Przyktad 4



Ciagg Padovana

Cigg Padovana (P,) to ciag liczb naturalnych nazwany tak na cze$¢ architekta Richarda
Padovana okreslony w sposob rekurencyjny nastepujaco:

1, n=0

1, n=1
P,=<"

" 1, n=2

Py o+ Py3, n>2

Rysunek przedstawia fragment wykresu tego ciggu.

\ P
10f ° ™

Na podstawie wykresu odczytujemy kilka poczatkowych wyrazow tego ciggu:
1,1,1,2,2,3,4,5,7,9, ...
Zauwazmy, ze jest to cigg niemalejgcy.

Figury geometryczne, ktorych dtugosci bokow sg kolejnymi wyrazami ciggu Padovana,
wykorzystywane s3 czesto we wzorach architektonicznych.



Spirala tréjkatow réwnobocznych o dtugosciach bokéw zgodnych z sekwencja Padovana.

Zauwazmy, ze sposob rekurencyjny okreslania ciggu nie jest zbyt wygodny, bo obliczenie na
przyklad wyrazu dziesigtego, wymaga znalezienia az dziewieciu wyrazow go
poprzedzajacych.

W praktyce zatem czeSciej stosuje sie wzor ogolny ciggu, gdyz korzystajgc z takiego wzoru
mozna od razu wyznaczy¢ zgdany wyraz ciggu, w szczegolnosci, gdy jest to wyraz o duzym
indeksie.

W Przyktadzie 5 pokazemy, ze jednak w niektorych przypadkach wzor ogélny jest dos¢
skomplikowany i wyrazy o matych wskaznikach znacznie tatwiej jest wyznaczy¢ ze wzoru
rekurencyjnego.

Przyktad 5

Ciag Pella

Ciag Pella to cigg liczbowy (P, ) nazwany tak na cze$¢ siedemnastowiecznego
angielskiego matematyka Johna Pella, zdefiniowany w sposob rekurencyjny nastepujgco:

0,n=0
P,=<1,n=1
2Pn,1—|—Pn,2, n>1

Kilka poczatkowych wyrazowa ciggu to:
0,1,2,5,12,29,70, 169, 408, 985, 2378, 5741, 13860, ...

Cigg ten mozna rowniez okresli¢c wzorem ogolnym




B (1+v2) - (1-v2)"

v 2V2

Zauwazamy, ze w tym przypadku znacznie prosciejjest wyznaczy¢ kolejne liczby Pella ze

wzoru rekurencyjnego, niz ze wzoru ogolnego.

Stownik
definicja rekurencyjna ciggu

mowimy, ze cigg jest zdefiniowany rekurencyjnie, jezeli:

» okreslony jest pewien skonczony zbior wyrazow tego ciggu (zwykle jest to pierwszy
wyraz ciggu lub kilka jego pierwszych wyrazow),

e pozostale wyrazy ciggu sg zdefiniowane za pomoca poprzednich wyrazow tego
ciagu




Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj przyktady zawarte w animacji. Staraj sie najpierw samodzielnie rozwigza¢ podane

tam zadania, a nastepnie poréwnaj z rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcPwEriVH

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej ciagu okreslonego rekurencyjnie.

Polecenie 2

Zapisz za pomocag wzoru rekurencyjnego cigg okreslony dla n > 1 nastepujaco:

pierwszy wyraz tego ciggu to (—1), drugi wyraz to 2, a kazdy nastepny wyraz powstaje

poprzez pomnozenie dwoch wyrazow bezposrednio go poprzedzajacych.


https://zpe.gov.pl/a/DcPwFriVH

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Ciag (ay) jest okreslony wzorem:

a1:1

0,2:2

Gpil = Qp — Qp-1, N 2> 2

Cwiczenie 5
Liczby Padovana (P,;,) mozna okresli¢ réwniez dla ujemnych wskaznikéw m < 2

w poséb nastepujacy:

(1, m =2
P _ 1, m=1
T )11,m=0
\Pm+3_Pm+17m<O
Cwiczenie 6

Ciag (an) okreslony jest wzorem:

a0=0



Cwiczenie 7 @
Matematycy indyjscy w I 11 wieku p.n.e. kolejne przyblizenia liczby \/5 tworzyli,
korzystajac z nastepujacych utamkow:

1 3 7 17 41 99 077

1° 225212229 70 "> 408 """

Odkryj regute, ktéra pozwoli ci tworzy¢ kolejne wyrazy ciagu (a,,) przedstawionego
powyzej. Zapisz odkrytg regute w postaci wzoru ogdlnego ciggu, wykorzystujac wyrazy

ciggu Pella.

Cwiczenie 8 @
Ciag o$miowyrazowy (a,,) okreslony jest za pomoca tabelki. Okre$l ten ciag

rekurencyjnie.

Kolejne wyrazy ciggu
n 1 2 3 4 5! 6 7 8
a, —2 5 0 7 2 9 4 11



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Cigg okreslony rekurencyjnie

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa II lub III
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggdw okreslonych rekurencyjnie, jak w przyktadach

{al = 0,001

an:an‘f‘%'an(l_an)

a1:1
a2:1

Qpt2 = Gpy1 + Ay
3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosngcy, czy malejacy.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla ciagg liczbowy w sposob rekurencyjny;
 oblicza poczatkowe wyrazy ciggu okreslonego rekurencyjnie;
 zapisuje cigg okreslony rekurencyjnie innymi sposobami;



e prowadzi proste rozumowania, majgce na celu uogolnienie zauwazanych zaleznosci.
Strategie nauczania:

o konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow;
» skaczaca zaba;
o mini-konkurs.

Formy pracy:

e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg skaczgcej zaby przypominaja wiadomosci na temat ciggow
(pierwsza ,zaba” to uczen siedzacy w pierwszejtawce, nastepna ,zaba” to uczen

siedzgcy w trzeciej lawce, itp. ,Zaby” kolejno przedstawiajg informacije na temat ciggow

- wiadomosci nie mogg sie¢ powtarzac).
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metoda burzy mozgow tworzg wspolna definicje rekurenciji.

2. Pracaw 5 grupach. Kazda z grup analizuje jeden przykiad ciggu opisanego w sekcii
Przeczytaj, odpowiednio w Przykladzie 1, 2, 3, 4, 5.

3. Zadaniem grupy jest okreslenie wiasno$ci danego ciggu i takie przygotowanie
wiadomosci na jego temat, aby w atrakcyjny sposob zaprezentowac go kolegom.

Uczniowie mogg korzystac z Internetu, zdobywajac np. dodatkowe informacje na temat

danego ciggu lub jego tworcy.

4. Po uplywie wyznaczonego czasu grupy prezentujg swoje dokonania w formie mini-
konkursu. Kazdy element prezentacji jest punktowany przez odbiorcow.

5. Grupa, ktora zbierze najwigcej punktoéw otrzymuje nagrode (moze to by¢ stopien).

Faza podsumowujaca:



1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.
2. Liderzy grup opowiadaja o problemach, dobrych pomystach i przebiegu pracy swoich

rup.
3. I%Iaupczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.
Praca domowa:
e Rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:
Pojecie ciggu. Ciag jako funkcja zmiennej naturalne;j

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana na zajeciach wprowadzajgcych okreslenie rekurencyjne
ciggu geometrycznego lub arytmetycznego.


https://epodreczniki.pl/a/pojecie-ciagu-ciag-jako-funkcja-zmiennej-naturalnej/D154dNGMt

