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wykorzystanie wzorow skroconego mnozenia

Zrédto: Juhasz Imre, dostepny w internecie: www.pexels.com.

W tym materiale pokazemy, jak wykorzysta¢ wzory skroconego mnozenia drugiego stopnia
do rozktadu wyrazen algebraicznych na czynniki.

Carl Gauss

Zapisywanie wyrazen algebraicznych

w postaci iloczynow wcale nie jest takie
latwe, jak moze ci sie¢ wydawac. Po pierwsze
nie zawsze jest to mozliwe (w zbiorze liczb
rzeczywistych), a po drugie w wielu
wypadkach trzeba si¢ niezle natrudzic¢, zeby
tego dokonac.

Matematycy przez kilka stuleci usitowali
znaleZ¢ odpowiedZ na pytanie - czy kazdy
wielomian stopnia co najmniej 3 mozna
roztozy¢ na czynniki. Rozstrzygajaca
odpowiedz na to pytanie dat w X VIII wieku
jeden z najstynniejszych matematykow
wszechczasow Carl Gauss, ktory majgc
zaledwie 22 lata udowodnit, ze kazdy
wielomian mozna roztozy¢ na czynniki



Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,

stopnia co najwyzej drugiego (niestety,
domena publiczna.

w wielu wypadkach przy uzyciu o wiele

bardziej zaawansowanych narzedzi niz te,
ktorymi dysponujesz).

Twoje cele
o Wykorzystasz wzory skroconego mnozenia do rozktadu wyrazen algebraicznych na
czynniki.

» Dobierzesz najefektywniejszy sposob zapisania w postaci iloczynu wyrazenia
algebraicznego, analizujgc posta¢ tego wyrazenia.




Przeczytaj

Rozklad na czynniki (faktoryzacja) wielomianu polega na znalezieniu takich wielomianow
jak najnizszego stopnia, ktorych iloczyn jest rOwny danemu. Przy czym znalezione
wielomiany nie mogg by¢ tego samego stopnia (lub wyzszego) co dany wielomian.

W tej czeSci materialu zajmiemy sie rozkltadem wyrazen algebraicznych na czynniki,
z zastosowaniem wzorow skroconego mnozenia drugiego stopnia. Przy czym wyrazenia
beda miaty posta¢ wielomianu:

~1
a,x” + a,_12" " +...+a1x + ag,

gdzie:
ag, a1, ..., a, —dane liczby rzeczywiste.

Przypomnijmy najpierw potrzebne wzory.
Wzory skroconego mnozenia drugiego stopnia:
Wazne!
Wzor na kwadrat sumy dwoch wyrazen:
(a+b)° = a®+ 2ab + b2
Wazne!
Wz6r na kwadrat réznicy dwoch wyrazen
(a — b)? = a2 — 2ab + b
Wazne!

Wzér na réznice kwadratow dwoch wyrazen

(a —0b)(a+b) =a®—b?

Zastosowanie wzoru na kwadrat sumy
Przyktad 1

Podamy teraz przyktady rozktadu na czynniki z bezposrednim wykorzystaniem wzoru
skroconego mnozenia na kwadrat sumy.




W ponizszych sumach wystarczy tylko zauwazy¢, ktory sktadnik jest podwojonym
iloczynem, a ktore skladniki sa kwadratami wyrazen. ,Zwijamy” wtedy sume w kwadrat
dwumianu, a nastepnie zapisujemy kwadrat w postaci iloczynu.

22 +6x+9=2242-3z+32=(2+3)° = (z+3)(z+3)
w4+8332+16:(:132)2+2-4w2—|—42:(:E2+4)2:(x2—|—4)(x2+4)

2
3w2+2\/§w+1:(\/§m) $2.43z-1412 =

= (\/§x+ 1)2 - (\/§x+ 1) (\/gx + 1)
2512 + 20zy + 422 = (5y)> + 2 - 5y - 2z + (2z)° =
= (5y + 22)* = (5y + 22)(5y + 22)
Przyktad 2

W tym przykiadzie wylagczymy najpierw przed nawias najwiekszy wspolny czynnik,
a nastepnie wyrazenie w nawiasie zapiszemy w postaci iloczynu, korzystajac ze wzoru
skroconego mnozenia na kwadrat sumy.

98z% + 84z + 18 = 2 - (4922 + 422+ 9) =2 - (T +3)* =2 (Tz + 3)(7z + 3)
VTzhyt + 14 + 7VT =7 - (:1:4y4 + 2V Tz2? + 7) =
— 7. (x2y2 i \/7) (w2y2 n \/7)
2oy + 202y + 10023y = 23y - (2? + 20z + 100) = 23y - (z + 10)(z + 10)

Przyktad 3

Teraz przed nami trudne zadanie. Aby roztozy¢ podane wyrazenie na czynniki, musimy
pogrupowac najpierw odpowiednio sktadniki, a nastepnie skorzysta¢ ze wzoru na

kwadrat sumy.
A=x3+22%+x+ 22 + 4z + 2
Grupujemy sktadniki.
A= (2% + 222 +z) + (22° + 42 + 2)
Wytaczamy wspolne czynniki z obu nawiasow.

A=z (2 +20+1)+2- (°+ 2z +1)



Ponownie wytgczamy przed nawias wspolny czynnik.
A= (2 +2z+1)(z+2)
Zauwazmy, ze wyrazenie w pierwszym nawiasie to kwadrat sumy x + 1.
A= (z+1)*(z+2)
Ostatecznie:

A=(z+1)(z+1)(z+2)

Zastosowanie wzoru na kwadrat réznicy

Podobnie, jak wzor skroconego mnozenia na kwadrat sumy, mozna stosowac¢ wzor na
kwadrat roznicy.

Przyktad 4

Oto przyktady rozktadu na czynniki z bezposrednim wykorzystaniem wzoru skroconego
mnozenia na kwadrat roznicy.

W ponizszych sumach wystarczy tylko zauwazy¢, ktory sktadnik jest podwojonym
iloczynem, a ktore skladniki sg kwadratami wyrazen. ,Zwing¢” sume w kwadrat roznicy,
a nastepnie zapisa¢ wyrazenie w postaci iloczynu.

22— 10z +25=22—2-5z+52= (z —5)* = (z — 5)(z — )
2t —140? +49= (2%)° - 2. 722+ P = (2 - 7)? = (a2 = 7) (2 - 7)

5:1:2—2\/556—1—1:(\/5x>2_2.\/§w.1+12:
= <\/5$—1)2= <\/5£U—1)(\/3:c—1)

3612 — 36zy + 922 = (6y)> — 2 6y - 3z + (3z)° =
= (6y — 3z)* = (6y — 3z)(6y — 32)
Przyktad 5

W tym przykladzie wylaczymy najpierw przed nawias najwiekszy wspoélny czynnik,
a nastepnie wyrazenie w nawiasie zapiszemy w postaci iloczynu, korzystajac ze wzoru
skroconego mnozenia na kwadrat roznicy.

12822 — 32z + 2 = 2- (6422 — 162 +1) = 2- (8z — 1)> = 2- (8z — 1)(8z — 1)



javascript:void(0);

V3ziyt — 62%% +3v3 =3 (:134y4 — 2v/32%% + 3) =

— 3. (w2y2 _ \/§> (w2y2 _ \/g)

2’y — 18z'y + 81z’y = 2y - (2® — 18z + 81) = z*y - (z — 9)(z — 9)

Nie zawsze patrzac na wyrazenie algebraiczne mozemy zauwazyc, ze aby je zapisac
w postaci iloczynu, mozna skorzystac¢ z danego wzoru skréoconego mnozenia, czesto trzeba
najpierw odpowiednio rozpisa¢ sktadniki, a nawet dodac¢ lub odjg¢ odpowiednie wyrazenie.

Przyktad 6
Zapiszemy w postaci iloczynu wyrazenie B = x> — 3z2 + 4.

Do wyrazenia dodajemy 4z i jednoczesnie odejmujemy 4z, wyrazenie —32? zapisujemy
w postaci (—4:02 + :cz).

B=23-322+4B=23—422 + 22 + 4 + 42 — 4z
\f./ ———

Grupujemy sktadniki.
B = (2% — 42% + 4z) + (2? — 4z + 4)
Wyltaczamy z pierwszego nawiasu wspolny czynnik.
B==x- (:c2—4:c+4) + (:c2—4:c+4)
Ponownie wytgczamy wspolny czynnik.
B= (2> -4z +4)(z+1)

Zapisujemy pierwszy z nawiasOw w postaci iloczynu - korzystajgc ze wzoru skroconego
mnozenia.

B=(z—2)(z—2)(z+1)

Zastosowanie wzoru na rdéznice kwadratow

Najczesciej wykorzystywanym wzorem w rozktadzie na czynniki jest wzor na roznice
kwadratow.

Przyktad 7

Zapiszemy kazde z podanych wyrazen w postaci iloczynu, stosujgc wzor na roznice
kwadratow.




r? — 121 =22 — 11> = (z — 11)(z + 11)

b) Aby roztozy¢ na czynniki podane wyrazenie, zastosowujemy dwukrotnie wzor na
roznice kwadratow.

zt— 1= (x2)2 —1*=(2-1)(z*+1) = (z - 1)(z + 1)(z* + 1)
¢) Ponownie zastosujemy dwukrotnie wzor na roznice kwadratow.
(:1:2—2)2—9: (:c2—2—3)(a:2—2+3) = (:c2—5)(a:2+1) =

= (33—\/5)(33+\/§)(a:2+1)

d) Wylaczamy najpierw wspolny czynnik poza nawias i korzystamy z tego, ze V8 =2V2.

4ady? — 3223 = 428 (m2y2 — 8) = 4z (:cy — 2\/5) (my + 2\/5)

Rozktad na czynniki z zastosowaniem kilku wzorow
skréconego mnozenia

Jesli chcemy roztozy¢ na czynniki wyrazenie algebraiczne, z ktérego postaci nie mozemy
bezposrednio wywnioskowac, jaki sposob rozkladu zastosowac, sprowadzamy to wyrazenie
do najprostszej postaci. [ dopiero wtedy ustalamy sposob rozkladu (jesli ten rozklad jest
mozliwy).

Przyktad 8
Zapiszemy w postaci iloczynu wyrazenie C = (y +1)* — (z +1)* + 2 (z — v).
Krok 1 - wykonujemy wskazane dziatania
C=v’+2y+1—22-2x—1+2z—2y
Krok 2 - redukujemy wyrazy podobne
C =12 — 22
Krok 3 - rozktadamy na czynniki
C=(y—-2z)(y+z
Przyktad 9

Roztozymy na czynniki wielomian D = z° + 2z* — 3z3 — 422 + 4.




Krok 1 - wytaczamy wspolny czynnik
D=x- (m4+2x3—3x2—4m+4)

Krok 2 - wyraz wolny wielomianu to 4, zatem szukamy najpierw mozliwosci zapisania
wyrazenia znajdujgcego si¢ w nawiasie w postaci iloczynu takich wyrazen, aby wystgpito
mnozenie 1 - 41ub 2 - 2 albo (—1) - (—4) lub (—2) - (—2).

Wspotczynnik przy z* to 1. Zatem probujemy poszukac¢ takich dwoch wyrazen, aby

2 3

wystgpito mnozenie z? - 2 lub z - z3.

,Rozpisujemy” 2x® w postaci —x*® + 3x3, aby wylaczy¢ w konsekwencji wspolny czynnik
przed nawias.

D:x-(x4—x3+3m3—3x2—4x+4)
D=z [z* (z—1)+32° (z—1)—4-(z—1)]
D=z (z—1)(z* + 32> — 4)

Krok 3 - ponownie stosujemy ,chwyt” taki jak wyzej - zapisujemy 322 w postaci
—x? + 4zx2.

D=z (z—1)(z% — 2%+ 42* — 4)
D=z -(z—1)[2z? (x—-1)+4- (22 - 1)]

Krok 4 - wyrazenie w ostatnim nawiasie to roéznica kwadratow, zatem mozemy zapisac to
wyrazenie w postaci: 22 — 1 = (z — 1)(z + 1) i wylgczy¢ wspélny czynnik.

D=z -(z—-1)[z* (z—1)+4-(z—1)(z+1)]
D=z (zx—1)(z—1)(z*+ 4z + 4)
Krok 5 - wyrazenie w ostatnim nawiasie zapisujemy jako kwadrat dwumianu (z + 2).
D=z-(z—1)>*z+2)

Ostatecznie:

D=z -(z—1)(z—1)(x+2)(z+2)

Stownik
rozktad na czynniki (faktoryzacja)

to zapisanie wielomianu w postaci iloczynu wielomianow jak najnizszego stopnia






Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja pokazujaca wykorzystanie wzoréw skréoconego mnozenia

W rozwigzywaniu réwnan, nierownosci i dowodzeniu twierdzen. Sprébuj rozwigzac podane
przyktady tez w inny sposéb, bez stosowania wzoréw skréconego mnozenia. Ocen, ktére
sposoby s3g najefektywniejsze.

Film dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DKN9s5DUn

Film nawigzujacy do tresci materiatu dotyczacego rozktadu wyrazen algebraicznych na
czynniki za pomocag wzorow skréconego mnozenia.

Polecenie 2

Rozwiaz nieréwnos¢ (m2 + 2a:) — (22 + 4)2 < 0. Skorzystaj ze wzorow skroconego
mnozenia.



https://zpe.gov.pl/a/DKN9s5DUn

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @
| Cwiczenie 1
| Cwiczenie 2
Cwiczenie 3
Cwiczenie 4
Cwiczenie 5
Cwiczenie 6
Cwiczenie 7
Cwiczenie 8

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a prawdziwa jest nieréwnosé
2a2 +12a +1 > —25.




Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska
Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozklad wyrazen algebraicznych na czynniki - wykorzystanie wzoréw
skroconego mnozenia drugiego stopnia

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)*, (a — b)*, a> — b2, (a + b)°, (a — b)*,
a® — b3 a" — b

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jedneji wielu zmiennych;

3) wylacza poza nawias jednomian z sumy algebraicznej;

4) rozktada wielomiany na czynniki metodg wylgczania wspolnego czynnika przed nawias
oraz metodg grupowania wyrazow, w przypadkach nie trudniejszych niz rozktad
wielomianu W (z) = 223 — /322 + 4z — 2+/3.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje wzory skroconego mnozenia do rozktadu wyrazen algebraicznych na
czynniki

» dobiera niealgorytmiczne sposoby zapisania w postaci iloczynu wyrazenia
algebraicznego, analizujgc posta¢ tego wyrazenia

» tworzy pomocnicze obiekty matematyczne w celu rozwigzania nietypowego problemu



 uzasadnia przebieg rozumowania prowadzacego do wykorzystania efektywnych
strategii

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e drzewo pomystow
o krokodyl

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
« kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

Nauczyciel prosi uczniow, aby w domu przypomnieli sobie sposoby wykonywania dziatan
na wyrazeniach algebraicznych.

Faza wstepna:

Uczniowie przypominaja wspolnie znane im wzory skroconego mnozenia drugiego stopnia
i ich zastosowania.

Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

Uczniowie w grupach zapoznajq si¢ z przyktadami rozktadu wielomianu na czynniki
zawartymi w sekcji ,Przeczytaj’. Ich zadaniem jest najpierw rozwigzanie danego zadania,
a dopiero nastgpnie poréwnanie jego rozwigzania.

Grupy tworzg drzewa pomystow, na ktorych umieszczajg przyktady rozkladu na czynniki
z wykorzystaniem wzorow skroconego mnozenia (np. przy skracaniu wyrazen wymiernych,
okreslaniu dziedziny funkciji, itp.).



Po prezentacji prac grup powstaje jedno, wspolne dla catej klasy, drzewo pomystow.

Teraz uczniowie w grupach zapoznaja si¢ z animacjg i ewentualnie dopisujg na plakacie
pozyskane informacije.

Uczniowie indywidualnie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metoda

i

krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,drzemie na brzegu rzeki” i tylko ,ozywia si¢’
w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel prosi wybranych uczniéw o przedstawienie najwazniejszych elementow, jakie
byly omawiane w trakcie lekcji - uczniowie mogg korzysta¢ z wytworzonych plakatow.

Liderzy grup omawiaja wyniki prac uczestnikow, uczniowie wzajemnie oceniajg swoja
prace.

Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.
Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcij.

Materialy pomocnicze:
Dzialania na wyrazeniach algebraicznych - zadania, zadania generatorowe
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzysta¢ w tematach poswieconych rozwigzywaniu rownan
i nierbwnosci wielomianowych.


file:///a/D1GTGBPcX

