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Zrédto: Ravi Palwe, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W tym materiale dowiemy sie, jak nalezy postepowac, aby z dwoch funkcji f i g otrzymac
funkcje f o gigo f, ktore sa ztozeniem funkcji co nazywamy réwniez superpozycja.

Twoje cele

o Podasz wzory, jakimi sg okreslone ztozenia dwoch funkcii.
» Przedstawisz dang funkcje w postaci ztozenia dwoch funkcii.
e Zbadasz, czy istniejg ztozenia dwoch funkcii.




Przeczytaj

Jezeli funkcja g odwzorowuje zbior X w zbiér Y, a f odwzorowuje zbior Y w zbiér Z, to
funkcje h, ktora odwzorowuje zbior X w zbior Z, okre$long wzorem h(z) = f(g(x)) dla
x € X nazywamy zlozeniem funkcji gi f i oznaczamy: f o g. Dla kazdego x € X mamy:

(fog)(x) = flg()).

Funkcje g nazywamy funkcja wewnetrzng funkcji f o g, natomiast funkcje f nazywamy
funkcja zewnetrzng funkcji f o g.

Funkcja f o g jest okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér wartosci funkcji g zawiera sie
w dziedzinie funkcji f. Zatem, gdy zbior wartosci funkcji g nie jest podzbiorem dziedziny
funkcji f, to nie mozna ztozy¢ funkciji g z funkcja f.

Pamietaj, ze kolejno$¢, w jakiej zapisane sa funkcije, jest bardzo istotna. Zapis f o g oznacza,
ze najpierw dziala g, potem f.

Bedziemy stosowac nastepujace oznaczenia:
D¢ - dziedzina funkciji f,

ZW ¢ - zbior wartos$ci funkcji f,

D, - dziedzina funkcii g,

ZW , - zbior wartoSci funkciji g.

Przyktad 1

Zbadamy, czy istnieje ztozenie funkcji g(x) = = — 3 z funkcj f(x) = 222,
Funkcja wewnetrzna: g(z) = = — 3.
D,=R

ZW, =R

Funkcja zewnetrzna: f(z) = 2z2.
D;=R

ZW, C Dy

Istnieje wiec ztozenie hi(x) = f(g(z)).



javascript:void(0);

hi(z) = f(g(z)) = f(z — 3) = 2(z — 3)° dlakazdego z € X.
Sktadanie funkcji wygodnie ilustruje si¢ na diagramach odwzorowania.
Zilustrujmy ztozenie funkcji hi(x) = f(g(z)).

Pomocniczo wprowadzmy oznaczenie: * — 3 = u.

Przyktad 2

Zbadamy, czy istnieje ztozenie funkcji f(z) = 2x2 z funkcja g(z) = = — 3.
Funkcja wewnetrzna: f(z) = 2z2.

D;=R

ZW; = (0, +00)

Funkcja zewnetrzna: g(z) = = — 3.

D,=R

ZW; C D,

Istnieje wiec ztozenie hy(x) = g(f(z)).

hy(z) = g(f(z)) = g(22%) = 22% — 3 dlakazdego z € X.

Sktadanie funkcji wygodnie ilustruje si¢ na diagramach odwzorowania.

Zilustrujmy ztozenie funkcji he(z) = g(f(z)).
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Pomocniczo wprowadzmy oznaczenie: 2z% = .

Przyktad 3

Zbadamy, czy istnieje ztozenie funkcji f z funkcja g lub ztozenie funkcji g z funkcja f oraz
podamy wzory odpowiedniego ztozenia.

a) f(z) = 2% oraz g(x) = 2> + 1

b) f(x) = log, x oraz g(x) = —x? — 8
¢) f(z) = Va2 — 1 oraz g(z) = log,(—x)
Rozwigzanie

a) f(z) = 2% oraz g(z) = 2° + 1
1"hi(z) = f(9(z))

Funkcja wewnetrzna: g(z) = z° + 1.
D, =R

ZW, =R

Funkcja zewnetrzna: f(z) = 2*.
D;=R



Istnieje wiec ztozenie hy(z) = f(g(x)).

hi(z) = fg(z)) = f(z®+1) = 922" +1 dla kazdego = € R.
2"hy(z) = g(f(x))

Funkcja wewnetrzna: f(z) = 2%.

D;=R

ZWs =R,

Funkcja zewnetrzna: g(z) = = + 1.

D,=R

ZW; C D,

Istnieje wiec ztozenie ha(z) = g(f(x)).

ha(z) = g(f(z)) = g(2%) = (2%)® + 1 = 2°* + 1 dlakazdego = € R.
b) f(z) = log, x oraz g(z) = —x* — 8

1"hai(z) = f(g(z))

Funkcja wewnetrzna: g(z) = —x? — 8.

D, =R

ZWy = (—o00, —8)

Funkcja zewnetrzna: f(z) = log, z.

D¢ = (0, +00) (z definicji funkciji logarytmiczne;).

ZWy & Dy

Nie istnieje ztozenie funkcji g z funkcja f, poniewaz zbior ZWy nie jest podzbiorem
zbioru Dy.

2"hy(z) = g(f(2))
Funkcja wewnetrzna: f(z) = log, .

Df = (0, —I-OO)

f(Df) =R



Funkcja zewnetrzna: g(z) = —2% — 8.

D, =R

ZW; C D,

Istnieje wiec ztozenie ha(x) = g(f(z)).

ha(z) = g(f(z)) = g(log, z) = —(log, z)” — 8 dla kazdego z € (0, +00).
¢) f(z) = V&% — 1 oraz g(x) = log,(—x)

17hy(z) = f(g(z))

Funkcja wewnetrzna: g(z) = log,(—x).

D, = R_ (z definicji funkcji logarytmiczne;j).

ZW, =R

Funkcja zewnetrzna: f(z) = vz2 — 1.

Dy = (—o0,—1) U (1, +00) (z definicji pierwiastka)
ZW, ¢ Dy

Nie istnieje ztozenie funkcji g z funkcjg f, poniewaz zbior ZW nie jest podzbiorem
zbioru Dy.

2"ha(z) = g(f(x))

Funkcja wewnetrzna: f(z) = vz2 — 1.
D¢ = (—o0,—1) U(1,+00)

ZW; = (0, +00)

Funkcja zewnetrzna: g(z) = log,(—=x).
D,=R_

ZW; ¢ D,

Nie istnieje ztoZenie funkcji f z funkcja g, poniewaz zbior ZW; nie jest podzbiorem
zbioru D,,.

Przyktad 4



Dane sg funkcje: f(z) = < i g(x) = 1 + . Wyrazimy za pomocg wzor6w funkcje: g o f,
fog

1°1°(f o g)(2) = f(g()).

Funkcja wewnetrzna: g(z) = 1 + .

D, =R

ZW, =R

Funkcja zewnetrzna: f(z) = 1.
D; =R\ {0}

ZW, ¢ D;

Nie istnieje ztozenie funkcji g z funkcja f, poniewaz zbior ZW, nie jest podzbiorem
zbioru Dy.

Zauwazmy, ze gdyby$my okreélili funkcje g(z) = 1 + x w zbiorze R \ {—1}, to
mogliby$my ztozy¢ funkcje g z funkcja f.

(f o 9)(z) = fg(x))

(fog)(z) = f(1+ =) = 17 dlakazdegoz € R\ {—1}.
2°27(go f)(z) = g(f(@))

Funkcja wewnetrzna: f(z) = <.
Dy =R\ {0}

ZWy =R\ {0}

Funkcja zewnetrzna: g(z) = 1 + =.
D,=R

ZW; C D,

Istnieje wiec ztozenie (g o f)(z) = g(f(z)).

(go f(z) =g(f(x)) = g(%) =1+ 1 dlakazdegoz € R\ {0}.

Stownik

| funkcja ztozona



funkcja h odwzorowujaca zbiér X w zbiér Z okreslona wzorem h(x) = f(g(z)) dla
kazdego z € X, gdy funkcja g odwzorowuje zbiér X na zbior Y, a f odwzorowuje zbior Y
w zbior Z



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacjg prezentujaca przyktady funkcji ztozonych, a nastepnie rozwiaz zadania
i poréwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DABAppFzK

Film nawigzujacy do tresci materiatlu, prezentujacy przyktady wyznaczania funkci
ztozonych.

Polecenie 2

Dane sa funkcje: f(z) = log, x oraz g(z) = z* + 2. Wyraz za pomoca wzoréw funkcje: g o f,
fog

Polecenie 3

Zbadaj, czy istnieje ztozenie funkcji f z funkcja g lub ztozenie funkcji g z funkcja f oraz podaj
wzory odpowiedniego ztozenia: f(x) = v/ oraz g(z) = z2.



https://zpe.gov.pl/a/DABAppFzK

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dane sa funkcje f(z) = 5% oraz g(z) = 2 — x. Wybierz wzér funkcji ztozonej

h(z) = f(g(z)).

Cwiczenie 2 ¢

Dane sa funkcje f(z) = 1 — 4a?, g(z) = (5 ) oraz h(z) = 8z — 1. Dobierz wzér funkcji

do odpowiadajacego mu ztozenia dwéch funkgji.

h(g()) y=1- ()"
f(g(x)) y=(1)"" -1
g(f(z)) y = —2562% + 64z — 3

f(h(z)) y= 516"



Cwiczenie 3

Dane sa funkcje f(z) = 1 — 422, g(z) = (5 ) oraz h(z) = 8z — 1. Wybierz wszystkie
zdania prawdziwe.

Zbiorem wartosci funkcji h(g(z)) jest przedziat (—1, +00).

Zbiorem wartosci funkcji f(h(z)) jest przedziat (—oo, 1).

O O d

Zbiorem wartosci funkcji g(f(z)) jest przedziat (3, +00).

(] Zbiorem wartosci funkcji f(g(x)) jest przedziat (—oo, 1).

Cwiczenie 4

Dane sa funkcje: f(z) = 2% — 1 oraz g(z) = +/z + 2. Przeciagnij odpowiednie liczby
catkowite w wyznaczone miejsca.

Lf(Dp) = ,foo)oraz Dy = (; , +00), wiec istnieje ztozenie
9(f(2))

2. Ztozenie g( f(z)) mozna opisa¢ wzoremy = (z*+ )2

3.9(Dy) = < , +00) oraz Dy = R, wiec istnieje ztozenie f(g(x))

4. Ztozenie f(g(z)) mozna opisa¢ wzorem y = a:—l— ------------- ‘dlaz € D,

BBOEn e




Cwiczenie 5
Dane sa funkcje f(z) = logs z oraz g(z) = +z + 9. Zaznacz zdanie prawdziwe.
() Nieistnieje ztozenie g(f(x)).

O Ztozenie g( f(z)) mozna wyrazi¢ wzorem y = 9 + log, ¥/ dla kazdego
z € (0,+00).

O Ztozenie g( f(z)) mozna wyrazi¢ wzoremy = + + logs(z + 9) dla kazdego
z € (0,400).

(O Dlakazdego z € R istnieje ztozenie f(g(x)).

Cwiczenie 6

Dane sa funkcje f(z) = (%)m oraz g(x) = logg x. Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan.

Zdanie Prawda Fatsz
Dla kazdego z € R istnieje ztozenie g( f(z)) O O
Nie istnieje ztozenie f(g(x)) O O
Ztozenie g( f(z)) mozna wyrazi¢ wzoremy = —z dla O O

kazdego x € R



Cwiczenie 7 @

Dane sa funkcje g(z) = —22* — 8 oraz f(z) = — 2. Wybierz wzér funkcji ztozonej

h(z) = f(g(z)).

O hz) = -7
O h(z) =% -8
O hiz) = 25
O h@)=—-%-38
Cwiczenie 8 @

Dane sa funkcje f(z) = logy5(x + 2) oraz g(x) = 4x* — 1. Zaznacz zdania prawdziwe.

() Ztozenie g(f(x)) mozna wyrazi¢ wzorem y = 4[log 5(z + 1)| - [logg 5(z + 3)].

0 Ztozenie f(g(z)) mozna wyrazi¢ wzorem y = logg 5 (z* + 0, 25) — 2 dla kazdego
z € R

(] Prawda jest, ze g(D,) C Dy.

() Prawdajest, ze f(Dy) C D,.



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przyklady funkcji zlozonych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

1) okresla funkcje jako jednoznaczne przyporzadkowanie za pomocg opisu stownego, tabeli,
wykresu, wzoru (takze réznymi wzorami na réznych przedziatach);

2) oblicza wartos¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykreséw, wzordw itp.,
rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego zrédta informacji lub kilku zrodet
jednoczesnie;

Zakres rozszerzony 2) postuguje sie ztozeniami funkcji;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢.

Cele operacyjne:
Uczen:

« definiuje funkcje ztozong;

 okresla, czy istnieje ztozenie funkcji f z funkcja g;

» znajduje wzory okreslajace odpowiednie ztozenia;

» rozpoznaje funkcje wewnetrzne i zewnetrzne na podstawie wzordéw funkcji ztozonych;

e rozwiazuje zadania, postugujac si¢ definicjg funkcji ztozone;j;

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwigzania.

Strategie nauczania:



» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

« wyklad informacyjny;

e burza mozgow;

e pokaz multimedialny;

e rozwiazywanie zadan pod kontrola nauczyciela.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
e praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu;
» projektor multimedialny;

e e-podrecznik;

» arkusze papieru, pisaki.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

e uczniowie przypominajg okreslenie funkciji;
» nauczyciel podaje temati cele zajec.

Faza realizacyjna:

« uczniowie analizujg przyktady zawarte w sekcji Przeczytaj tematu ,,Przyktady funkciji
ztozonych”;

» uczniowie ogladaja animacje ,Przykiady funkciji ztozonych” i omawiajg jg wraz
z nauczycielem, nastepnie samodzielnie rozwiazujg zadania pod animacja;

» nauczyciel kontroluje prace uczniow, udzielajgc im wskazowek;

e uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

e wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych przez
nauczyciela;

e uczniowie okreslaja, co bylo dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien;



e nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos$¢ uczniow.

Praca domowa:

» zadaniem ucznidw jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaty
rozwigzane na lekciji.

Materialy pomocnicze:
» Definicja funkciji. Sposoby przedstawiania funkciji
Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg przeanalizowac tre$¢ animacii jako prace wilasng przed lekcja.
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