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Zrédto: Carlos Irineu da Costa, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Wielomian przez wielomian mozemy dzieli¢ sposobem sposobem pisemnym - za pomoca
algorytmu przypominajgcego metode pisemnego dzielenia liczb naturalnych. W wyniku
takiego dzielenia mozemy otrzymac iloraz i reszte, przy czym reszta jest zawsze
wielomianem stopnia mniejszego, niz stopien wielomianu, przez ktory dzielimy, badz tez
jest wielomianem zerowym.

Korzystajgc z twierdzenie o reszcie umiemy szybko wyznaczac reszte z dzielenia przez
wielomiany postaci (z — a).

Dzielenie przez wielomiany tej postaci okaze si¢ szczegoélnie wazne przy szukaniu
pierwiastkow wielomianow. Dlatego warto pozna¢ metode umozliwiajagce sprawne
dzielenie dowolnego wielomianu przez wielomian postaci (z — a).

Ciekawostka

William George Horner byl brytyjskim matematykiem zyjacym w latach 1786 - 1837.
W 1819 roku opisal metode (znana juz wczesniej np. Newtonowi), na ktorej bazuje szybki
szkolny sposob dzielenia wielomianu przez dwumian (z — a).

Twoje cele




Poznasz algorytm zwany schematem Hornera, pozwalajacy na szybkie i wygodne
obliczanie ilorazu wielomianu W (z) przez dwumian postaci (z — a).

Porownasz trzy metody obliczania tego ilorazu i ocenisz, ktorg najlepiej zastosowac
w konkretnych przyktadach.

Udowodnisz algorytm schematu Hornera



Przeczytaj

Prezentacja pokazuje na przyktadzie, jak podzieli¢ wielomian W (x) przez dwumian postaci
(z — a) za pomocg tzw. schematu Hornera.

Wiemy juz jak stosowa¢ schemat Hornera. Przesledzmy dowod tego algorytmu dla
wielomianu czwartego stopnia.

Podzielimy wielomian
W(z) = agz? + azz® + agz® + a1 + ag

przez dwumian (z — ¢). Wiadomo, ze wynikiem takiego dzielenia jest wielomian stopnia
trzeciego

Q(z) = bsx® + bax?® + by + by

oraz reszta r. Mamy wiec, ze

asx* + azz® + asx® + ayz + ag = (b3x3 + byz? + by + bo) (x—c)+r=
= b3zt + byz3 4 by + byx — cbsz® — cbox? — cbyz — by +r =

= b3z* + (by — cb3)x3 + (by — cby)x? + (by — cby )z + 7 — cby.

Z twierdzenia o rownosci wielomianow otrzymujemy ukiad pigeciu rownan z piecioma
niewiadomymi
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Chcemy wyznaczy¢ wspotczynniki bs, b, b1, by oraz reszte r . Dlatego przeksztalcamy

powyzszy uktad
(bg = Q4
by = a3 + cbs
< b1 = a9 + Cbg.
b(] =a; + Cb1
(7 =ao+ cbg




Tym samym od razu mozemy wskaza¢ warto$c¢ bs. Zauwazmy, ze w kolejnych wierszach
pojawia si¢ suma znanych nam wspotczynnikow a,, i niewiadomej wyliczona w poprzednim
wierszu pomnozonej przez c . Na tej obserwacji bazuje algorytm dziatania w schemacie
Hornera.

Przyktad 1

Wykonajmy dzielenie wielomianu 3z* — 17z + 5z% + 26z — 5 przez (x — 5) za pomoca
schematu Hornera.

Przyktad 2

Wykonajmy dzielenie wielomianu 3z* — 523 + 7z% — 9z — 3 przez (:c + %) za pomoca

schematu Hornera.
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Przyktad 3

Wiadomo, ze wielomian W (z) = z* + 423 — 72% — 22x + 24 jest podzielny przez
dwumiany (z + 3) oraz (x — 2). Zapiszmy wielomian W (x) w postaci iloczynu
wielomianow nierozktadalnych.

 Uzyjmy dwukrotnie schematu Hornera obliczajgc iloraz wielomianu W (x) przez
(z + 3), a nastepnie iloraz uzyskanego wyniku przez (z — 2).
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T4+ 4x3 —Tx?—22r+24 =
= (372-% 9T — 4) (:E+ 3) (:U — )

o Wielomian drugiego stopnia z?> + 3z — 4 mozemy sprowadzi¢ do postaci
iloczynowej postugujac si¢ wiadomos$ciami z zakresu funkcji kwadratowej: A = 25,
Ty =4,z =1,wiecz’ +3z —4=(z+4)(z —1).

o Zatem W(z) = (z — 2)(xz — 1)(z + 3)(z + 4).

Przyktad 4
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Wielomian W(z) = 62 4 3623 4 5522 4 6z + 9 jest podzielny przez wielomian
P(z) = z? 4 6x + 9. Zapiszmy wielomian W (z) w postaci iloczynu wielomianéw
nierozktadalnych.

« Zauwazmy, ze P(z) = (z + 3)>. Mozemy wiec zastosowa¢ dwukrotne dzielenie
schematem Hornera przez dwumian (z + 3).
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6x*+ 362>+ 55x% + 62+ 9 = (z+3)? (622 + 1)

» Uzyskany wielomian jest nierozktadalny.

o Zatem W (z) = (z + 3)° (62 + 1).

Stownik
dzielenie wielomianéw z reszta

dla kazdego wielomianu W (z) i niezerowego wielomianu P(z) istniejg wielomiany Q(x)
i R(x) takie, ze W(z) = P(z) - Q(x) + R(x), przy czym wielomian R(z) nazywany
reszta z dzielenia jest stopnia mniejszego niz stopien wielomianu P(z) lub jest
wielomianem zerowym

podzielno$¢ wielomianéw

wielomian W (z) jest podzielny przez niezerowy wielomian P(x) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje wielomian Q(x) taki, ze W(x) = P(z) - Q(z)

wielomian nierozktadalny

wielomian stopnia dodatniego, ktérego nie mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu co

najmniej dwoch wielomianow stopnia dodatniego



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, w ktérej zaprezentowane s3 trzy metody dzielenia wielomianu przez
dwumian postaci (z — a). Zwrd¢ szczegdlng uwage na dzielenie z pomoca schematu Hornera.
Jesli opanowates juz algorytm dzielenia pisemnego, mozesz poming¢ pierwszg cze$¢ animacji.
Opis dzielenia schematem Hornera zaczyna sie w minucie 3:23.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIESmfiF6

Film nawigzujgcy do tresci lekcji dotyczacej dzielenia wielomianow przez dwumian.

Polecenie 2

Poréwnaj zapis dzielenia schematem Hornera w powyzszej animacji z zapisem
zaprezentowanym w prezentacji i przyktadach na poczatku lekcji.

Woybierz ten sposéb zapisu, ktéry jest dla Ciebie wygodniejszy. Nastepnie oblicz iloraz i reszte
z dzielenia wielomianu W (z) przez dwumian postaci P(x) w nastepujacych przyktadach:

a. W(z) = z° + 2z* — 152° + 2° + 72 + 10, P(z) = = + 5;

b. W(z) = 2z* + 72% — 1422 — 2 — 2, P(z) = = — L;
2

c. W(z) = 22° + 5v/222 + (6 - \/6):1: + (1 - 2¢§), P(z) =z + 2.


https://zpe.gov.pl/a/D1ESmfiF6

Polecenie 3

Rozwazmy wielomian W (z) = 100z'% + 992% + 982% + ... + 32° + 22% + z. W wyniku
dzielenia tego wielomianu przez dwumian x + 1 otrzymujemy wielomian
Q(x) = bggz® + - - - 4+ by + by oraz reszte . Oblicz wspétczynnik by.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

O

Wyznacz iloraz wielomianu W (z) = 2% + 4z* + 723 + 1022 + 13z + 10 przez (z + 2)
wpisujac wspdtczynniki wielomianu W (z) w gdrnym wierszu, a wspétczynniki ilorazu oraz
reszte w dolnym wierszu zgodnie ze schematem Hornera.

x® z* x3 x? T wyraz wolny
z* x3 x? x w I
yraz wolny reszta

Cwiczenie 2 ¢
Wyznacz iloraz wielomianu W (z) = 2z* — 3z® + 5z — 7 przez (z — 3) wpisujac
wspotczynniki wielomianu W(a:) w gornym wierszu, a wspoétczynniki ilorazu oraz reszte
w dolnym wierszu zgodnie ze schematem Hornera.

x? x3 x2 x wyraz wolny

z3 z?

T wyraz wolny reszta



Cwiczenie 3 @

Wyznacz iloraz wielomianu W (z) = z® + 2z przez (z + 1) wpisujac wspdtczynniki
wielomianu W (x) w goérnym wierszu, a wspotczynniki ilorazu oraz reszte w dolnym wierszu
zgodnie ze schematem Hornera.

T T T wyraz wolny

T T T T wyraz wolny reszta

Cwiczenie 4

Wskaz iloraz wielomianu 32* + 23 — 102? + 7z + 14 przez = + 2:

(O 3z* —523+ 7z
O 323 —5z2+7
() 322 —bx+7
() 323 -5z +7

() 3z3 —b5x2+ Tz

Cwiczenie 5

Dany jest wielomian W (z) = 3x* — 1523 — 4522 + 152 + 42. Dobierz w pary wielomiany
P(z)iQ(x) wiedzac, ze Q(z) jest ilorazem W (z) przez P(x).

Plz)=x—7 Q(z) = 323 — 1222 — 57z — 42
P(z) =z +2 Q(z) = 3z% — 2122 — 3z + 21
Plz)=z+1 Q(z) = 3x3 + 622 — 3z — 6

Plz)=z-1 Q(z) = 3x3 — 18z2 — 27x + 42



Cwiczenie 6

Wyznacz iloraz Q(x) oraz reszte R z dzielenia wielomianu W (z) = z* + px? + 2 przez
dwumian V(z) =z — 1.

Q(z) =2+ (p+ 1z +p
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Cwiczenie 7

Wiadomo, ze wielomian W (z) = ™" + ax?! jest podzielny przez dwumian (z — 2).
Wyznacz wartos¢ parametru a.

a= 2%

a = —2%
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I
|



Cwiczenie 8

Wiadomo, ze wielomian W (z) = ™ + ax?! jest podzielny przez dwumian (z — 2),

@

a ilorazem jest wielomian Q(z). Wyznacz wspétczynnik agy przy % w wielomianie Q(z).

o o o O O O

agy = 1
agy = 210
agy = 2
agy = 1024
agy = 22
ago = 0



Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Schemat Hornera

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen:

6) dzieli wielomian jednejzmiennej W (x) przez dwumian postaci  — a;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji.

Cele operacyjne:
Uczen:

e Znaalgorytm zwany schematem Hornera, pozwalajgcy na szybkie i wygodne obliczanie
ilorazu wielomianu W (z) przez dwumian postaci (z — a).

« Poréwnuje trzy metody obliczania tego ilorazu i ocenia, ktora najlepiej zastosowac
w konkretnych przykitadach.

e Dowodzi algorytmu schematu Hornera

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



» metoda tekstu przewodniego;
e liga zadaniowa.

Formy pracy:

e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja znane im metody obliczania ilorazu wielomianow.
2. Nauczyciel przedstawia temat lekcji ,Schemat Hornera”, a nastepnie wraz z uczniami
okresla kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ z metodami dzielenia wielomianow przedstawionymi
w animacji, nastepnie opisuja je na forum klasy.

3. Uczniowie w swoich grupach rozwigzujg ¢wiczenia w sekcji ,Sprawdz sie” (od
latwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia jako
pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Schemat Hornera”).

Materialy pomocnicze



e Pierwiastki rownan
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ animacje do pracy przed lekcjg. Uczniowie zapoznaja si¢
z jego trescig i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten sposob, zeby moc
samodzielnie rozwigza¢ zadania dotyczace schematu Hornera.
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