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Twierdzenie o dziataniach arytmetycznych na granicach

funkcji

Zrédto: Robert v Ruggiero, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Definicja Heinego funkcji w punkcie wykorzystuje pojecie granicy ciggu, mozemy zatem
twierdzenia o arytmetyce granic ciggow przelozy¢ na ich odpowiedniki dla granicy funkcji.
Temat ten poSwiecimy omowieniu twierdzen o arytmetyce granic funkcji oraz ich
zastosowaniu w obliczaniu granic funkcji w punkcie.

Twoje cele

» Poznasz twierdzenia o sumie, roznicy, iloczynie oraz ilorazie granic funkcji
w punkcie.

e Obliczysz granice pewnych typoéw funkcji korzystajac z poznanych twierdzen
o arytmetyce granic funkciji.

» Dowiesz si¢ co to jest symbol nieoznaczony.



Przeczytaj

Z twierdzen o arytmetyce granic ciggow zbieznych oraz definicji Heinego granicy funkciji
w punkcie wynikajg nastepujace twierdzenia o arytmetyce granic funkcji w punkcie.

Twierdzenie: Granica sumy funkcji

Niech f: D — Rorazg: D — R beda dwiema danymi funkcjami o tej samej dziedzinie
D C Rorazniech zg,a,b € R. Jesli

xll_>nmlo f(z) =a oraz .7Uh—>nx10 g(xz) = b,

to

lim (f + g)(z) = lim [f(z) + g(x)] = a +b.

T—T0 T—T0

Twierdzenie: Granica roznicy funkciji

Niech f: D — Rorazg: D — R beda dwiema danymi funkcjami o tej samej dziedzinie
D C Rorazniech zg,a,b € R. Jesli

wh_)n;g f(z) =a oraz mh_)rrwlo g(x) = b,

to

lim (f — g)(z) = lim [f(z) — g(z)] = a —b.

T—T0 T—T0

Twierdzenie: Granica iloczynu funkcji

Niech f: D — Roraz g : D — R beda dwiema danymi funkcjami o tej samej dziedzinie
D C R oraz niech xg,a,b € R. Jesli

7Ch_}rgclo f(z) =a oraz :611_%10 g9(z) = b,

to

lim (- g)(a) = lim [f() - g(z)] = a-b.

T—T T—To

Twierdzenie: Granica ilorazu funkcji

Niech f: D — Rorazg: D — R beda dwiema danymi funkcjami o tej samej dziedzinie
D C Rorazniech zg,a,b € R.Jedli g(x) # 0dlaz € D oraz

lim f(z) =a oraz lim g(z)=">b#0,

T—T T—T0

to




lim (%)(x) = Lim {2 — .

T
Spojrzmy na przyktad ilustrujacy powyzsze twierdzenie.
Przyktad 1

Obliczymy ponizsze granice

1 lim [327* 4 log, (z + 3)|
2. a;lin—lz (2% + sin(nz)]
3. lim [(z2 +4) - cos(z — )]

. 2246
4, lqu Sorl
T+

3

Ad. 1. Poniewaz lim 3272 = 32-! = 3 oraz lim log,(x + 3) = log,(1 + 3) = log,4 = 2 wiec
z—

z—1

lim [3*7% + logy(x + 3)] =3+ 2 =5.

z—1

Ad. 2. Poniewaz lim_ z? = (—2)? =4 oraz lim_ sin(mz) = sin(—27) = 0 wiec
T—— T——

lim [2® + sin(rz)] =4+ 0=4.

T——2

Ad. 3. Poniewaz lim (2% + 4) = 4 oraz lim cos(z — m) = cos(—7) = —1 wiec
z—0 z—0

lim [(z® +4) - cos(z — m)] =4- (1) = —4.

z—0

Ad. 4. Poniewaz lim (2% + 6z) = + +2 = £ oraz lim (3z + 1) = 1 + 1 = 2 wiec

1 1
:E%:} CL‘—>3

19
. 2?+6z _ 9 __ 19
im 527 =5 = -

3

Co to jest symbol nieoznaczony?

Czasami probujac zastosowac twierdzenia o arytmetyce granic mozemy uzyskac tzw. symbol
nieoznaczony. Symbole nieoznaczone to wyrazenia, ktore s3 umownym zapisem granicy
funkcji wynikajacej z twierdzen o arytmetyce granic, nie posiadajgce jednak jednoznacznej
wartos$ci. Jednym z takich symboli jest [%} . Spojrzmy na ponizszy przyklad.

Przyktad 2

Obliczymy granice

. 3_
1. lim “’—28
z—2 T




22 —6z+9

3. lim #—>%

z—3

Ad. 1. Poniewaz, lin%(zc?’ —8) =23 -8 =0oraz lirr%(zc —2) =2—2=0wiec
T— T—

s 28 0
ibn% z—2 [ﬁ} :

Otrzymujemy zatem symbol nieoznaczony. W takiej sytuacji probujemy przeksztatcic¢ funkcije
tak aby pozbyc¢ si¢ symbolu niezonaczonego. W liczniku skorzystamy ze wzoru skroéconego
mnozenia na roznice szescianow.

s 238 [0  1i (@—2)(@7+2244) . o
lim £ = [§] = lim == = lim(2? + 22 +4) = 12.

Ad. 2. Poniewaz liml(a:2 —1)=1-1=0oraz lim (z+1) = —1+ 1 = 0 wigc w tym
T—r— T——

przypadku rowniez otrzymujemy symbol nieoznaczony [%} . Przeksztalcamy zatem funkcje

tym razem stosujgc w liczniku wzor na roznice kwadratow.

. 2_q 0 .
lim = = |5 | = lim
z——1 z+l [0 ] z——1

(z=1)(z+1) ;. - _
z+1 - xlilill (:L‘ 1) 2.

Zwrocmy uwage, ze tym razem warto$¢ symbolu [%] jest inna niz poprzednio.

Ad. 3. Poniewaz lim (22 — 6z + 9) = 9 — 18 + 9 = 0 oraz lim(z — 3) = 3 — 3 = 0 wiec po
z—3 z—3

raz kolejny w granicy otrzymujemy symbol nieoznaczony [%} . Tym razem usuniemy go
stosujac w liczniku wzor na kwadrat roznicy

e 2?6249 _ [0 _ i, @3 4 _ _
gl;ng%-[ﬂ—hm o —}gr:l;(x—3)—3—3—0

Po raz kolejny wartos¢ symbolu [%] okazala si¢ inna co pokazuje, ze jego wartos¢ nie jest

jednoznaczna.

Kolejne przykiady pokazujg jak radzi¢ sobie z symbolem nieoznaczonym [%} w innych

sytuacjach.
Przyktad 3
Obliczymy granice
1i VIi5-2
oy atl

Sprobujmy obliczy¢ granice podstawiajac w miejsce x wartoS¢ graniczng —1.

. VIH5—2 [ 2-2 0
1}5& = = 2t =1/

Otrzymujemy zatem symbol nieoznaczony, ktory uniemozliwia nam zastosowanie twierdzen
o arytmetyce granic. Pozbedziemy si¢ go mnozac licznik i mianownik przez wyrazenie



javascript:void(0);
javascript:void(0);
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v & + 5 + 21 stosujagc wzor na roznice kwadratow.

. (Vz+5-2)(Vz+5+2) .. z+5-4 T 1 1
mlin_ll (z+1)(Vz+5+2) wll,n_ll (z+1)(Vz+5+2) xll>n_11 Vats+2 4
Przyktad 4
Obliczymy granice
li sin(2z)
70 sinx °

Sprobujmy obliczy¢ podang granice podstawiajac w miejsce z wartoS¢ graniczna 0.

li sin(2z) _ [sin0 _ 0O
750 sinx [sinO - 0}’

Tym razem aby pozbyc¢ sie symbolu [%} zastosujemy wzor na sinus podwojonego argumentu:
sin(2x) = 2 sin x cos z. Otrzymujemy wowczas

. sin(2z)
}cli}(l) sinz

2sinx cosx
sin x

= lim 2cosz = 2cos0 = 2.
z—0

= lim
Dla zainteresowanych

Symbol [%} to nie jedyny symbol nieoznaczony.

Stownik

réznica szescianéw

a® — b = (a—b)(a® + ab+b?)
réznica kwadratéw

a?>—b = (a—"b)(a+b)

kwadrat réznicy

(@ —b)? = a? — 2ab + b?


javascript:void(0);

Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza animacja, na ktérej pokazano, w jaki sposéb mozna korzystac
z twierdzenia o dziataniach arytmetycznych na granicach funkcji. Zapoznaj sie
z przedstawionymi w animacji przyktadami, a nastepnie wykonaj zamieszczone pod nim

polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DFZ3quala

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej twierdzenia o dziataniach arytmetycznych na
granicach funkcji. Opowiada Piotr Kryszkiewicz.

Polecenie 2

Korzystajac z twierdzenia o arytmetyce granic, oblicz granice funkcji.

3. lim <es 2x+3sinx

z
r—5 83

: 2c _ z—1 z
b. llir;lg( | z+2 + z+3 )
Polecenie 3

Oblicz granice.

: 4z z—1
llml < x2—1 + z+1 )

T—>—


https://zpe.gov.pl/a/DFZ3quala

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2
2
: zo+x4+3 2z _
m11>11_12[ z+1 x+3} -




Cwiczenie 3

Wskaz granice rowne (—1).
0 lir% [cos(x + 1) — sin(z + )]
T—r

) lim [(:cz + 2a:) (x + 1)}

r——2

: r—3
) lim[21ogy = + 3]
Cwiczenie 4

lim Y&Et6-3 _
z—3 226 o

L
12

Cwiczenie 5

Uporzadkuj granice od najmniejszej do najwieksze;j.

lim [2z sin(n(z — 1))]

.’13—>2

lim [333 - sin(%)}

T——T0

z2+2—6
z+2

lim
rz——1

lim [log2 (%) — 32”’_8}

z—4

O

114

214

114



Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Przenies w puste pola poprawne liczby.

. Véz+2-2 :
lm} 3—1 | :
$—>§
. 2 4r—2 TR :
},13% 2—-3z+2 —
: 8z°+1 { ------------- i
gghlfll 2241 |
2
]_lm z?—16 :i _____________ E
1‘%4 %—4 :\77"’,’_’_’_’_’_’_’_': ______
: 2x+2 i i
1111_1 - =! ;
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Cwiczenie 8

Potacz w pary granice z ich poprawnymi wartosciami.

: 4z+1
11m1 T622—1

T—>—+




Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie o dzialanaich arytmetycznych na granicach funkcji

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1. oblicza granice funkcji (w tym jednostronne);

Cele operacyjne:

Uczen:

 zna oraz stosuje twierdzenie o sumie, roznicy, iloczynie oraz ilorazie granic funkciji;

e wie, czym jest symbol nieoznaczony [%};

 potrafi pozby¢ si¢ symbolu nieoznaczonego [%] stosujac znane wzory skroconego
mnozenia oraz wzory trygonometryczne.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
» Sniegowa kula;
o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:



« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:
1. Uczniowie zapoznaja si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj
Faza wstepna:
1. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.
Faza realizacyjna:

1. Uczniowie ogladajg animacje prezentujgcg przyktady wykorzystania twierdzenia
o dziataniach arytmetycznych na granicach funkcji. Po ustalonym czasie nauczyciel
pyta uczniow czy mieli watpliwoSci ze zrozumieniem pokazanych rozwigzan
i thumaczy je.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniéow ustosunkowuje sie do niej, proponujac swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po kazdym
zakonczonym zadaniu wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie ma forum klasy.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedng wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Nauczyciel przypomina temat zajec¢: ,Twierdzenie o dzialaniach arytmetycznych na
granicach funkcji” i podsumowuje przebieg zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony pracy
uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznaja sie¢ z medium w sekcji ,Animacja” i rozwigzujg polecenia z nim
zwiazane.

Materialy pomocnicze:

e ROznica kwadratow


https://epodreczniki.pl/a/przyklady/DJcIFDE38

Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Animacja” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg si¢ z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,Twierdzenie
o dzialaniach arytmetycznych na granicach funkc;ji”



