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Bardzo waznym elementem funkciji liczbowej jest jej dziedzina. W tym materiale poznasz
sposoby wyznaczania dziedziny funkcji opisanej wzorem. Znajdziesz odpowiedz na pytania:
czy dziedzing kazdej funkciji liczbowej jest zawsze caly zbior liczb rzeczywistych? Jaki
wplyw na dziedzine funkcji ma rodzaj dziatania znajdujacy si¢ we wzorze opisujacym
funkcje? Jak mozna odczytac¢ dziedzine funkcji opisanejza pomocg wykresu?

Twoje cele

e Wyznaczysz dziedzine funkcji opisanej wzorem.
e Odczytasz dziedzine funkciji z jej wykresu.



Przeczytaj

Bardzo czesto obok wzoru opisujgcego funkcje, zapisana jest jej dziedzina. W jaki sposob
postepujemy, gdy mamy tylko wzor funkc;ji? Jak wowczas okreslamy jej dziedzine?
Odpowiedzi na powyzsze pytania uzyskasz, analizujgc ponizsze przyklady.

Pamietamy, ze przez dziedzine funkcji zapisanejza pomocg wzoru, rozumiemy zbior tych
liczb rzeczywistych, dla ktorych sa wykonalne wszystkie dziatania zapisane we wzorze
funkciji. Oznacza to, ze dziedzing funkciji liczbowejjest zbior tych liczb rzeczywistych, dla
ktorych mozna obliczy¢ warto$c¢ funkcii.

Przyktad 1

Wyznaczymy dziedziny nastepujacych funkcji:

a. f(z) = -2z + 5,
b. f(z) = 22_2 )
c. flz) =V +71,
d. f(z) = \/zZT
Rozwigzanie:

a. W zbiorze liczb rzeczywistych mozemy kazdg liczbe pomnozy¢ przez (—2) oraz do
kazdejliczby rzeczywistej mozemy dodac liczbe 5.
Z tego faktu mozemy wywnioskowac, ze dziedzing funkcji f(z) = —2x + 5 jest zbior
R.
Zapisujemy to Dy = R.

b. Dowolna liczbe rzeczywista mozna podnies$¢ do szescianu i odja¢ od niejliczbe 8.
Dzielenie jest mozliwe tylko wtedy, gdy dzielnik jest liczba r6zng od 0.
Jest to mozliwe wtedy, gdy 2 — 5 # 0.
Otrzymujemy: 2 # 5 wtedy, gdy  # v/5iz # —/5.
Cayli dziedzing funkcji f(z) = Z=3 jest zbiér R \ {—\/5, %3}.

z2—5
Mozemy to zapisa¢: Dy = R\ {—\/5, \/5}
c. We wzorze opisujacym funkcje, znajduje sie¢ pierwiastek kwadratowy.
Wiemy, ze pierwiastek kwadratowy istnieje tylko z liczby nieujemne;.
Stad wnioskujemy, ze warto$¢ funkcji f mozemy obliczy¢ tylko wtedy, gdy spetniona
jest nierbwnos$¢ x + 7 > 0, czylix > —7.
Dziedzing funkcji f(x) = v/z + 7 jest przedziat (—7, c0).
Mozemy to zapisa¢: Dy = (=7, 00).




d. W mianowniku utamka mamy wyrazenie umieszczone pod znakiem pierwiastka
kwadratowego. Wiemy, ze pierwiastek kwadratowy istnieje tylko z liczby nieujemne;j.
Pierwiastek kwadratowy umieszczony jest w mianowniku utamka. Wiadomo, ze
dzielenie przez 0 jest niewykonalne w zbiorze liczb rzeczywistych.

W celu wyznaczenia dziedziny funkcji f, nalezy rozwigza¢ nierownos$¢  — 8 > 0,
czyliz > 8.

Dziedzing funkcji f(x) = \/% jest przedziat (8, 00).

Mozemy to zapisa¢: Dy = (8, 00).
Okreslajac dziedzine funkciji, nalezy pamietac, ze:

» pierwiastek stopnia parzystego mozna obliczac¢ tylko z liczb nieujemnych,
» mianownik utamka musi by¢ zawsze liczba r6zng od zera.

Przyktad 2
Wyznaczymy dziedzine funkciji:

a f(z) = vI—a+ -,

b. f(z) = L

2 5
C.f(ZC): \/m_H+\/m’
4. (=) = Pt

Rozwigzanie:

a. W celu wyznaczenia dziedziny funkcji f(z) = Vi —x+ #, nalezy rozwazy¢ dwa
warunki, ktore musi jednoczesnie speinic liczba z:
4—z>0iz+5#0.
Zbiorem rozwigzan nieréwno$ci 4 — x > 0 jest przedziat (—oo, 4).
Jednoczes$nie x # —5.

Zapisujemy dziedzine funkcji f(z) = Vi—z+ mi5 w postaci sumy przedzialow
(—o0, —5)U (=5, 4).
Zatem: Dy = (—oo, —5)U (=5, 4).

b. Podobnie, jak w podpunkcie a., nalezy rozwazy¢ dwa warunki, ktore musi
jednoczesnie spetnic liczba :
7T—x>0ix+3+#0.

ViT—x
z+3

Zatem dziedzing funkcji f(z) =
(—o0, —3)U (=3, 7).
Mozemy to zapisa¢: Dy = (—oo0, —3)U (=3, 7).

jest suma przedziatow

c. Wzor funkciji zapisany jest w postaci sumy dwoch utamkow. W mianownikach tych
utamkow zapisane sg wyrazenia pod pierwiastkami kwadratowymi. Liczba z musi




spetniac¢ jednoczesnie dwa warunki:
x+4>0iz—-4>0.

Mozemy je zapisa¢: ¢ > —4 oraz z > 4.

Zatem dziedzing funkcji f(x) = \/o?_—l—él + \/;T4 jest przedziat (4, 0o).

Stad D = (4, 00).

vVI+2

d. Aby wyznaczy¢ dziedzing funkcji f(z) = —7 =,

nalezy rozpatrzy¢ dwa warunki,
ktore musi spetnic¢ jednoczes$nie liczba z:

r+2>0ix®+4z+4#0.

Rozwigzaniem nieréwnos$ci pierwszejjest przedziat (—2, 0o).

Drugi warunek mozemy zapisac¢, korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia:
(z+2)>#0,stad z # —2.

Zatem dziedzing funkcji f(z) = —3" z+2

w2+4w+4jes
Dziedzine funkcji f mozemy réwniez zapisa¢: Dy = (—2, 00).

t przedziat (—2, 00).

Czy wplyw na dziedzine funkcji maja tylko pierwiastki kwadratowe i mianowniki utamkow?
Kolejne przykiady pozwola odpowiedzie¢ na powyzsze pytanie.

Przyktad 3

Wyznacz dziedzine funkciji:

a. f(z) = logy(6 — 2x),
b. f(x) = log(,—3)(3z — 6).

Rozwiazanie:

a. Z definicji logarytmu wiemy, ze aby obliczy¢ wartos$¢ logarytmu, liczba
logarytmowana musi by¢ liczbg rzeczywistg dodatnia.
Wartos$¢ funkcji f mozemy obliczy¢ tylko wtedy, gdy spelniona jest nieréwnos$¢
6 —2x > 0,czyliz < 3.
Dziedzing funkcji f(z) = log,(6 — 2z) jest przedziat (—oo, 3).
Stad Dy = (—o0, 3).

b. Podstawa logarytmu musi by¢ liczbg dodatnig i r6zng od 1.
W celu wyznaczenia dziedziny funkcji f, musimy rozpatrze¢ warunki dotyczace
zaroOwno podstawy logarytmu, jak i liczby logarytmowanej. Dla przejrzystosci
rachunkow, wyznaczymy oba zbiory osobno, a nastepnie wyznaczymy dziedzine
funkcii.
Najpierw zajmijmy si¢ okresleniem dziedziny ze wzgledu na zalozenia podstawy
logarytmu. Mamy zatem
xr—3>0 A x—3#1 codajenam
x>3 N z#A4



javascript:void(0);

Zapiszemy rozwigzanie za pomoca przedziatow z € (3,4) U (4, 00).

Teraz zajmijmy si¢ warunkiem dotyczgcym liczby logarytmowanej, ktoéra musi by¢
nieujemng liczbg rzeczywista. Zapiszemy

3z —6>0

3z > 6

T > 2.

Zatem ze wzgledu na liczbe logarytmowang x € (2, 00).

Zauwazmy, ze zatozenia podstawy logarytmu dajg nam wezszy zbior, dla ktérego
funkcja ma sens. Dziedzina catej funkciji jest iloczynem obu wyzej wyznaczonych
zbioréw. Jako, ze pierwszy zbior zawiera sie¢ w drugim, to z rachunku zbiorow
wynika, ze Dy = (3,4) U (4, 00).

Podsumujmy dotychczasowe informacje dotyczace sposobu wyznaczania dziedziny funkcji
opisanejza pomoca wzoru:

1. Jezeli we wzorze funkcji wystepuje utamek, to wyrazenie zapisane w mianowniku musi
by¢ zawsze rozne od zera.

2. Jezeli we wzorze funkciji wystepuje pierwiastek kwadratowy w liczniku, to wyrazenie
podpierwiastkowe musi by¢ zawsze wigksze lub rowne zeru; jesli w mianowniku, to
musi by¢ wieksze od zera.

3. Jezeli we wzorze funkcji wystepuje logarytm o znanej podstawie, to wyrazenie
logarytmowane musi by¢ zawsze wigksze od zera.

4. Jezeli we wzorze funkcji wystepuje logarytm i w podstawie logarytmu jest argument, to
wyrazenie zapisane w podstawie logarytmu musi by¢ zawsze liczbg dodatnig i r6zna od
jednosci.

Stownik
dziedzina funkcji liczbowej

zbior tych liczb rzeczywistych, dla ktéorych mozna obliczy¢ warto$¢ funkcji



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj uwaznie przyktady przedstawione w animacji. Sprébuj samodzielnie rozwigzaé

pokazane przyktady, nastepnie sprawdz swoje rozwigzania. Wykonaj wskazane polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D17Unusml

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcego okreslania dziedziny funkcji opisanej
wzorem.

Korzystajgc z informaciji przedstawionych w animacji, wykonaj polecenia.

Polecenie 2

Wyznacz dziedzine funkcji f opisanej za pomoca wzoru:

z2+5 V2z—8
flz) = 24 T 29 -

Polecenie 3
Wyznacz dziedzine funkcji f opisanej za pomoca wzoru:

log,_s)(32-5)
—2x+5

f(xz) =V +3+



https://zpe.gov.pl/a/D17Unusml

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Ponizej przedstawiono wzory oraz dziedziny pewnych funkcji. Potacz w pary funkcje f,
opisang za pomocg wzoru z jej dziedzina.

_ @7 _
f(z) = V37—9 Dy = (3, )
f(z) = bz — 4 D; = ({”/—7, oo)
3 4
f(z) = (0 Df_<§>00)
f(z) =log% (3:3+7) Dy =R\ {-6}
Cwiczenie 2
Ktdra z ponizszych liczb nie nalezy dziedziny funkcji f(z) = w—‘?,z;g?

Zaznacz poprawng odpowiedz

O -5
O 2
O /-8

O 0




Cwiczenie 3

_ 2
Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru f(w) = %

Wyznacz dziedzine funkcji f. Zaznacz poprawnga odpowied?z.

O Df=(-2,00)\{0}

O Dy=(-2%)

Q Df - <_2700)

Q Df - (_2700)
Cwiczenie 4

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawna odpowiedz.
Do dziedziny funkcji f(z) =

z2—5
x24

naleza:

tylko liczby catkowite.

tylko liczby rzeczywiste nalezace do przedziatu <—\/§, \/§>

tylko liczby rzeczywiste rézne od v/8.

o o O O

wszystkie liczby rzeczywiste.



Cwiczenie 5

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Przy kazdym zdaniu w tabeli zaznacz ,Prawda” albo
,Fatsz".

Zdanie Prawda Fatsz

Dziedzing funkcji
f(z) = log,(z* — 3) sa
liczby nalezace do O O

przedziatu (—\/g, \/§>

Funkcja f opisana jest
5

= Vez7° O O

Dziedzing tej funkcji jest
. 7
przedziat (g, oo)

wzorem f(z)

Cwiczenie 6

Ponizej przedstawiono pewne wzory oraz dziedziny funkcji. Potgcz w pary dziedzine funkcji
z odpowiadajacym jej przyktadowym wzorem funkcji.

Dy = (0,1) U (1, ) fla) = =

D; =R\ {-7} flz)= Vo—T+2?—4

Dy = (6, o) f(z) =log,(2z + 3)
Dy=R f(z) = Vx3+6 + ";2;73



Cwiczenie 7

Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny, w ktérym suma dtugosci wszystkich
krawedzi jest rowna 24.

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
Dtugos¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa moze by¢ dowolng liczbg rzeczywista
Z przedziatu:

O (0,2)
O (3,6)
O (4,6)

O (0,8)



Cwiczenie 8 @

Uzupetnij zdania tak, aby otrzymac stwierdzenia prawdziwe. Przeciaggnij odpowiednie wyrazy
w puste pola.

______________

______________

,,,,,,,,,,,,,,

rowna liczbie catkowitej ’ ‘ rowng utamkowi wtasciwemu ’

pod znakiem pierwiastka stopnia nieparzystego ’ ‘ kazda wartos$¢ rzeczywista ’

pod znakiem pierwiastka stopnia parzystego ’ ‘ tylko wartosci nieujemne

tylko wartosci ujemne ’ ‘ ujemna ’ ‘ liczba dodatnig ’ ‘ réozng od 1 ’

tylko wartosci rézne od zera ’ ‘ dowolng liczbg rzeczywista ’ ‘ dowolna liczba catkowita

rézna od zera ’ ‘ zawsze liczbg dodatnig ’ ‘ dowolng liczbg naturalng ’

liczba rzeczywista rézna od zera ’




Dla nauczyciela

Autor: Anna Jezewska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okreslanie dziedziny funkcji opisanej wzorem
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) okresla funkcije jako jednoznaczne przyporzadkowanie za pomoca opisu stownego, tabeli,
wykresu, wzoru (takze réznymi wzorami na réznych przedziatach).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» wyznacza dziedzine funkcji opisanejza pomoca wzoru

» wykorzystuje w obliczeniach definicje pierwiastka stopnia parzystego oraz definicje
logarytmu

 oblicza dziedzine¢ funkcji zapisanej w postaci utamka zwyktego

« analizuje nietypowy problem funkcyjny, dobiera sposob rozwigzania i ocenia
skutecznos¢ tego sposobu

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



« analiza morfologiczna
e mapy mysli
o dyskusja

Formy pracy:

o pracaindywidualna

e pracaw parach

e pracaw grupach

» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele lekcji oraz ustala z uczniami kryteria sukcesu.

2. Uczniowie, podzieleni na grupy, tworza mapy mysli zawierajgce poznane dotychczas
wlasnosci dziatan.

3. Wykonane schematy umieszczaja w widocznym miejscu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie, pracujgc w trzech grupach, analizujg materiat przedstawiony w sekcji
Przeczytaj.
Kazda grupa analizuje jeden przykiad.

2. Po uplywie wyznaczonego czasu jeden przedstawiciel grupy przedstawia wnioski
wyplywajace z analizy przyktadu na forum klasy.

3. Grupy poréwnuja swoje spostrzezenia z pozostalymi uczniami.

4. Wspolnie formutuja wnioski.

5. Uczniowie ogladaja animacje i wykonujg wskazane w niej polecenia.
Formutujg wnioski wynikajace z zaobserwowanych prawidtowosci.

6. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela i wspoélnie
omawiaja odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jeden z uczniéw podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci takie,
jak opisywanie jezykiem matematycznym zjawisk z otaczajacego Swiata, stosowanie
wiasnosci dziatan do wyznaczania dziedziny funkciji.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wyjasnia wszelkie watpliwosci oraz ocenia prace
uczniow w czasie zajec.

Praca domowa:

1. Uczniowie rozwigzujg w domu ¢wiczenia, ktorych nie rozwigzywali w czasie zajec.

2. Praca domowa dla chetnych:
Rozpatrujemy walce, w ktorych stosunek wysokosci do dtugosci promienia podstawy
jest rowny % Podajwzor funkcji opisujacy objetos¢ takiego walca w zalezno$ci od
dtugosci promienia podstawy, Okresl dziedzine tak utworzonej funkciji.

Materialy pomocnicze:

Definicja funkcji. Sposoby przedstawiania funkcji

Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzysta¢ do pracy metodg odwroconej klasy.

Uczniowie mogg obejrze¢ animacje w domu i na jej podstawie przygotowac krotkie
wprowadzenie do lekcji.
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