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Suma i réoznica wielomianow

Wielomiany jednej zmiennej sg zapisywane za pomocg odpowiednich wyrazen
algebraicznych. W matematyce wyzszej tworzg strukture zwang pierScieniem - majg wiele
wiasnosci analogicznych do odpowiednich wlasnosci liczb catkowitych (ktore rowniez
tworza strukture pierscienia) . Te pojecia wykraczajg poza program nauczania matematyki
w szkole. Analizujac kolejne lekcje, warto jednak o tym pamietac¢ i szuka¢ analogii miedzy
liczbami catkowitymi i wielomianami.

W zbiorze liczb catkowitych zdefiniowane jest dodawanie, ktore charakteryzuje sie
ponizszymi wlasnosciami.

e Przemiennosc¢:a + b= 0>+ a.
e tacznoé¢: (a+b)+c=a-+ (b+c).
 Istnienie elementu neutralnego dla dodawania, czyli zera: a + 0 = a.

Dodawanie wielomianéw ma analogiczne wiasnosci. Dla dowolnych wielomianéw mamy
wiec:

 Przemiennos$¢: W(z) + P(z) = P(z) + W(z).

e Lacznosc: (W(z) + P(x)) + Q(z) = W(z) + (P(z) + Q(x)).

« Istnienie elementu neutralnego dla dodawania, ktorym jest wielomian zerowy
(oznaczmy go jako N(z)): W(z) + N(z) = W(x).



Twoje cele

e Znajdziesz wielomian, bedacy sumg/r6znicg danych wielomianow.

o Przecwiczysz metody dodawania i odejmowania wielomian6éw jednej zmienne;.

e Odkryjesz i zredagujesz wlasno$¢ opisujaca zwigzek miedzy stopniami dwoch
wybranych wielomianow i stopniem wielomianu uzyskanego jako ich suma badz
roznica.



Przeczytaj

Kazdy wielomian jest sumg pewnych jednomianow (lub jednomianem).
Zatem suma dwoch wielomianow rowniez bedzie wielomianem.

Definicja: Suma wielomianéw
Dane sg wielomiany F'(z) i G(z).

« Sumg wielomianéw F'(z) i G(x) nazywamy taki wielomian W (z), ze dla kazde;
liczby rzeczywistej a spetniony jest warunek

W(a) = F(a) + G(a).
Definicja: R6znica wielomianow

 Roéznicg wielomianéw F'(z) i G(x) nazywamy taki wielomian W (x), ze dla kazdej
liczby rzeczywistej a spetniony jest warunek

Sume wielomianéw F(z) i G(x) mozemy zatem obliczy¢, dodajgc wspotezynniki obu
wielomianow stojgce przy niewiadomych x o tych samych potegach, czyli sumujgc
wspotczynniki wyrazow podobnych.

Analogicznie, obliczajac réznice wielomiandéw F(z) i G(x), mozna odja¢ odpowiednie
wspotczynniki przy tych samych potegach niewiadome;.

Jesli w ktoryms z wielomianow wystepuje zmienna w danej potedze, natomiast nie
wystepuje ona w tej potedze w drugim wielomianie, to przyjmujemy, ze zmienna jest w tej
potedze w obu wielomianach, jednak tam, gdzie pominieto jej zapis, jej wspotczynnik
WYNosi zero, np.:

F(z) =323 —z+1, G(z) = 22> — 22
mozemy rOwnowaznie zapisac:
F(z) =323+ 02 —z + 1, G(z) = 223 — 2? + 0z + 0.
Przyktad 1
Dane sg wielomiany:

V(z) = 5z* — 223 — 32% + 5z — 11,
P(z) = —5z* — 323 + 32® + 5z + 7,
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Q(z) = —3z% + 11.
Obliczajgc ponizsze sumy wielomianow, otrzymamy:

e V(z)+ P(z) = 523 + 10z — 4
e P(z)+ Q(x) = —bz* — 62> + 322 + bz + 18
e Q(z) +V(z) = bz* — 5z® — 322 + bz

Przyktad 2

Dane sg wielomiany:

V(z) = 5zt — 223 — 32% + 5z — 11,
P(z) = —5z* — 323 + 32® + 5z + 7,
Q(z) = -3z + 11.

Obliczajgc roznice wielomianow, otrzymamy:

e V(z) — P(z) = 10z* + 23 — 62% — 18
o P(z) - Q(z) = —5x* + 32 + 5z — 4
e Q(z) —V(z) = -5zt — 23 + 32 — 5z + 22

Wprowadzimy teraz oznaczenie deg(W(x)) dla stopnia wielomianu (od angielskiego
degree, czyli stopien) oraz oznaczenie max(ay, as, . . . ,a,), gdzie ay, as, . . . , a, to dowolne
liczby rzeczywiste.

Zapis ten oznacza, ze z podanego zbioru wybieramy liczbe, ktora jest nie mniejsza od kazdej
z pozostatych liczb w tym zbiorze. Na przyktad max(3, 5, 11, 4, 5, 11, 1) = 11,
poniewaz liczba 11 jest wigksza od kazdejz pozostatych liczb ze zbioru lub rowna ktorejs

z liczb tego zbioru.

Ustalmy, jakiego stopnia mogg by¢ wielomiany W (z) + P(x) oraz W(z) — P(z).
Wiasnosé: Stopien sumy oraz réznicy wielomianow

o deg(W(z) + P(z)) < max(deg(W(x)),deg(P(z))) lub W(z) + P(z) jest
wielomianem zerowym.

o deg(W(z) — P(z)) < max(deg(W(x)),deg(P(z))) lub W(z) — P(z) jest
wielomianem zerowym.

Przyktad 3

e Suma wielomianu trzeciego stopnia i wielomianu pigtego stopnia bedzie na pewno
wielomianem pigtego stopnia.
o np.: W(z) = 23, P(z) = 2°. Wtedy W (z) + P(z) = 2° + 5.

Przyktad 4
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e Suma dwoch wielomianéw stopnia pigtego moze by¢ wielomianem stopnia pigtego
lub mniejszego, moze tez by¢ wielomianem zerowym.

o np.. W(z) = 2°, P(x) = 22°. Wtedy W (z) + P(x) = 3z° (wielomian pigtego
stopnia).

o np.. W(z) = 2°, P(z) = —2° + z*. Wtedy W(z) + P(z) = z* (wielomian
czwartego stopnia).

o np.. W(z) = z°, P(z) = —2° + 1. Wtedy W(z) + P(x) = 1 (wielomian stopnia
zerowego).

o np.. W(z) = z°, P(z) = —z°. Wtedy W(z) + P(z) = 0 (wielomian zerowy).

Przyktad 5

Dane s3 wielomiany W (z) = 5z° + az® + Tz — boraz P(z) = ax® + bz + cz + d.
Wiadomo, ze ich suma to wielomian W (z) + P(z) = —4x> — 6z* — 4z — 6.
Film pokazuje, jak wyznaczy¢ wartosci parametréw a, b, c, d.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DkMR{RTcH

Film nawigzujacy do treSci materiatu

Stownik

wyrazy podobne

jednomiany tej samej zmiennej wystepujace w tej samej potedze, np.: z* i 15z?
réznica wielomianéw F(z) i G(z)

wielomian W (z), taki ze dla kazdejliczby rzeczywistej a spetniony jest warunek
W(a) = F(a) — G(a)

stopien wielomianu jednej zmiennej

dla wielomianu W(z) = a,z" + a,_12" ' + ...+ a;z' + aoz’ (gdy a,, # 0) toliczban
(najwyzszy wyktadnik zmiennej); stopien wielomianu, ktory jest statg niezerowg, wynosi 0
; wielomian zerowy nie ma okreslonego stopnia

suma wielomianéw F'(z) i G(z)

wielomian W (z), taki ze dla kazdejliczby rzeczywistej a spetniony jest warunek
W(a) = F(a) + G(a)

wielomian zerowy
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wielomian okre$lony wzorem W (z) = 0; wielomian ten nie ma okreslonego stopnia



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj animacje dotyczaca dodawania wielomiandw. W trakcie ogladania sporzadz

wiasne notatki, ktore bedg przydatne przy kolejnym poleceniu.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DXSCHEngu

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejsumy i roznicy wielomianow.

Polecenie 2

Na podstawie obejrzanej animacji przeanalizuj w analogiczny sposoéb odejmowanie
wielomianéw F(z) i G(x).
Uzupetnij nastepujace wtasnosci:

o Jezelideg(F(z)) = deg(G(z)) = n, to....

o Jezelideg(F(z)) = n > deg(G(z)), to ...

o Jezelideg(F(z)) < deg(G(z)) = m, to ...


https://zpe.gov.pl/a/DXSCHEngu

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Uzupetnij wspotczynniki wielomianu W (x) + P(«) (liczby ujemne poprzedz znakiem — bez
spacji). Wpisz odpowiednie liczby w puste pole.

W(z) = 112° — 32z — 223 + 51z + 9

P(z) = 14z* + 132 — 212® — 13z + 4

W (z) + P(z) = o+ 24+ +
| o' = |

Cwiczenie 2 @)

Uzupetnij wspotczynniki wielomianu F'(z) — G () (liczby ujemne poprzedz znakiem — bez
spacji, liczby dodatnie poprzedz znakiem +). Wpisz odpowiednie liczby w puste pole.

F(z) = —8xz% + 162" — 222 + 51z + 81

G(z) = 19z* — 323 + 2122 — 91z + 107

F(z) - G(z) = z°

<’ d |




Cwiczenie 3 @

Wiadomo, ze F'(x) oraz G(x) sa wielomianami stopnia 5.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Wielomian F(z) — G(x) musi by¢ wielomianem stopnia 5.
[ ] Jest mozliwe, ze wielomian F(z) + G(x) bedzie wielomianem stopnia 7.
[ ] Jest mozliwe, ze wielomian F(x) + G(x) bedzie wielomianem stopnia 5.
[ ] Jest mozliwe, ze wielomian F(x) + G(x) bedzie wielomianem stopnia 2.
[ ] Wielomian F(z) + G(x) musi by¢ wielomianem stopnia 5.

[ ] Wielomian F(z) — G(x) nie moze by¢ wielomianem stopnia 5.

Cwiczenie 4 G

Dany jest wielomian W (z) = 5z° — 4z* + 3z® + 22% — 4. Dobierz wielomian V() tak, by
wielomian V(z) — W (z) byt wielomianem stopnia zero. Zaznacz poprawna odpowiedz.

O V(z) = -5z’ + 4z* — 323 — 222
O V(z) =5z —4z* + 323 + 22> — 6
O V(z) = —2° + 4z* — 32% — 222 — 3

O V(z) =5z® — 4zt 4 323 +22% — 4



Cwiczenie 5

Wyszukaj pary wielomianéw, ktérych suma jest jednomianem.

Cwiczenie 6

Dane sa wielomiany W (z) = 2az* + 3bz3 — 3az? + 2ax — 3b oraz
P(z) = 3bxz* — 2az® + 3bx? + 2az + 2a. Uzupetnij wspétczynniki sumy wielomianéw.
Przeciagnij rozwigzanie w puste pole.

______________________________________________________________________

(0] [ (36—3a) |[6b || (2a+3b) || (3b—2a) || (3a—3b) || (—3b—3a) || 4a]

(2a — 3b)



Cwiczenie 7

Dane sa wielomiany W(z) = 2az* + 3bz® — 3ax? + 2az — 3b oraz
P(z) = 3bz* — 2ax® + 3bx? + 2ax + 2a. Uzupetij wspdtczynniki réznicy wielomianéw.
Przeciagnij rozwigzanie w puste pole.

(36 —3a) | | (—3b—2a) |[ 6b || (—3b—3a) | [4a |[0]| (2a+3b) || (3a—3b) |

(2a — 3b)

Cwiczenie 8 @

Pogrupuj podane wielomiany tak, by ich suma byta odpowiednio réwna wielomianowi F'(z)
lub wielomianowi G’(:I:) Przeciagnij kazdy element do odpowiedniej grupy.

F(z) = 5z° — 2z* + 1223 + 42% + 22 — 2

—2x* + 23 + 22 ’

5x? + 1123 + 5 ’

42> —Tz+1|| 22 -3
G(z) = 5x® — 3z* + 622 — bz — 2

52° — 3z* + 222 ’

3m2+2a:—7’




Dla nauczyciela

Autor: Michal Niedzwiedz
Przedmiot: Matematyka
Temat: Suma i roznica wielomianow

Grupa docelowa: III etap edukacyjny, liceum ogodlnoksztatcace, technikum, zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegétowe:

ll. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej i wielu zmiennych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji;
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

o wykonuje dodawanie i odejmowanie wielomianow,

» okresla wlasnos¢ opisujacg zwigzek miedzy stopniami dwoch wybranych wielomianow
i stopniem wielomianu uzyskanego jako ich suma badz réznica,

« analizuje metody dodawania i odejmowania wielomianow jednej zmienne;j.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
« konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Animacja” i ¢wiczenia
interaktywne;

o dyskusja;



« mapa mysli.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczgce dodawania i odejmowania jednomianow
oraz wielomianow. Uczniowie porzadkuja informacje w postaci mapy mysli.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie numer 1 z sekcji ,Animacja” - ,Przeanalizuj krok po kroku
sposob obliczania sumy i roznicy wielomian6éw”. Uczniowie zapoznajq si¢ z trescia
zawarta w materiale, w razie watpliwosci zadajg pytania nauczycielowi na forum klasy.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda rozwigzywac¢ ¢wiczenia
numer 1i 2. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani
uczniowie przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje sie¢ do
nich. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacije,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie realizuja indywidualnie ¢wiczenia 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Poich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji



~Wprowadzenie”
Uczniowie tworzg infografike podsumowujaca dodawanie i odejmowanie wielomianow.

Wylaczanie wspolnego czynnika przed nawias
Upraszczanie wielomianow

Animacja moze zosta¢ wykorzystana przez uczniow podczas przygotowania sie do
sprawdzianu.
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