Odkryj,

Zrozum, zastosu...

Zmierz si¢ z potega potegi. Czy w kazdym uktadzie masz rowne szanse? Znajdz w sobie
pierwiastek Pitagorasa. Pomoze ci w tym e-podrecznik.

« Potega o wyktadniku naturalnym

o

o

o

o

o

(o]

Potega o wyktadniku naturalnym

lloczyn i iloraz poteg o takich samych podstawach
Potegowanie potegi

lloczyn i iloraz poteg o takich samych wyktadnikach
Poréwnywanie poteg

Dziatania na potegach o wyktadniku naturalnym

« Pierwiastki

o

o

o

o

(o]

o

Pierwiastki kwadratowe i szescienne
WHtasnosci pierwiastkow

Wytaczanie czynnika przed znak pierwiastka
WHtaczanie czynnika pod znak pierwiastka
Dziatania na pierwiastkach

Szacowanie wyrazen zawierajacych pierwiastki

« Woyrazenia algebraiczne

o Jednomiany i sumy algebraiczne

o

o

(o]

o

Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian
Mnozenie sum algebraicznych

Dziatania na wyrazeniach algebraicznych
Wytaczanie wspolnego czynnika przed nawias

« Twierdzenie Pitagorasa

o Twierdzenia i ich rodzaje

o Twierdzenie Pitagorasa

o

Obliczanie dtugosci bokow w tréjkacie prostokatnym

o Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

o

Szczegodlne trojkaty prostokatne

« Pola figur

o

o

o

Pole figury. Jednostki pola
Pole trojkata
Pole rownolegtoboku



o

o

Pole trapezu
Pole wielokata

« Uktady réwnan

o
o

o

o
« Funkcje
o
[e]
[e]
o
o

o

Rozwigzywanie réwnan pierwszego stopnia z jedng niewiadomg
Rozwiazywanie zadan tekstowych z zastosowaniem réwnan

Przeksztatcanie wzoréw

Uktad rownan z dwiema niewiadomymi - opisywanie zwigzkdéw miedzy wielkosciami
Zza pomoca réwnan

Liczba rozwigzan uktadu rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
Rozwigzywanie uktadéw rownan metodg podstawiania

Metoda przeciwnych wspotczynnikow rozwigzywania uktadow réwnan
Rozwigzywanie uktadéw rownan

Opisywanie i rozwigzywanie za pomocg uktadow réwnan zadan z kontekstem
praktycznym

Rozwigzywanie zadan z zastosowaniem uktadéw réwnan

Przyporzadkowanie

Pojecie funkcji. Zaleznosci funkcyjne.
Sposoby opisywania funkcji

Miejsce zerowe funkcji

Funkcja i jej wtasnosci. Czesc |
Funkcja jej wtasnosci. Czesc Il

« Figury w uktadzie wspotrzednych

o

o

o

Potozenie punktow na ptaszczyznie
= Potozenie - szachy
» Potozenie - kino
= Potozenie - 0§ liczbowa i uktad wspétrzednych
» Potozenie - mapa
» Potozenie - labirynt
Prostokatny uktad wspotrzednych na ptaszczyznie
Wielokaty w uktadzie wspotrzednych
= Punkty o wspétrzednych wymiernych
= Wielokaty w uktadzie wspotrzednych

« Graniastostupy i ostrostupy

(o]

o

o

o

(o]

(o]

(o]

Prostopadtoscian

Graniastostup - opis

Pole powierzchni graniastostupa

Jednostki objetosci. Objetos¢ graniastostupa
Ostrostup - opis bryty

Pole powierzchni ostrostupa

Objetos¢ ostrostupa

« Stowniczek






Potega o wyktadniku naturalnym

Wazne!

wyktadnik potegi

podstawa potegi

« Potegg a” o wyktadniku naturalnym (n > 1) nazywamy iloczyn n czynnikdw,
z ktorych kazdy jest rowny a.

a” —a eaeqe...... eq.
n czynnikow

o Przyjmujemy, ze a’ = 1 dlaa # 0, oraz a' = a.

« Dla kazdejliczby naturalnejn i dla dowolnejliczby a # 0 przyjmujemy a ™™ = —-.

aTL
Zapamietaj!

» Jezeliliczbe dodatnia podnosimy do potegi o wykladniku naturalnym, to
otrzymujemy liczbe dodatnia.

» Jezeli liczbe ujemng podnosimy do potegi o wyktadniku naturalnym parzystym, to
otrzymujemy liczbe dodatnig.

 Jezeli liczbe ujemng podnosimy do potegi o wyktadniku naturalnym nieparzystym, to
otrzymujemy liczbe ujemna.

o Kazdaliczba rézna od zera podniesiona do potegi zerowej rowna si¢ jeden.

e Zero podniesione do dodatniej potegi rowna si¢ zero.

» Liczba jeden podniesiona do potegi o wykladniku naturalnym jest rowna jeden.



Cwiczenie 1

Uzupetnij.

2.2.2.2.2=

2,3-2,3-2,3=

(=5)-(3)-(3)- (5=
3k-3k-3k-3k-3k-3k =

2| (-0 [2][2] 22 ][9]

2[5 (7] (2] [0 *) (2] [

(3k)°




Cwiczenie 2

Wyszukaj pary: liczba i jej kwadrat.

0,25

0,3

6,25
2,25

Zrédto: PL.



Cwiczenie 3

Wyszukaj pary: liczba i jej szescian.

0,001

=
—

I
po|—

[u—
DN

wolro

(\V)

-
27
2

3

0,(1)

125
27

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej.



Cwiczenie 4
Potacz w pary.

16
512
1024

64

128

Cwiczenie 5

Oblicz w pamieci.

a. 32, 4%, 0% 103, 123°

b. (=4)", (-5)", —2°, (-1)", (-2)°
(1)’ 3 (-9 (-9

d. 0,22, (—0,2)%, —(—0,2)%, —=(—0,5)°, 0,13

—1
—42

96
210
21
29
27

23



Cwiczenie 6
Potacz w pary.

—(-%) 2 0,09
(-0,3)° —0,09
1\2
(-3) 9
—32 -9
2 1
(-3) ~3
1
—0,3° o)
Cwiczenie 7
tabela
Liczby ujemne Liczby dodatnie
tabela

—220 _(—11)°,(=1)*, 5%, (=100)",

(-%)"

(_100)22 , _(_%)33 ’ (_2)14,

Liczby ujemne Liczby dodatnie

Cwiczenie 8
Przeciagnij elementy z dolnej sekcji do gornej.

liczby ujemne

(_2)14 ’ ‘ (_1)23 ’ (_%)13
(_100)11 _(_%)33
liczby dodatnie ('100)22 [iZOJ _(‘11)0




Cwiczenie 9

Bez wykonywania obliczen, przeciggnij elementy z dolnej sekcji do gorne;.

dodatnie
4
(-2)" (<07 |
(~(=2°)(-0.2)°
(-42)° (%)’
ujemne

(=3?) <7(75)3)
(—(-0.3)°) -4y

Cwiczenie 10

Zapisz podane wyrazenie w jak najprostszej postaci.
a. (-2 o (—2)°

b.—(£)" o (-1)°

2

~(-63)" (=

3

)

L )

16 o(—8)"



Cwiczenie 11

Uporzadkuj liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

_(172)2

23

(—15)"

159

Cwiczenie 12
Przeciagnij i upusc.

27 0,000001

114

114

O

214

O

114

114

O



Cwiczenie 13

Liczba 243 jest réwna

O 243°
O 3
O 9

O 3

Cwiczenie 14

Wynikiem dziatania —32 + (—2)2 ® 2 jest liczba

O 17
O -1
O 1

O 7

Cwiczenie 15

lloczyn 3x @ 3x @ 3x jest rowny

O 3z
O 2723
O 923

(O 27z



Cwiczenie 16

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

O o o o d

O

Liczbg odwrotng do 125 jest liczba (—%)3.
Suma liczb 22 i (—2) jest dodatnia.

. . . 1\2
Liczbg odwrotng do 25 jest liczba (—3) .
Suma liczb 2% i (—2) jest dodatnia.

. . 3. 3
Liczba przeciwna do 29 jest liczba (—2)°.

Liczba przeciwng do 32 jest liczba (—3)2.

Cwiczenie 17

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

O o o o g d

Szesdcian parzystej liczby jest zawsze wiekszy od kwadratu tej samej liczby.

Kazda liczba podniesiona do potegi 0 rowna sie 1.

Kazda liczba ujemna podniesiona do potegi 0 réwna sie 1.

Liczby 2 i —2 podniesione do tej samej potegi sa sobie réwne.

Liczby 2 i —2 podniesione do tej samej parzystej potegi sg sobie réwne.

Szescian dowolnej liczby jest zawsze wiekszy od kwadratu tej samej liczby.



Cwiczenie 18

Oblicz wartos¢ wyrazenia algebraicznego dla podanych zmiennych.
.2z —z, 2= -2
b.32 —z+1,z=+%

3
—y'ty — 1
C. 207 Yy=—35

2p*+pq—q>
d. 2rtpra—q

P0+g0 7p:_]-iq:2

Cwiczenie 19

Oblicz.



Cwiczenie 20

Oblicz wartosé¢ wyrazenia.
a. —(%)3 o 22 + (—3)0 —5% e (—%)
b (—4)" i — (13)°e (-3)

. —(=(-2") + (-4)*: 4



lloczyn i iloraz poteg o takich samych podstawach

Twierdzenie: Dziatania na potegach
 Iloczyn poteg o takich samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownos$c

Aby pomnozy¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
g 1 wyktadnikach naturalnych, dodajemy ich wyktadniki, a podstawe
7% pozostawiamy bez zmiany.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

 Iloraz poteg o takich samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownosc



https://zpe.gov.pl/a/DNbLIcVfz

Aby podzieli¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
2, | wyktadnikach naturalnych, odejmujemy ich wyktadniki, a podstawe
pozostawiamy bez zmiany.

! 'F’w;’r ."“_;-.

SEMIEIR g8 8 5 Bl

n

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Cwiczenie 1

Oblicz w pamieci.

1.22 o 22

2.32 ¢ 3


https://zpe.gov.pl/a/DNbLIcVfz

Cwiczenie 2
Zapisz wyrazenie w postaci jednej potegi.

L.z° e 22

2.a° o a’

3.p3 opo
4.2° @ 2 o 2P

5.9" oy ey’

Cwiczenie 3

Przeciagnij i upusc.

8||64[]1|]100000 || - || 0,04
3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 4

Wyszukaj pary.

26 . 92

Zrédto: Zrédto: Zespét autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5

Wyszukaj pary.

X7+X

X2-x7
x4-x3
x4-x0
X2-X2
x5-x0
X6-x2
x5-x2
x1-x4
x8-x1
X5+X

x3-x3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6

Przeciagnij i upusc.

,,,,,,,,,,,,,,

24a

22a

( 3)19

,,,,,,,,,,,,,,

102

28

labc

( 3)12

2,3°

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7

Przeciagnij i upusc.

r -

(y)
(

2% 2%

2 T

a” -a -

__________

______________

p*-p’p°p=|
X

i

e ] e ] e

(

1

)13

e [57] [ 9] (2] () "] [#] (2 [+

il

2 312

a

z+3

(3k)°

p

a-+b+c+1

(—y)°

z

3a

T

11

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8

Oblicz w pamieci.

Cwiczenie 9

Zapisz wyrazenie za pomocg jednej potegi.

1.z* : 2?
2.a® :a”
3. p3 :p0



Cwiczenie 10

Przeciagnij i upusc.

106 : 103=|

,,,,,,,,,,,,,,

@\1000“100]@\1H0,04H1H4H200]@\0,02H0,O1y

lloczyn i iloraz poteg o tych samych podstawach - zadanie interaktywne
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11

Wyszukaj pary.

lloczyn iiloraz poteg o tych samych podstawach - zadanie interaktywne
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12

Wyszukaj pary.

x5-x2
x1-x4
X7 X

x4-x3
X5+X

x4-x0
x8-x1
x3-x3
X2-x7
x5-x0
X2-X2
X6+X2

Pojecie funkcji. Zaleznosci funkcyjne. Zadanie interaktywne.
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 13

Przeciagnij i upusc.

______________

______________

,,,,,,,,,,,,,,

(—3)% | (10t [ [1etee] 23 || (2.3

) [#) 0" (2] [ 7]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

10°

23a




Cwiczenie 14

Przeciagnij i upusc.

w
Ny
< ~—
[
33
w
Pl
—~
w
Pl
~— !
[
|
Il
|
IR
|
|
|
:

8 T
=
=
L

() ][] [ ) (2] [ [ [ ) [0 ) [
ol [ [ e e [ (5] [en ][]

(22)2 || (3k) ‘ (3k)2 ’ W

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

‘ a3—m

Cwiczenie 15

Potacz w pary.

ad-a:a® a’-a*:al®

B d a2 a0l g3
a’-al ad-a-a
ad:ad a-a’
g2 . gl a5 - g
@t o @ a’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 16

Przeciagnij i upusc.

23 .97, _913
37 : 33 S-oooozzzzzzzlo _33
49 :,——-___:::::::E-:—4:é-f: 48
'______\_7::::::7757767 : 52 — 57
63.6%: 6=
78: ________________________ '% 3.70_72_74

) [] (2] 5] (o) [) (2] (&) (o) [#) (2] (5] [2°] [+ [5°]
[+

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 17

Zapisz w postaci jednej potegi.

1.4° + 45 + 45 + 49

2.6%4+6*+6*+6%*+6%*+64

3.3 432+ 32+ 32+ 32+ 32+ 32 + 3% 4 32

4,23 423 4234923 492349234934 93



Cwiczenie 18

Potacz w pary.

czwarta czesé liczby 2°
szesnastokrotnoé¢ liczby 24
czterokrotnos¢ liczby 24
dwukrotno$¢ liczby 26
potowe liczby 26

jedna 6sma liczby 27

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19
Potowa liczby 22° to
O 110
O 2w
O 12

O 219



Cwiczenie 20

lloczyn poteg 28 i z® jest rowny
O 21
O 2?
O 2

O 186

Cwiczenie 21
Jezeli 100 o 10° : 10% ¢ 1000 = 10", to

(O n=4

O
() n=9
O



Cwiczenie 22

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

O

o 4o o o o o o o oo o0 o

Czterokrotnos¢ liczby 28 to 232,
Czterokrotnos¢ liczby 28 to 219,
lloczyn 23 e 2 e 23 e 20 zapisany w postaci potegi to 27.

Suma 22 + 22 zapisana w postaci jednej potegi jest réwna 24.

3 4 6

Woyrazenie a® @ a* : a® po uproszczeniu jest réwne ab.
lloczyn 23 e 2 e 20 e 22 zapisany w postaci potegi to 25.

81 :3% 3 =32

81 :3% e3=1

Wyrazenie a'* @ a? : (a® @ a®) po uproszczeniu jest réwne a®.
12802064 = 214

128 0 2 0 64 = 213

Suma 22 + 22 + 22 4 22 zapisana w postaci jednej potegi to 24.



Potegowanie potegi

Twierdzenie: Potega potegi

» Potega potegi
Dla dowolnejliczby a # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa jest rownos¢

(a™)™ = a™™.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Cwiczenie 1
Oblicz w pamieci.

1 (14)°


https://zpe.gov.pl/a/DbbKmKGkU

Cwiczenie 2
Wyszukaj pary.

(2°)°

226

(29’

228



Cwiczenie 3

Wyszukaj pary.

x22
x21
x28
X55
x74
x24
x215
x211
x30
x37
x25
x46

Cwiczenie 4
Zapisz w postaci jednej potegi.

1. (4%)*



Cwiczenie 5

Zapisz wyrazenie jako potege potegi.

6. —29

Cwiczenie 6
Przeciagnij i upusc.

______________

______________

______________

@] (001)”|

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 7
Przeciagnij i upusc.

‘ (16")°

e | @) @) @) ] e’ (@) (a8')’

‘ (16%)°

)| @] @) e || @) | @) ] @) ]| @)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8
Potacz w pary.

(2°)° 64°
(( 43)0> ® g10
(83)8 Al4
< (24) 5> 0 436
(43)* 16
(24)7 924

Potegowanie potegi - zadanie interaktywne



Cwiczenie 9
Przeciagnij i upusc.

59’ 56 ‘221 ‘312 510’ 35 | [ g14 ‘24 218’ 216’ 310 | [ 919 | [ 316

513 212"220”512 ‘215 ‘54”311”216’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10
2\ 2
Wynikiem potegowania ((—2) ) jest liczba

64
—32
—64

32

o O O O



Cwiczenie 11

Wyrazenie (a + b)'* nie jest réwne
O (@+n®)
O (a+y)’
O (@+?)

2
O ((a+0))
Cwiczenie 12

Jezeli¢® = 273, to

O O O O
I



Cwiczenie 13

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Liczby —24i (—2)* sa rowne.
(23)5 _ 910, 95

Jezeli 28 = 8%, toc = 2.
Potegi 3¢ 324 sg rowne.
Jezeli 27 = 8%, toc = 2.
Potegi 23" j 9% sg rowne.
Liczby —2° i (—2)® sa réwne.

(28)° = 28. 925

o o o o o o o O O

Liczby 2% (—2)* sq rowne.



lloczyn i iloraz poteg o takich samych
wyktadnikach

Twierdzenie: Dziatania na potegach
 Iloczyn poteg o takich samych wykladnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownosc

a"eb" = (aeb)".

. Dla dowolnych liczb a i b réznych od zera oraz dowolnej liczby naturalnej n,
7%’ n-ta potega iloczynu tych liczb jest réowna iloczynowi n-tych poteg tych liczb.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

 Iloraz poteg o takich samych wykladnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownosc



https://zpe.gov.pl/a/D1D3C4iGC

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Cwiczenie 1

Oblicz w pamieci.


https://zpe.gov.pl/a/D1D3C4iGC

Cwiczenie 2

Zapisz bez uzycia nawiasow.

3. (%xy)4

4. (0,222)°

5. (23}3 ° %y)?)
Cwiczenie 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6

Przeciagnij i upusc.

,,,,,,,,,,,,,,

(e[t [st e ][5t 2] [ 1) [ 28° ][ 4] -4° || (—60) | | 50° |
(60 || | [#] [2]) [(wo0? | [#] | - |[#] (2] [52°] [&*] [*]

lloczyn i iloraz poteg o tych samych wyktadnikach - zadanie interaktywne

Cwiczenie 7
Potacz w pary.

(8a%bab?)? 16a*b*
(2a°%° - 2ab°)’ 16aSb*
(2427 - 2a)” 64a3h?
(2ab)* 64a3b°
(4a2b) 64(ab?)’
(4ab)’ 16a%0?

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8

Oblicz w pamieci.

1\2, (_1)2
5.(=2)": (%)
Cwiczenie 9
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12

Zapisz bez uzycia nawiasow.

5. (222 : 3y)3



Cwiczenie 13
Przeciagnij i upusc.

______________

=) - 23] )| & [52] [20f] (3] [2) [ -3 | [27)
(e[ [w0f] | 32 | @ (2] (]| ) | (] [3¢] =5

Cwiczenie 14
Przeciagnij i upusc.

(2427 : 2ab%) 16a% : bt
(402 : 20)” 4a* : B2
(2a%0° : 2a%)° 64a’ : b7
(4a : b3)° a: b
(8a%b : ab?)” a®: b
(2a: b)* 64a° : b°

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 15
Przeciagnij i upusc.

23 . 43. ! - 6
G .92 — 32
25 L E5 15
Y R .
2.92. 2.0 L g2
270 .25 ; 95\77 ----------- o
37 ‘57 82’ 35’ g5 || 93 56”84 ‘93’ 55”24 ‘36’ 92"25 ‘94’

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 16

lloraz 80 : (—20)"? jest rowny

O (_4)15
O (-4
O 415



Cwiczenie 17

. 2. .
Wyrazenie (3w3y) jest rowne

O 3z0y?
O 9z%7
O 3z
O 9z

Cwiczenie 18

. 9z2y 4 . <. .. .
Wyrazenie B zapisane bez uzycia nawiaséw ma postac

9451282./4
O 34xy8




Cwiczenie 19
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
(] lloraz 0,00015 : 0,0015 zapisany w postaci potegi to 0,110.

.. 3 . .
) Wyrazenie (—2m2y) pO uproszczeniu wynosi 8x6y3.

.. 3 . .
(] Wyrazenie (—2x2y) po uproszczeniu wynosi —8z°%7°.

2
. . 3,72 . . 62,2
(] Wpyrazenie (2‘1351’ ) PO Uproszczeniu Wynosi %

3 . . .
(] lloczyn 220330 (%) 023 zapisany w postaci potegi to 612.
(] lloraz (),00015 : (),()015 zapisany w postaci potegi to 0,15.

2
. . 3 2 . . 6 2
(] Wyrazenie <2a3,:b ) PO Uproszczeniu wynosi 4a9b :

(] lloczyn 23 e 3% e (%)3 e 23 zapisany w postaci potegi to 65.
Cwiczenie 20

Jak zmieni sie pole kwadratu o boku zcm, jezeli jego bok zwiekszymy czterokrotnie?



Porownywanie poteg

Przyktad 1

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D7kO55W58
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

Jezeli liczby naturalne dodatnie m i n spelniajg warunek n > m, liczba a jest wi¢ksza od
1, to

a >a™m

Rozwazmy teraz potegi o podstawach dodatnich, mniejszych od 1.
Przyktad 2

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D7kO55W58
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

Jezeli liczby naturalne dodatnie m i n spetniajg warunek n > m, liczba a jest liczbg
dodatnig i mniejszg od 1, to

a” <a™
Przyktad 3

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D7kO55W58
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

Jezeli liczby dodatnie a i b spetniajg warunek a < b, n jest liczba naturalng dodatnia, to
a” < b".
Przyktad 4



https://zpe.gov.pl/a/D7kO55W58
https://zpe.gov.pl/a/D7kO55W58
https://zpe.gov.pl/a/D7kO55W58

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D7kO55W58
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3

Uporzadkuj liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwieksze;j.

213

16°

642

82

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

214

214

114

114


https://zpe.gov.pl/a/D7kO55W58

Cwiczenie 4
Poréwnaj potegi.
1.3°i9°

2.24i42

7. (28 042)"1212 48
8. (32 052)"i 35 o5

Cwiczenie 5
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 6
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 7

Ktora nieréwnosc jest nieprawdziwa?



Cwiczenie 8

1\4. .7 1\2
Potega (7) jest od potegi (7)
4 razy mniejsza
o potowe mniejsza

o potowe wieksza

o O O

() 4 razy wigksza

Cwiczenie 9

Wskaz potegi: 39 , 27° , (%)3 , (%)4 , 812 uporzadkowane malejaco.

Cwiczenie 10

Odpowiedz na pytania.
1. lle razy liczba 40° jest wieksza od liczby 10%?
2. lle razy liczba 160* jest wieksza od liczby 40%?

Cwiczenie 11

Ktéra liczba (33) ,333, 3% jest najmniejsza, a ktora najwieksza?



Dziatania na potegach o wyktadniku naturalnym

Cwiczenie 1
Potacz w pary.

a’:a’ a-a’
a’-al ad-a-a
&3 - a a0 - 10 . g3
a'? : ot a® : a?
a®-a:a? al
ad:a® - a? a’-a*:al®

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2
Oblicz.

25 023
L 27:23




Cwiczenie 3
Przeciagnij i upusc.

2%.4:22=

2l

625 - 52 52— 1

#) [0 (7 (5] () ) (] ) [(7) (7 51

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4
Potacz w pary.

—243.32.1024: 2: (—2)°
—4.33.(=2)°. 27
(—2)"?:64-3%. (—9)

32.9.2¢:30.(—3)*

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5

Zapisz w postaci jednej potegi.
1.2% 4 23

2.4 444 + 4t + 4

3.2 (2° +2°+2° 4+ 2°)

4.(33+33+3%) :3



Cwiczenie 6
Zapisz na dwa sposoby dang potege w postaci iloczynu poteg o takiej samej podstawie.
1.21
2. (—5)%
3. 3245
4,10t
Wskazéwka
Zadanie ma wiele rozwigzan np.:
1.215 = 210 ¢ 25 |ub 215 = 28 o 27
2.(=5)® = (=5)" o (=5)"Iub (-5)* = (=5)* ¢ (~5)*
332045 _ 320 o 35| b 32715 — 37 o 3T+5

4,10t = 10% e 10% lub 10*"% = 10*1Y e 10Y



Cwiczenie 7
Zapisz na dwa sposoby dang potege w postaci ilorazu poteg o takiej samej podstawie.
1.21
2. (—5)%
3. 329
4.10°%
Wskazéwka
Wskazéwka: zadanie ma wiele rozwigzan np.:
1215 = 220 ;. 25 |yp 215 = 235 . 220
2.(=5)2 = (=5)® : (=5)%lub (=5)® = (=5)* : (—5)"?

3.320°5 = 3% ; 3H|yp3=es = 3 ; e

4.10°"% = 10% : 10%¥ lub 10*~% = 10 Y : 10Y
Cwiczenie 8

Zaktadajac, ze a # 0, zapisz wyrazenie w postaci jednej potegi.

4. 03 .[( a4 ° a5):(a3 ° a3)]

a®: (a® ea)



Cwiczenie 9

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10

Przeciagnij i upusc.

..............

______________

______________

______________

(~20%¢")* || (") || (~2p%0")

(42)* | | (o)°

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11
Przeciagnij i upusc.

______________

2| (42| (')’ | [ 2] )| )

(~20'¢%)° || (81%)" || 3x)* || 2*] | (32)”

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 12
Oblicz ,sprytnie”.

1.(2,5)° e 2¢

5.12% . 33
6.(2,4)% : (0,3)?
Cwiczenie 13

Zapisz na dwa sposoby dang potege w postaci iloczynu poteg o takich samych wyktadnikach.

1. 215



Cwiczenie 14

Zapisz na dwa sposoby dang potege w postaci ilorazu poteg o takich samych wyktadnikach.
1.21
2. (—5)%
3. (4xy)®
4. (2m3y4)9

Cwiczenie 15

Upros¢ wyrazenie i oblicz jego wartos$c liczbowa.

1 (3a2)%: (La2)° dlaa = —1

2. (6332@/3)5 : (6x2y)4, dazx = —

1\3|,_.
N
I
I
—

|

4, [(2:1333;)6 ° (2m2 y5)2] : [(:1:23/)2 ° (4m3y5)2],dla z=—-liy=—
Cwiczenie 16
Podaj ostatnig cyfre liczby k.

1.k=2%

2. k=3

3.k =5%



Cwiczenie 17

Rozwiagz rownanie.

1.2 =128

2.5% =1

Cwiczenie 18

Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 10™ + 2 jest podzielna przez 3.

Cwiczenie 19

Rozwigz réwnanie.

1. 3712 =81

2,974 -9

Cwiczenie 20

Uzasadnij, ze liczba 26 4+ 2% 4 214 jest podzielna przez 7.



Pierwiastki kwadratowe i szescienne

Cwiczenie 1
Przeciagnij i upusc.

..............

..............

______________

(2] (8] (1) (5] (12 ][ 1422 (12 |[s2] [ -2][22][ 64 ][ 0.25 ] 0]

10549216 —49][0,025]| —1][14]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2
Uzupetnij zapisy, przeciggajac takie liczby niedodatnie, aby ich kwadraty miaty podana
wartosc.

=l =B

0@5]\5]\—8]\—05

0,5

7)) =00 | [ 2 ][5

o) (=) 2] =7) (1] (8]

Pierwiastki kwadratowe i szescienne liczb - zadanie silnikowe

Zapamietaj!

Szukanie liczby nieujemnejna podstawie danego jej kwadratu nazywa si¢ obliczaniem
pierwiastka kwadratowego z danejliczby nieujemne;.




Definicja: Pierwiastek kwadratowy

Pierwiastkiem kwadratowym z liczby nieujemnej a nazywamy takg liczbe nieujemng b,
ktorej kwadrat jest rowny liczbie a. Pierwiastek ten oznaczamy symbolem +/a.
Pierwiastek kwadratowy nazywany jest rowniez pierwiastkiem stopnia drugiego.
Mowimy, ze liczba a w wyrazeniu +/a to liczba podpierwiastkowa.

Jedlia > 0ib > 0,to+/a=b, wtedyi tylko wtedy, gdy b* = a.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 1

TABELA

_ 2 _
V16 =4 ,bo4? =16 V36 = 6, bo 62 = 36

V0,25 = 0,5, b0 0,5% = 0,25
© V81 =9, bo 92 =81
vV1=1,bol12 =1
V49 =7, bo 7> =49
V121 =11, bo11%2 =121

9 25 5 1 1\2 9
Vit =V =1=17, bo(17)" =1

V0=0,bo 02=0

Pierwiastkow kwadratowych z liczb ujemnych nie okreslamy, poniewaz nie znamy takich
liczb, ktore podniesione do kwadratu maja warto$¢ ujemna.

Przyktad 2

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!


https://zpe.gov.pl/a/D2zrmvqBq
https://zpe.gov.pl/a/D2zrmvqBq

Dla dowolnej liczby nieujemnej a zachodzg rownosci:

(Va)' =a.Va? =a,Vasva=a.

Na przyktad:
V57 @ /57 = 57

2
(\/129) — 129
v/ 698% = 698

Przyktad 3

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!
Dla dowolnejliczby a zachodza rownosci:
(\3/5)3 =a,vVa’=a,VaeJ/ae/a=a

Na przyktad:
VT4 e /740 /T4 =114

(é/ﬁ)g — 127

\/6,435% = 6,435


https://zpe.gov.pl/a/D2zrmvqBq

Cwiczenie 3
Przeciagnij i upusc.

,,,,,,,,,,,,,,

(32] (15| & | (6] [8][—1][ 6] [1][125][3][12]| —% | [30] [64]
\—125 100 | (1000 | [ 16

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapamietaj!

Szukanie liczby na podstawie danego jej szeScianu nazywa si¢ obliczaniem pierwiastka
szeSciennego z danej liczby.

Definicja: Pierwiastek szescienny

» Pierwiastkiem sze$ciennym z liczby @ nazywamy taka liczbe b, ktorej sze$cian jest
rowny liczbie a. Pierwiastek ten oznaczamy symbolem /a.

» Pierwiastek szeScienny nazywany jest rowniez pierwiastkiem stopnia trzeciego.

o /a = bwtedyi tylko wtedy, gdy b* = a.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 4

v/64 = 4,bo 43 = 64

/=g =—%.bo(-1)" =%
V=1=—1,bo(-1)° = —1

V8 =2, b023 = 8

¥/1000 = 10, bo 10® = 1000

V=125 = —5, bo (—5)® = —125



https://zpe.gov.pl/a/D2zrmvqBq

o ()" = 4%

« {/=0,008 = —0,2, bo (—0,2)° = —0,008
R e, () =
Reguta:
Dla dowolnejliczby a zachodzi rowno$¢ ¥/—a = —+/a.
Na przyktad

V=125 = —5, — ¥/125 = —5,
czyli

¢/—125 = —¥/125 = 5.

Przyktad 5

Nie zawsze jest mozliwe podanie takiejliczby, ktorej druga lub trzecia potega jest rowna
liczbie podpierwiastkowej. Zastanowmy sig, ile jest rowny V5. Zgodnie z pojeciem
pierwiastka kwadratowego, jest to taka liczba nieujemna, ktorej kwadrat jest rowny 5.
Szukang liczba nie jest 2, poniewaz 22 = 4 < 5, ani 3, poniewaz 3% = 9 > 5.

Zatem /5 jest wiekszy od 2 i mniejszy od 3.

Sproébujmy doktadniej przyblizyé wartoéé v/5 poprzez wyznaczanie kolejnych cyfr
rozwiniecia dziesigtnego tejliczby. Obliczmy kwadraty liczb od 2,1 do 2,9.

(2,1 =4,41
(2,2)* = 4,84
(2,3)* = 5,29
(2,4)* = 5,76
(2,5)° = 6,25
(2,6)° = 6,76

(2,7)° = 17,29



(2,8)° = 7,84
(2,9)* = 8,41

Poniewaz (2,2)> = 4,84 < 5 < 5,29 = (2,4)*,t02,2 < v/5 < 2,3.
Postepujac podobnie, czyli obliczajac kwadraty liczb od 2,21 do 2,29, otrzymamy:

(2,23) = 4,9729
(2,24)* = 5,0176

Poniewaz (2,23)2 =4,9729 < 5 < 5,0176 = (2,23)2, t02,23 < V5 < 2,24.
Obliczajgc kwadraty liczb od 2,231 do 2,232, otrzymamy:

(2,236) = 4,999696
(2,237)* = 5,004169

Poniewaz (2,236) = 4,999696 < 5 < 5,004169 = (2,237)% t0 2,236 < v/5 < 2,237
Postepujac w podobny sposob, wyznaczymy kolejne cyfry po przecinku, ktore wystepujg
w rozwinieciu dziesi¢tnym liczby V5.

Otrzymujemy

V5 ~ 2,236067978

W rozwinieciu dziesietnym liczby /5 nie powtarza sie zadna grupa cyfr i jest ich
nieskonczenie wiele. Nie mozna zapisac liczby V5w postaci liczby wymierne;j.

Zatem liczba v/5 ma rozwiniecie dziesigtne nieskonczone nieokresowe. Jest ona
przyktadem liczby niewymiernej. Jej warto$¢ podawana jest najczesciej w przyblizeniu do
dwoch miejsc po przecinku i wynosi: v5 ~ 2,24.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

Liczba niewymierna to liczba, ktorej nie mozna przedstawi¢ w postaci utamka 3, gdzie a
, b sg liczbami catkowitymii b # 0.
Kazda liczba niewymierna ma rozwiniecie dziesietne nieskonczone nieokresowe.

Przyktad 6

o Przykladami liczb, ktore majg rozwinig¢cia dziesietne nieskonczone nieokresowe, sa:


https://zpe.gov.pl/a/D2zrmvqBq

T=3,14
2,30300300030000300000....
0,123456789101112131415.....

» Przyktadami liczb niewymiernych sg pierwiastki kwadratowe z liczb dodatnich,
ktore nie sg kwadratami liczb wymiernych i pierwiastki szeScienne z liczb, ktore nie
sq szeScianami liczb wymiernych. Na przyktad:

v2,v/3,4/7,4/11,v/20, /2, ¥/5, 4/25, ¥/81, ¥/100.

Do obliczen stosuje si¢ ich przyblizenia, najczesciejz doktadnosciag do dwoch cyfr po
przecinku, ktore otrzymujemy na przyktad za pomocg kalkulatora.

V2~ 1,41
V3 =~1,73

Cwiczenie 4

Przeciagnij i upusc.

..............

DEEIEIEE A B E] E 5



Cwiczenie 5
Oblicz w pamieci.

1.v/9,/36,/49, /81

2.4/100, /144, /225,900

3.4/1600, v/16900, +/250000, /1000000

4.4/0,000009, /0,04 , 1/0,64, /1,21, /6,25

Cwiczenie 6
Oblicz w pamieci.

1.v/1,/—8,/27,3/—64

2. +/1000, +/—8000, v/125000, ¥/—27000

3. ¢/=0,001, /0,008, /—0,125, \/0,064
Cwiczenie 7

Oblicz w pamieci.

1 1 64 121 49 100 324
) 257 289 7 2257 900 ? 169 2500

23_L38 3/ 27 3/ 125 3/ 216 3/
) 270 125 64 1000 ? 8000

27000
125000




Cwiczenie 8

Oblicz.
1\/516,\/1%é7\/2%7\/336’\/249’\/7%
2, \/227’\/427’\/ 164’\/ 3727’\3/3 \/ 1125

Cwiczenie 9

Oblicz.

1.v/676,4/1024, /1089, /1764, v/ 44100

2. /729, V1728, /4096, V10648, v/ 15625

Cwiczenie 10

Ktére z podanych liczb s3 wymierne, a ktére niewymierne?
Przeciagnij elementy z dolnej sekcji do gornej.

liczby wymierne

23 3 W
% 27| V14|
o/ 1 || o8 || V-1
1000 64
liczby niewymierne V4 9
/%;‘ V9,09 | | 1| V9
121

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11

Woybierz liczby niewymierne.

() V6

(] /1000

O

o

O

o
0
0%
0 vie
) V1,69
[J /1000



Cwiczenie 12

Przeciagnij i upusc.

V64 V64
\/E\/9
\/13/8
—\/ﬁ ______ T
i Ty
e 08

=IEEIEEIE

Cwiczenie 13

Oblicz, jaka dtugos¢ ma bok kwadratu, ktérego pole jest rowne
1. 16 mm?

2. 64 m?

3.0,0025 cm?

4.2,25 mm?

5.1 dm?

6. % cm?

7. 100 m?

8. 40 000 000 000 cm?



Cwiczenie 14
Oblicz dtugos$¢ krawedzi szeScianu, ktérego objetosé jest rowna podanej wartosci.
1.27 cm?
2.0,064 m?
3.0,001 dm?
4.1,728 mm?
5. % m3
6.8 dm?
7.182% km?
Cwiczenie 15

Pole powierzchni kwadratowego dywanu jest rowne 3,24 m? powierzchni. lle tasmy
wykonczeniowej nalezy kupi¢ na obszycie brzegéw tego dywanu?

() 7,2 cm
() 720 cm
() 72 cm

O 7200 m



Cwiczenie 16
Uporzadkuj liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

V0

/0,008

—/1,44

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

114

114

114

114

114

O

214

O

114



Cwiczenie 17
Przeciagnij i upusc.

—W’ ¥/=0,002 ‘—\?’/—_32]‘\/%’ —+/0,021 \/% — /0,027
/0,14 | | 1/0,16 x/E’ —/—48 \3/—0,004] 1 \/%\—3—_64

v/—0,008 1/ 0,0144

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 18
Przeciagnij i upusé.

=] | B P

‘\/—%+2| V2+60

V62|

V=63

YT |

VIYII8 || V2161 || V74118 |

2 43 \/—%+2 —/ -2 —{/—2—1+1| VIt 63

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 19

Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia arytmetycznego.

1.4/36 + 64
2.4/144 — /100
3. —v/8 + /64

4.3/ —27 — /—1000

5.,3/%+\/%—Vﬁ+¢25

7.4/2% — V/8+ /=8 — /=64



Cwiczenie 20

Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia arytmetycznego.

1y/VI6+ Vo + V4

2.V v/64 — v/64

3./ V14 + V225 — {3

4.4/62 + 82

s 6+ Vo1 vor o
6. /10
7.V/B+43+5

8. v/634+83+10°

3

1-v81

9.

’ ¥/1000—/8



WH1tasnosci pierwiastkow

Juz wiesz

Dla dowolnej liczby nieujemnej a zachodzg rownosci:

(Va)'=vVa?=va-ya=a

Na przyktad:
V57 e /57 = 57
N2
(\/ 129) — 129
v 698% = 698
Juz wiesz

Dla dowolnejliczby a zachodza réwnosci:
(Va)’ =Va? = Ya-yfa-Ja=a
Na przyktad:
/740 /T4 /T4 =74

(Vﬁ)s — 197

\/6,435% = 6,435

Przyktad 1




Vzif‘iz—ﬁig 144 2= V36 =6
VI6 T = Vig. i 1/34'71'/—1?=12-2i=5
144 31 = vId7. 2-'1_
Przykladgi:’; Przyktad Ej
gy
5 7'_;!000=V27000=3o ' mr_&m;
31/27 V1000 = 3 -10 = 30 81 = 720
27 + 100, :.-f}ff",-'"/jm 564000-]3/-37:40-(-—2{)2-20

3 1
]/é4000 o5 ) = V6 64000 - 13/. 1
8

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!
» Dla dowolnych liczb nieujemnych a i b zachodzi rownosc:
Vaeb=+/aeb
 Dla dowolnych liczb a i b zachodzi rownos¢:
Vaeb = Yae Vb
Pierwiastek z iloczynu jest rowny iloczynowi pierwiastkow.

Przyktad 2


https://zpe.gov.pl/a/Ddm5DWkXf

Przykfadg Przy kfad@
FPEPEEF | rreree
Frr e e rerreyg
V3600300 = o - 3 E ;‘ff = V4B = 22 5
3'*-;600 V400 = 60 : 20 = 3 1/3';’3' 22
= V3600 : V00 Y0.0% = o =22
4,84 - ¥4,84
0,01 +vo01
Przykiad Lgia Przyktad @:
r 't -
rrrrrrp,,, Ffrrrrrrrrr
V27000 : 7000 = 37 =3 g 2=
—=3_8 _ /72
V27000 : Y1000 = 30 : 10 - 3 32 )z T =53
V/—'_'_'————__
27000 : 1000 = V77607 : V1000 oy 1 2: 9
-—-—g.—_- -_..__? ;_-_Z 903
Y3377 327 atidiars
8 g1 12

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

» Dla dowolnejliczby nieujemneja i liczby dodatniej b zachodzi rownos¢:
Va :b=+a :Vboraz /T = Y&

» Dla dowolnejliczby a i liczby b roznej od zera zachodzi rownos¢:

{‘/a_::%:%orazﬁ: %

Pierwiastek z ilorazu jest rowny ilorazowi pierwiastkow.

Powyzsze wzory utatwiaja wyznaczanie pierwiastkow kwadratowych i szeSciennych
z bardzo duzych liczb oraz utatwiajag wykonywanie dziatan z pierwiastkami.

Przyktad 3



https://zpe.gov.pl/a/Ddm5DWkXf

A g ol §
1 =
e 5 P&ykfad@
Frre :
( 4 [ o [ 4 . s

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 4

Przykiad g

rrrrrrrrﬁ,s,,

”4-90 = V49100 = v35. /im0
7, /

o
Przykiad Lg

f”"rrrﬁﬁﬂ

V63000000 = f‘?_.mm"""ab‘b‘._

= V67 V1000000 = 4. 100 - 10

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/Ddm5DWkXf
https://zpe.gov.pl/a/Ddm5DWkXf

Jezeli liczba a jest liczba niewymiernag, to zwykle piszemy: a o Vb=avbiaevb=avb.

Przyktad 5
Przykiad I Przykiad | <o [Z]
cr : rr
'/_’7‘*1/5’"””” 6‘/_':/_"""'-’
L 9 6-V5
f*ﬁ-f/—f-z,/‘.. =-3-v6=.3/5 L=
=2. /_-2‘/—
Przyklad I : Przykiad E
(! i "~ '
‘2 ""i?/F-;ia/;: Fr ‘/“+1/‘+3‘/‘+ FF ~
-"2'351&1,3 ____/~+3$/__ 93 =
il iy i 2 i JApaer it TN
5 S
*10. /5 _ 3+0. 5.
2f+10,/‘

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 6

Obliczmy wartoSci pierwiastkow, wykorzystujgc prawa dziatan na potegach.

. V20 = /252 = (23)2:23:8
V2 = /2P = /P e =P e /B =2 =8

. V25% = V2512 = \/2_51.\/2_542=5.25=125

(V8 = (3)" = (") =

() = ()" = () (V3o (1) o () 22202
V67 = V633 = \m:63:216

x‘”’/_ V637343 = /63063063 = V63 0 V65 ¢ V63 = 60606 = 216



https://zpe.gov.pl/a/Ddm5DWkXf

Zapamietaj!

Pierwiastek z sumy nie jest rOwny sumie pierwiastkow.
Na przyktad:

VI+16=+v25=5
VI+VI6=3+4=7
VI +16 #+/9+16

SENERBLOE (8 J8 Sl g 5 i
V36+64¢V??+Vﬁ

@' I':‘/‘36"'64-"-"\/100=;|_()
P=+v36 + 64=6+8=14

LzPpP

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/Ddm5DWkXf

Cwiczenie 1

Pierwiastek kwadratowy z iloczynu liczb 1% i % jest rowny

16
25

wi|oo

O
O
O
O i

Cwiczenie 2

Pierwiastek szescienny z ilorazu liczb 2048 i 32 jest rowny

O 1
O 16
O 4

O 8

Cwiczenie 3
Wartoé¢ wyrazenia v/10 o ¥/30 e +/90 jest
liczbg niewymierng

rowna 30

réwna v/2700

o O O O

rowna 300



Cwiczenie 4

Oblicz.

1. V646

2.4/1,9e4/1,9

6. v/ 6565432

7.4/ 2352



Cwiczenie 5
Oblicz.

LV2e V202

2. /=0,65 e /=065  \/—0,65
RVER
N3
4 ({’/—76)
2
5.¢/11 e (\‘“’/ﬁ)

6. 4/0,000193



Cwiczenie 6

Oblicz.
1.v/32 + (\/3_2)2 + (\/?)3
2. /55 + (%_3)2 + (3 53)3

3\/1_02—0—@
Vi

VZe3a (¢5)2
N

5%—1—\3/&
B AT

Vo (VF)’

6. —75



Cwiczenie 7

Oblicz.

1.v36e4

2.v/49 e 64

3.v/9e25

4.,/0,16 e 81

5. \/0,01 049121

6.1/1,44 ¢ 169 @ 25
7. /8064

8. /270,001

9.4/ —125e

10. ¥/21600,027

11, {/~8e(~27) e

12. {/0,00800,001



Cwiczenie 8

Oblicz.
1.v/49 : 16
2.4/64 :0,04
3.1/1,44 : 0,09
4.4/6,25 : 25
5.4/0,36 : 81

6. /216 :125

7. 4/0,008 :(—0,001)

8. \/—1000 :(—0,027)

9.4/ 2 :(—64)

10. v/ 343 :27



Cwiczenie 9

Oblicz.
1./20 e /5
2.4/10 e /12,1
3.\/70\/%
4./20+/32

5. V500 4/ %
6.1/8 0/32
7.4/20 « V10 0 /2
8.4/5 /12 ¢ /60
9.vV4e+/16

10. /9 o v/81

11. /16 © /0,5

12. /3 0 /6 0 /12

13.\3/50\3/%0 v25



Cwiczenie 10

Oblicz.
1.\/1_8:\/5
2.v56: /3,5
3.v/125: /b
4.4/0,03: V3

5.4/100000 : /1000
6.%/—16: /2
7.4/0,007 : /7

8.v/—25: \/—+

9. ¥13,5: ¥/—0,



Cwiczenie 11

Oblicz.

1.\/;: \/3%

DN
()4
wo|—
oo
w|»—~

50 © \/ 50




Cwiczenie 12

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Liczba v/ 32 e \/ﬁjest rowna 4.
Liczba /5 e €/5jest rowna 5.
Liczba \/6 ° \/6 ° \/Ejest rowna 6.

Liczba ¥/32 e /2 jest réwna 4.

o o o o o

Liczba \/5 ° \/Ejest rowna 6.

O

Liczba v/ 24 : \3/% jest réwna 2.
Liczba v/10 e /12,5 jest réwna 5.
Liczba v/3 : v/ 27 jest rowna %

Liczba v/3 e \/§jest rowna 3.

o o 0O d

Liczba 4/50 : /10 jest réwna 5.



Cwiczenie 13

Oblicz.
1.v/500: V5 + /30303 —1/10 /90
2 V& o (—VZ) o (~V3) - VE
3. —VI3e VI3 + /13
4. (V16: ¥=2) e V2o V24 V16

5. YEN2 ¢ /54 /0,2 ¢ V500

Y24 1
6. 4Z —.f \/ o /—1000



Cwiczenie 14
Potacz w pary.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

|~

N



Cwiczenie 15

Oblicz wartosé¢ wyrazenia.

1.322 —2,dlaz = /6

2.5 —x% dlaxz = —v10

3.2 —11,dlaz = V-7

4, —7z3 +4,dlax = V2

5.x4+x2—9,dlax:\/§

6. —3z* +4z> +1,dlaz = V5

7.25 — 223 +5,dlax = /=3

8.22° — 625 — 4, dlaxz = &/—10



Cwiczenie 16
Zapisz w prostszej postaci.
1V2+3vV2 - 7V2
2.3v5 — 4v5+2v/5
3.6V7+3V3+V7T -3
4. —10v/6 + 3v/10 — 12v/6 + 7v/10 + V6 — 9v/10
5.V/4 — 8V/4 + 3V/4
6.2V/9 — 2¢/2 — 13V/9 — 1992
7.8/15 — 159/5 — /3 — 49/15 — 49/5 + 63/3
8.V/3+4v3 —6v/3+2v3

9.25¢/—2 —17V2+23V2 — V2 — ¥—2



Cwiczenie 17

lle razy liczba a jest wieksza od liczby b?

l.a=+/90,b=+10
2.a=+128,b=+2
3.a =+/288,b=+/8

4.0 =v/81,b=+/3
5.a = v/448,b = /7
6.0 =v625,b=+/5
Cwiczenie 18
O ile liczba a jest wieksza od liczby b?
l.a=6V11,b =511
2.a=8V5,b=-5
3.4 =2V2+4VT,b=v2+ /7
4.0 =3v3+13V13,b=3v/3 - 13V13
5.a =15+ 5v14,b = —3v/14 + 20
Cwiczenie 19

Oblicz.

3/ le2ed+2e4e8+4e8e16
le3e9+2e6018+309027




Wytaczanie czynnika przed znak pierwiastka

Wylgczanie czynnika przed znak pierwiastka umozliwia upraszczanie wyrazen
zawierajacych pierwiastki. Czynnos¢ te mozna wykonywac na dwa sposoby:

z wykorzystaniem rozktadu liczby podpierwiastkowej na czynniki pierwsze lub zapisujac
liczbe podpierwiastkowg w postaci iloczynu takich czynnikéw, aby przynajmniej z jednego
z nich mozna bylo obliczy¢ pierwiastek bedacy liczbg wymierna.

Przyktad 1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 3

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DrghwqEcU
https://zpe.gov.pl/a/DrghwqEcU
https://zpe.gov.pl/a/DrghwqEcU

Cwiczenie 1

Liczba v/52 jest réwna

4413

3V13

o O O

O 226

Cwiczenie 2

Liczba v/810 jest réwna

9v/30

3v10

3v/30

o O O O

9v/10



Cwiczenie 3

Liczbe 5\/§ + \/ﬁ mozna zapisa¢ w postaci

O 8
O 5v30
O 83

O 24

Cwiczenie 4

Liczbe v/ 108 — ¥/32 mozna zapisa¢ w postaci

O 2v4
O /76
O 1

O 4
Cwiczenie 5

Wytacz czynnik przed znak pierwiastka.

1.4/20, /500, /32, /128, /27, /150, /160, V147, /242, /162

2./54,+/16, v/24, /192, /40, /88, /160, /270, ¥/32, /2000, v/ 625



Cwiczenie 6
Wytacz czynnik przed znak pierwiastka.

1.4/720

2.4/4410

3.4/5808

4.v/1512

5.v6750

6. v/ 15552



Cwiczenie 7
Przeciagnij i upusc.

4V11 || 6VI0 || 5¢/10 || 7v/I10 || —39/6 || 105 || 3V10 || 34 || 510 |
3V/10 || 8v5 || —4v/4 || —5¥/2 || 410 || 4v10 || 10¥3 || 210 || —49/6
—59/5 | | 5vIT || 3VIL|| —395 || 296 | | 5v5 || 5v5 || 4v5 || 1293
3] (o8] o8

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 8
Przeciagnij i upusc.

ov1d | | 4¥/4 || 3¥/14 \46/5] 3¢/16 | | 3v9 || 4v8 || 7v4

2VI3 || 7v3 || 2vI5 | | 7v2 || 493 || 395 || 4v6 || 290

297 || 5vA || 5v5 || 298| 393 || 4vT || 3VB |

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 9
Wykonaj dziatanie i wytacz czynnik przed znak pierwiastka.

1.v2e6
2./8e3
3.v/15e+/3
4.4/8 /10
5.V27e+/8
6.v/9e /9
7.4/32 0 ¥/4
8.V/25 e V/10
9. V9 e V18

10. v/16 @ ¥/16



Cwiczenie 10

Przeciagnij i upusc.

62 VT2
0,6,—?-:,::::::::: ____ EO,]-\/6

10vV6 /300
— S .

> EIEEIEEIE




Cwiczenie 11

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
() Liczba \3’/@ + \/Ejest rowna 8\3/§

Liczba \/mjest réwna 3v/13.

Liczba \/ﬁ + 6\/mjest réwna 12v/2.

Liczba 3v/4 + /32 jest réwna 5V/4.

Liczba v/44 jest réwna 4v/11,

Liczba \3/1_62 jest réwna 3\3’/5.

Liczba ¥/40 jest réwna 2/5.

Liczba \?’/m jest réwna 9\3’/E.

Liczba v/2 + /16 jest réwna +v/18.

o o o o o o o 4o o

Liczba /2100 jest rowna 10v/21.



Cwiczenie 12

Wytacz czynnik przed znak pierwiastka.

1. v/155%
2.v/6°
3.4/17°
4.4/1323
5. /507
6.v/87

Cwiczenie 13

Zapisz w prostszej postaci.
1.V/4% + V4
2.12V5% + V5
3.v/—9" +2¢/-9
4.3 —2¢/—3*

5.4/29 + 24/211



Cwiczenie 14

Oblicz wartos¢ wyrazenia algebraicznego dla podanej zmiennej x.
L2345z, dlaz = V2
2.6x3 — 2% + 10z, dlaz = V6
3.a:5—|—:c4+a:3+zc2+:c,dlazc: —/3
4. -5zt + 4333 —zx,dlaz = N&i
5.2x4—:c3+:c—8,dlaa::\3/z
6.x5+x4+2w3—w2—|—4,dlam: —¥/2

727 — x4 12z, dlaz = v/12



Cwiczenie 15

Zapisz w prostszej postaci.

1.v/72 — V128 + /288
2.V12 + V147 — +/300

3. —v/20 — v/320 + v/45 — /5
4.4/28 — V54 + /63 — V24

5. —v/200 + v/20 + v/32 — v/500
6. /24 — /192 — v/81

7.v/250 — /16 + /54

8. /40 — ¥/320 — ¥/1024 + /128

9. v/250 + /375 — /432 + /192

10. —/75 + v/375 + V192 — v/24

11. —/567 + V/56 — /112 — /189



Cw

iczenie 16

Zapisz w prostszej postaci.

1

10

11.

12.

\S}

13.

w

.5v/8 — v/18 + 64/50

. —2+/12 + 3+/48 — v/108
.7v/125 — v/45 4 21/180

. —4+/32 — 2¢/75 — 3/128 + 3/147
=511 + 4v/12 — 2¢/176 + 8+/48
.9v/150 — 7v/27 — 5v/96 — 3/75
.3v/16 — 4v/54 — 27/128

. —5/81 + 4¥/24 — 6+/3000

.2/500 — 64/1372 + 5v/192 — 27/648

V50 + /18
' V2

V125 — v/80
V5

Y/81+3/24
V3

{/256+3/500
Vi



WHtaczanie czynnika pod znak pierwiastka

Wigczanie czynnika pod znak pierwiastka jest czynnoscig odwrotng do wytgczania
czynnika przed znak pierwiastka. Jest ona wykorzystywana gtownie podczas porownywania
warto$ci wyrazen zawierajacych pierwiastki.

Przyktad 1

Przyktad | 7/

EFFFFFFFpma

Przyklad i

-

CFCFVFFFFp f:'
V5 => ;

3=vy27

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2



https://zpe.gov.pl/a/Doh3cUAU2

POI‘OWnamy SV_' 3.\/— >

5V2 = v35. 5 =
3'\/5—--\/_ V_-'\/iﬁ
50>45,stadv——>v_
5V2 > 3v5

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1
Liczba 7\/§jest réowna

O V196

O V51

O Vo8

O V14


https://zpe.gov.pl/a/Doh3cUAU2

Cwiczenie 2

Liczba 4\3/§jest rowna

O V64
O V256
O V32

O V128

Cwiczenie 3

Liczba mniejsza od 24/13 jest

4/8

6v5

3v11

o O O O

5v/2



Cwiczenie 4

Liczba wieksza od 5+/5 jest

O 47
O 3¥12
O 6V4

O 2¢/15

Cwiczenie 5
WHtacz czynnik pod znak pierwiastka.
1.10v/2,6+/3,7v6 ,4v7,2v/10,3v11,5v13
2.2¢/2 493,35, —2v4, —3V6, —10v2, —3V3

3.44/ 3,124/ 3, 3V/4,£110,0,29/100,1,4y/ 2 , 1,111



Cwiczenie 6
Przeciagnij i upusc.

..............

______________

..............

..............

..............

‘= 0,1¢/=5000

Vi | [V e | v | [ve ) | | (v | [V ) [ [V
s [ a8 (v [ @) [ [vVas | v 5 ) [ | [vim)
V163 || V=550 | | 76 || ¥/58 || V54 || v26 || V75 || V=256 | | v/—258

V55 || ¥/56 | | V64 || va88 ]| V=554

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8

Uporzadkuj liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.
1.2v/3,3v/2, $4/32, 21/125,5,/0,4
2.24/23,34/19,44/14,5+/10 ,6+/7
3.4+/9,5v/4,11 /160, 0,1¥/60000, 80+/0,0003
4.23/17,4%/5,3V/6,5v/2,6/3

Cwiczenie 9
Potacz w pary.

V245 6v/3
V648 47
V450 11v/3
V112 37
/189 2v/6
/48 15v/2
V500 5v/4
V363 7/

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10

Dane s3 liczby

a = 5v/20 + 44/125 + 101/5
b=28v2+4V8+232

¢ =2v54 4+ 6v6 + 3v/24

Sprawdz, ktéra z tych liczb jest najwieksza, a ktéra najmniejsza.
Cwiczenie 11

Obwéd kwadratu K jest rowny 3v/8 cm, a kwadratu K5 jest réwny 7v/3 cm. Ktory kwadrat
ma wieksze pole?

Cwiczenie 12

Objetosc szeScianu S1 jest rowna 486 m?, a szescianu S jest rowna 424/10 m?. Ktéry
sze$cian ma dtuzszg krawedz?



Dziatania na pierwiastkach

Przyktad 1

2&-4.5.-.-2-4-‘1&'-)5:3 18 =

baﬂ=8£f=83_6=24‘/5

Animacja

Fr'rrrrr’r"p,a,.-

’-‘rr*xaar_'zf'-
r "
20,0 29"":-;-
3 T gv8=.2 9
e 12 R R
7 81_-:2_-?_{/5
p&rkfad;_}:‘
CrEs .
27 rFeee s -
/.'?'/'353-.415 ALl
& ‘-5""'1/5-1:.?
8 6‘/5

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 2

/-4&;&-.52/-&/.7,@_12@_
-4‘/2—*3‘5-”’5"6:'151/5-5

Preyitont | )

FFF s L —

"5/2:43-@_? AL
00y,

Przyklad@
sl el o
(4940 + 73135 . o . 1,

- [o%5 - Lya35) -

=05 135 0% 4 Y5 L 5s

p"z]fkfad@
Fry

rFp r r "_ ". |
.3\&?(415+2‘/;) ! ~


https://zpe.gov.pl/a/D10PAggdt

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja
Przyktad 3
WM_I Mr\“-ﬁﬂ'_..z Praykiad _.1
t"ff'ff""""".ﬁ 5;-!';_"-'-'-'_’_"" :ﬂ':ﬁ'v;"rfr"'ﬁ
2_ 26 25 =825 6/ o/ = V2 AT 4 g
5 ,,?,;;.—HE:.-:;_"? v P sl LRIy 32 A T st
=£§
3
Mymg n-zmmj
e FrFe
Fr L — ry :
=By B 3 _ o5
em L a0 g B =gl =6_
_3/5;3’4‘-’-— 30 =

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1

Wartos¢ wyrazenia — (\/ 200 — \/§> — (5\/ o0 — 2\/3_2) jest réwna

4142
412

25v/2

o O O O

—25/2


https://zpe.gov.pl/a/D10PAggdt
https://zpe.gov.pl/a/D10PAggdt

Cwiczenie 2

Warto$¢ wyrazenia v/ 1029 — (\/3 192 — \3/@) — (Q/m + 3\3/?) jest rowna

O 4¥3-3V4—6V7

O 4¥3-3V4+6V7

O 3V4—-4v3
O 3¢3-3V4
Cwiczenie 3

Po usunieciu niewymiernosci z mianownika utamka 31—\;17 otrzymamy liczbe

14

X
\IQ,
EN]

14y/7

o O O O

[\]
oo«l
EN]



Cwiczenie 4

434

Kwadrat liczby =3= jest rowny

8v/2
9

32¢/2
27

32¢/2
9

o O O

O 163/2
9
Cwiczenie 5

5v3

Szescian liczby == jest rowny

3753
72

125v/3
72

125+/3
216

45+/3
216

o O O O



Cwiczenie 6

Ktére z podanych liczb s3 liczbami wymiernymi, a ktére liczbami niewymiernymi?

Przeciagnij i upusé.

liczby wymierne

%316-2\3/1’

liczby niewymierne

2~ (~va-vi)

- (wa n wg) - (wg - 5@

3v3 -5 (%.9+2€/E) |

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

VB+ VI8~ V2|

. (5\/6 . 6\/3) . (6«/5 _ 5\/6:

(3 - vm) 202

VB-VIB+VZ

% - (v va)

—(3\/§+5)—(%-9+2€/1_25




Cwiczenie 7

Sposrdd ponizszych liczb wybierz te, ktére sg réwne.

36v/2

15v/2

104/2,5

105

\/502\/5

(=Y
sl

3v/25

15/5

v/1024

8v/2

32

V250

o o o o o o o oo o o o 0O d

366
V3

V80

O

5v/10

O



O

O

o o o o O

O

36v/2

410

2v/40

129162
Y3

12/6

124/18

3v3e4V6

4v/16

15%/25
5

Cwiczenie 8

Ktore z podanych liczb sg liczbami naturalnymi?

Przeciagnij i upusc.

liczby naturalne

pozostate liczby

v/ 69*
v 732%0

67/ 7557

V102"
I
103+/262%6 ’ V576

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

V/28° ’ ‘ 129+/12910

Jod

12/ 14412




Cwiczenie 9
Potacz w pary.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

15

15

54

75

45

32



Cwiczenie 10
Potacz w pary.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Kwadrat liczby niewymiernej jest zawsze liczbg wymierna.

Kwadrat liczby niewymiernej moze byc liczbg niewymierna.

Roéznica liczb niewymiernych jest zawsze liczbg niewymierna.

Kwadrat liczby niewymiernej moze by¢ liczbg wymierna.

Kwadrat liczby niewymiernej jest zawsze liczbg niewymierna.

Rdéznica liczb niewymiernych moze by¢ liczbg wymierna.

Rdznica liczb niewymiernych jest zawsze liczbg wymierna.

o o o o o o 0o d

R&znica liczb niewymiernych moze by¢ liczbg niewymierna.



Cwiczenie 12

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

lloczyn liczb niewymiernych moze by¢ liczbg niewymierna

lloczyn liczb niewymiernych jest zawsze liczba niewymierna.

Suma liczb niewymiernych jest zawsze liczbg niewymierna.

lloczyn liczb niewymiernych moze by¢ liczbg wymierna.

Suma liczb niewymiernych moze by¢ liczbg wymierna.

Suma liczb niewymiernych jest zawsze liczbg wymierna.

o 0o o 0o o o d

lloczyn liczb niewymiernych jest zawsze liczbg wymierna.

(] Suma liczb niewymiernych moze by¢ liczba niewymierna.

Cwiczenie 13

Niech A = 2v/5, B =3 — 4v2,C = —+v/12 + 3V/8.

Zapisz w najprostszej postaci.
1.AeB
2.Ae(C
3.B+C

4.C - B



Cwiczenie 14
Potacz w pary.

—2+/5 - 24/—2000 493
0,5v/20 - 5+/128 20+/5
L3/27 - 4¥/81 24y/5
3/4-16V/10 12¥/14
/50 - /=3 - /=20 40v/10
4+/18 - ¥/21 3v/4
3¢/—20 - ¢ - /32 10/3
0,5v/54 - + - /432 3v/10

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 15

Oblicz.
1 3\/5(6\/5 . 4%@)

2. 2\F(3\/_+¢35)

s —Va(svE-7v3)
4.4v3(V12 - 2V18)

5.5v5 (V15 — V/10)
6.v/7(2v7 — 2v8 + V14)

7 m(sm VoY 3@)

Cwiczenie 16
Przeciagnij i upusc.

2a(Va0 - av2) =
89/4(4V/80+ 4 vm):

4\3/5(3\/_8—1—2\/_) """"""""""
3 10(5\/__ 3\/7_5) _

495 — 496 || 1695+ 810 || 49/5+8V10 | | 1097 — 15V/3 | | 2492+ 36V9
89/5+16/10 | | 45— 16V/6 || 3692+ 2499 | | 10935 —5V/6 || 992+ 640
2¢/5 — 16¥/6 ] \ 10v/35 — 15v/6

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 17
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 18

Usun niewymierno$¢ z mianownika utamka.

3+5
3.—2\/5

4 21/6 + 612
BERVATY

5 10v/3 — 10V5
: 7v/3

6 VB2
U

7 2v/2 +3
V8

g M0+l
© V1000

9x/§+x/6
VoY

10 5\/6+4\/§
V12



Cwiczenie 19
Uporzadkuj liczby w kolejnosci rosnacej.

48
5v/3

6v/3

12v6
V2

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 20
Usun niewymiernos$¢ z mianownika utamka.

1 6
" VB0 + 2

9. 25
" V12— V21

3 V200
" V80 + /45

—2
4 Vv

s __
* V92 + 2051

Cwiczenie 21

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 22

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

114

114

O

114

114



Cwiczenie 23
Uporzadkuj liczby w kolejnosci rosnacej.

=

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 24
Uporzadkuj liczby w kolejnosci rosnacej.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

114

O

114

114

O

14

214

214

O

O



Cwiczenie 25

Oblicz.
Lo+ o+ o=
2. mtgEt s
4. 5%1/5 + 10{3/5 + 151%/5

Cwiczenie 26

Rozwigz rownania.

1. zv/5 = 20
2.7zv/2 = 21
3. %m\/g =27

4.122v/10 = 30v2

5. zv/7 = 14

6. 526 = 40

7. 624 = 120V/3



Cwiczenie 27

Rozwigz rownania.

1.zv/3 =+/80 — 20

2./32 4+ 2v/27 = /50

3.v/5 — 2v/242 = /600

4. 2¥/2 + ¥/192 = ¥/250

5. v/81 — zv/108 = ¥/3000
Cwiczenie 28

Niech A = 3V/6, B = v/—22 + ¥/72, C = v/—42.
Zapisz w najprostszej postaci.

B
. £

5.A e Be (C



Cwiczenie 29

Oblicz pola ponizszych figur.

a) b) c) d)
V2
3v10 2v/6 3
3v10 3v2 N V14
815 V2 +VT7

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Szacowanie wyrazen zawierajacych pierwiastki

Przyktad 1

p;zyir!adi
EPrPrevevPpe
4’= 15 116 > 13
=9
4221:{9<1.z Stad v9 < /i3
r'16> 13 stad 16 > 5y

" Z
Sviz <4 Przykiad | 2 |
&r
53:1‘25!7’1""'(. 5 :
43~ ; 25 5 100 " P
=125 1 15 4 :ﬂ' 2 %64 < yioo
o 0,
o< 00 < e 9 25 sy
4 < %0\0<5

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

crz'rrrrrr'rr'-r
(5:4)°= 29,16 i 29,16 < 30

29,16 < 30 < 30,25

29,16 < v30 < /30,25
5,4 <30 <5,5
30}k 5



https://zpe.gov.pl/a/DMdtnNBM5

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 3

Crreecerey
8<%/7To<'9 gk fl‘
(8,8)°= 681,472 < 700
(8,9)°= 704,969 > 700
681,472 < 700 < 704,969
681,472 < 3700 < 3704, 969
8,8 <3700 < 3,9

V700 ~ 9

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1

Miedzy liczbami catkowitymi 6 i 7 znajduje sie liczba niewymierna
O VI
O V40
O /215

O V50



https://zpe.gov.pl/a/DMdtnNBM5
https://zpe.gov.pl/a/DMdtnNBM5

Cwiczenie 2

Wartosé wyrazenia % + \/gjest rowna w przyblizeniu

O 2,30
O 2,29
O 28

O 2,27

Cwiczenie 3

Wskaz dwie kolejne liczby catkowite, miedzy ktérymi znajduje sie podana liczba niewymierna.
1.4/7
2.V15
3.4//91
4.4/153
5. v/680
6. V11
7./—29
8. /178
9. /200

10. v/ 342



Cwiczenie 4
Potacz w pary liczbe niewymierng i liczbe naturalng, ktora jest jej najblizsza.

V154 5
V13 6

V500 4
v/180 10

V27 9
V5 3
/20 12
V1101 8

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5
Wskaz liczbe catkowita, ktora na osi liczbowej lezy najblizej podanej liczby.

1.2v/2

2.4/3

3.v/2 -3

4.4/3+1

5.v/2+ /3

6.v2 -3

7.2v/2 — 43

8.5v/2—5

9.6 — 2v/3



Cwiczenie 6

Wskaz liczby niewymierne, ktére zawarte sg miedzy podanymi liczbami naturalnymi 5 i 6.

g

3

&

0 0 0 0O O
IR

3

5

O

Cwiczenie 7

Wskaz liczby niewymierne, ktére zawarte sg miedzy podanymi liczbami naturalnymi 5 i 6.

2 W

g

o o 0o o 0O O

8



Cwiczenie 8

Wskaz liczby niewymierne, ktére zawarte sg miedzy podanymi liczbami naturalnymi 16i 17.

V280

v 290

vV 257

V262

N N N [\V]
508 8 8
Ne] oo (S =~

g o oo oo o oo g g o o bb-

[\Y)
(S
(=)



Cwiczenie 9

Wskaz liczby niewymierne, ktére zawarte sg miedzy podanymi liczbami naturalnymi 20 i 21.

w
©
0]

ﬁ
W
’—l

ﬁ ﬁ
i~ )
w Ne)

W
w
o

%
o~
o

S ﬁ
[\ o
(=] —

o o o o o 4o o oo o o o0 d

S

41



Cwiczenie 10

Wskaz liczby niewymierne, ktére zawarte sg miedzy podanymi liczbami naturalnymi 3 i 4.

w
w
o

S 8§ 3
=~ =] o

o o o o o o o o 0O d



Cwiczenie 11

Wskaz liczby niewymierne, ktére zawarte sg miedzy podanymi liczbami naturalnymi 6i 7.

V31

SN

v 24

ﬁ ﬁ
[\"] w
= w
(@} [I°N

ooy

V' 34

w
N
ot
(\V]

o o o o o o o o 0O d

]

V30



Cwiczenie 12

Wskaz liczby niewymierne, ktére zawarte sg miedzy podanymi liczbami naturalnymi 10 11.

V142

/133

V100

v/ 122

V126

V133

v/ 1011

o o o o o 0o o o d

J 89988484988

) V112

Cwiczenie 13
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 14

Uporzadkuj liczby kolejnosci rosnacej.

V10 + /5

V14 ++/3

3+ 415

2++/19

114

O

114

114

14

V1T +1

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15
Przeciagnij i upusc.

733 [ it [vee (8] (0] [V [ [ o7 [ [ v
Vio || vis || vao || Vao|| v7|| Va8 || vaa

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

V12 ’

Cwiczenie 16

Uzasadnij, ze liczba a jest wieksza od liczby b. Nie uzywaj kalkulatora.

l.a = v/105,b = v'1050

2.0 =15v4,b =133



Jednomiany i sumy algebraiczne

Juz wiesz

Wyrazenie algebraiczne to takie wyrazenie, w ktérym wystepuja liczby i litery polgczone
znakami dzialan matematycznych oraz nawiasami.

Takie wyrazenia nazywamy wyrazemiami arytmetycznymi,

1 ¥ rr;

2= +32 2+ 54
4 ', = %9 4-35
3 7-13

-357 4 4. 1
*4-31- 12

@Ta&fe yraZenia nazywamy wyrazeniany algebraicznynv,
COEryyry Frm
7 %24 7 x+2y
-7

Xy +2z-5 .

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

» Wyrazenia algebraiczne utworzone s3 z liczb, liter, znakow dziatan matematycznych
oraz nawiasow.
o W wyrazeniach algebraicznych mozna poming¢ znak mnozenia miedzy dwiema

literami oraz liczba i literg, jezeli liczba wystepuje w tym zapisie jako pierwsza.

Za pomocg wyrazen algebraicznych mozemy zapisywac na przyklad wzory matematyczne.
Nazwe wyrazenia algebraicznego okresla dziatanie, ktore zgodnie z kolejnoScia
wykonywania dziatan byloby wykonywane jako ostatnie.

Przyktad 1

Zapiszemy za pomocg wyrazen algebraicznych zwroty matematyczne:


https://zpe.gov.pl/a/D18VSmzBA

Trzecia czesc liczby x -;- X

Liczba o 7 wieksza od m m+7

Potowa roznicy liczb a i b % (a - b) lub _a_-l;_b
Iloraz sumy liczb k i | przez 3 k; I lub(k+1):3
Liczba o 5% wieksza od x x + 0,05x

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

Sposrod ponizszych wyrazen algebraicznych wybierzmy liczby, litery lub iloczyn liczb
iliter.

- L R T SR YR R T T—_

Wyrazenia algebraiczne Jednomiany
—6a + 6b
4abc
S5
X — 8y
=7 -7
16abc 16abc
X X
(100 — h) - h?
2y* 2y*

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D18VSmzBA
https://zpe.gov.pl/a/D18VSmzBA

Animacja

Definicja: Jednomian

Jednomianem nazywamy wyrazenie algebraiczne, ktore jest liczbg, literg lub iloczynem
liczbi liter.
Wazne!

Wyrazenie algebraiczne zbudowane jest z jednomianow.

Tabela. Dane

Wyrazenie algebraiczne Jednomiany tworzgce to wyrazenie
%&% —6a, 6b, 4abc
m—}—m(?Sy) 2y, x, — 8y
(100 — h) o h? 100, h, h*

Wystepujacy w jednomianie znak mnozenia cz¢sto pomijamy, na przyklad:
dex =4xrey=xy —1bea = —15a

Jezeli w jednomianie pierwszym czynnikiem jest litera, a drugim liczba, to znaku
mnozenia nie pomijamy. Na przyktad:

re3=23z,ae(—9)=—9a
Przyktad 3

Uporzadkujemy jednomian —3z2y? (—2,5)zy’z = 7,523y 2.
Przyktad 4



Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 5

w

rrry

!
i
-

22+3b-7+4ab-a+p

h“
T ——

=a+4b-11 4 4ap

-4 =
Ny

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

CTEVeER

~

}:‘

Przyktad 6


https://zpe.gov.pl/a/D18VSmzBA
https://zpe.gov.pl/a/D18VSmzBA

Przykiad k;_j
EFFFFFFFPpa
(217+3x-y)+(-3xy+5x-§)=

=2xy+3x-y-3x7+5-\’-3=
SXY+tEx-y-3

Preyktad | £

COCFVFFVFF ol B
_(-2ab+a-b +3)-(ab+4a"f2b+1)=
= -2ab+a-b+3-ab-4a+2b~1 =

=-3ab-3a+b+..? s

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1
Jednomianem jest wyrazenie:
3
O <
Tty
O 3
() 2a + 5b

O - %m?’yx


https://zpe.gov.pl/a/D18VSmzBA

Cwiczenie 2
Potacz w pary jednomiany przed uporzagdkowaniem z odpowiadajgcymi im jednomianami po
uporzadkowaniu.

—23/27x3? - (—\/;> 22

313228

—0,24ab* - (—%a) -4 2%m2y2z3
0,8z3yz2 - (—2)%yz —4ab?
—22zy?2% - (—0,55)z 5 a’b?
—2+/2ab? - v/2b é—gag’b‘l
3, 5ab’ - %azb —8ab?
V/8ab - (—4) b? 3z3y? 22

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3
Jednomian —2a;2y powstanie po uporzadkowaniu jednomianu

6 yxx
-3

4 xxyy
-2

—8xyx

2

o O O O

—12xyy
6



Cwiczenie 4
Uporzadkuj jednomiany.
1. — 4¥/32a2b% V/2a°b
2. —32xy°2% - (—2\/5) 2y
3. —14ab - (—0,2)a’b® - 0,1
4.-2% (—z)* (—3,5z) 0,2z
5.2v/2 a’c - (—\/§> c?
6. X5 . (—0,5)a?
7. +abc? - (—8)a?

Cwiczenie 5

Przeciagnij i upus¢ odpowiednie jednomiany tak, aby prawdziwe byty podane réwnosci.

..............

______________

..............

______________

‘4k2’ 5a3b | | —2zyz ‘25am3 5a4b’ V2zy | | 25am? W

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 6

Po redukcji wyrazéw podobnych sumy algebraicznej 4xy — 2x + xy—x + by—-7 + y
otrzymamy

dxy — 2x + by -7

5xy — 3x + 6y — 7

o O O

oxy — 2x + 6y — 7

() 4xy—3x + 6y— 7

Cwiczenie 7

Zredukuj wyrazy podobne sumy algebraicznej.
1. —2v22% + 32%y— 2xy + V222 - 5yx
2.1,7xy® + 2,62%y - 5,82%y% + 0,25yz? — 4,75y°x
3.5v/3ab — 3,2a% + V3ab — 2v3a + 1,8a?
4.- 3z + Jy - 3o+ 3y

Cwiczenie 8
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9

Po opuszczeniu nawiasow i redukcji wyrazéw podobnych wyrazenie
(—3x + 2y— 8) + (4x— by + 3) bedzie miato postac

-x + 3y + 9

x—- 7y +5

—7x + 7y —11

o O O O

x—3y— 5

Cwiczenie 10

Po opuszczeniu nawiasow i redukcji wyrazéw podobnych wyrazenie
(=5x + 2y—T7)— (4x— 3y + 1) ma postac

() —-x + by —6
O -9z — y-38
O —9z + 5y— 8

O -x-y-6



Cwiczenie 11
Zapisz podane wyrazenia bez uzycia nawiaséw i zredukuj wyrazy podobne.
L5x— (=3x +2y—-12z) + (3x—y + 52)
2.— (3,5ab—4a + 0,7b—-2) + ( —1,5ab— 7,2b + 2a— 4)
3.2z — (— 5z® — 4y + 3,52%) — (1,5y — 32® + 2z2)
4. 4zy® + (—22%y— 52 + 32?) — (— 2% - 2%y — z?)
5.— (5a2b3 — 4a%® + a2b2) + (— 1,5b%% - 0,5b%a2 — azbz) + 3, 5ab?
Cwiczenie 12

W tréjkacie KLM dtugos¢ podstawy KL wynosi %y, wysokos$¢ opuszczona na podstawe KL
z wierzchotka M stanowi 1,5 dtugosci podstawy. Zapisz w postaci uporzadkowanego
jednomianu wyrazenie opisujace pole tego trojkata.

Cwiczenie 13

Pole tréjkata jest opisane za pomoca wyrazenia 2,7az3y2, a jego podstawa za pomoca
wyrazenia 5,4 xy. Zapisz w postaci uporzadkowanego jednomianu wyrazenie opisujace
wysokos¢ tréjkata opuszczong na te podstawe.

Cwiczenie 14

Jeden z bokéw prostokata ma dtugos¢ x, a drugi stanowi 40 % tej dtugosci. Zapisz w postaci
uporzadkowanych jednomiandéw wyrazenia opisujace obwéd i pole tego prostokata.

Cwiczenie 15

Tort przygotowany na przyjecie urodzinowe Ali wazyt = kilograméw. Ala odkroita 20 % tortu
dla brata i siostry, ktorzy nie mogli by¢ obecni na przyjeciu. Pozostatg czes¢ podzielita rowno
pomiedzy wszystkich uczestnikdéw przyjecia. lle wazyt kawatek tortu, jaki otrzymat kazdy
uczestnik, jezeli Ala zaprosita 7 kolezanek i 8 kolegow?



Cwiczenie 16

Zosia zrobita tancuch choinkowy o dtugosci x. tancuch zrobiony przez Ole stanowit %
dtugoscitancucha Zosi. kancuch Kasi byt 1,7 razy dtuzszy od tancucha Oli, a tancuch Asi byt
1,2 razy dtuzszy od tancucha Kasi. Jaka byta dtugosc tancucha wykonanego przez Asie?

Cwiczenie 17

Rozstrzygnij, czy réwnosc jest prawdziwa, czy fatszywa.

() - 2,5ab® - ( — 4ab2)2 = — 40a%b°
() — (2% + 3xy—-5)— (—2y2? + xy + 2) = — 3z?y—4xy + 3
() —3zy* - ( — 1,5z) -22%y = — 9z'y’

() —2v2ab* — V3b + 5v3b — V2b%a— 2ab = 4v/3b — 3v/2ab?— 2ab

Cwiczenie 18

Utworzono liczbe trzycyfrowg o cyfrze setek a, cyfrze dziesigtek b i cyfrze jednosci c. Od tej
liczby odjeto liczbe trzycyfrowa o cyfrze setek b, cyfrze dziesiagtek c i cyfrze jednosci a. Zapisz
za pomoca wyrazenia algebraicznego liczbe bedaca wynikiem tego odejmowania.



Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian

Juz wiesz

» Aby pomnozy¢ jednomian przez sume algebraiczng, mnozymy kazdy sktadnik sumy przez ten
jednomian.
» Aby podzieli¢ sume algebraiczng przez jednomian, dzielimy kazdy sktadnik sumy przez ten

jednomian.

Y Aby pomnozyc¢ sume algebraiczng przez liczbe, mnozymy kazdy

724 wyraz tej sumy przez te liczbe i otrzymane iloczyny dodajemy.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 1
Pomnoézmy sume algebraiczng 2z — 2xy + b5y przez liczbe —3.
—3-(22? - 2xy + 5y) = —3-22>— (-3)-2xy + (-3) -5y = —6a® + 6xy— 15y

Pomnoézmy teraz te samg sume przez jednomian 5x2y. Wykorzystamy twierdzenie dotyczace
mnozenia poteg o tej samej podstawie.

5z%y - (20% — 2xy + 5y) = 5z?y - 2z% - 5a’y 2xy + bz’y - by = 10z'y — 102%y® + 25z2y

Przyktad 2



https://zpe.gov.pl/a/DamAaJCVv

Podzielmy sume algebraiczng 12a%b® + 6ab* — 4a®b przez jednomian 2 ab. Skorzystamy
z twierdzenia dotyczacego dzielenia poteg o tej samej podstawie.

213 443 2;3 4 3
12a°6°4+-6ab"—4a°b __ 12a%b 6ab 4a’b _ 6ab2+3b3_2a2

2ab 2 ab 2ab ~ 2ab

Podzielmy teraz te samg sume przez jednomian 4a2b?.

12a’b°+6ab*—4a®b __ 124%0° 6ab* 4a®b —172 -1
4a2b2 T 4a2bh? + Aa2bh2 - 1a202 3b+1,5a b _ab

Cwiczenie 1
Pomnéz jednomiany przez sumy algebraiczne.
1. 3x2y( — 2,523y + 4dxy? - 5y)
2.- +ab( 2ab® — Ta + 9a'b?)
3.—1,2k%3( — 2,5k1® + 4,803 - 5,2k* + 2KkI)
4. 2,5m2n4( — 2+ mn?® - 04m’n + 3%m3n2)
5. —2xy°( — 3,5z% + 4xy® - 0,32%y?)
6. 2> (— 4ab® + 12a°b— 0,5ab)
7. 2\/§w2y( — V2xy + 3v2x1? + \/5)
Cwiczenie 2
Podziel sumy algebraiczne przez jednomian.

1 5x2y%+3x3y—2zy*
222

2.( — 18x3y® + 3xPy’ - 9:cy4) : (— 3xy)
3. (24a°b* - 18a3b* + 12a%b) : 3ab’

4 —1,2229* 3,623y +2,4x1°
. 2m3y3

5. <3x/§a4b3 — 2\/§ab + \/gab‘l) : \/gab



Cwiczenie 3
Przeciagnij i upus¢ jednomiany tak, aby podane réwnosci byty prawdziwe.

a) 4ab” (—2a + 3b—| ) = —8a®V® + 12ab’® — 20a°b°

b) —0,75ab(~4da? + 12ab°— | = | —9a%b* + 7, 5ab
o-2a( 10a% + 12ab?) = da® — 6a% — 8a’}?

d) v/3ab? (2\/§b— ------------- —|—\/§a2b) = 6ab’® — 6a3b2+§ -------------
&) 1,2b%(—2, 5ab +o, 1a— """"""" = 40, 12ab® — 6a2b°

V12a? || —6ab ‘ 5a%b ’ ‘ 9a%b3 m ‘ 3a%b ’ ‘ —3ab® ’ W

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Po wykonaniu mnozenia jednomianu 0,1 xy przez sume algebraiczng — 0,1xy — 0,1
otrzymamy 0,01z%y% — 0,01 xy.

U

Pole prostokata, ktérego jeden bok ma dtugos¢ 2z, a drugi jest od niego o y krétszy, jest
rowne 4z% - y.

() Wyrazenia — 2a(1,5ab + 4b— 2,5 ab?) i 5a®b? — 3a?b— 8ab s réwne.

Mnozac jednomian przez sume algebraiczng, mnozymy wspétczynnik liczbowy jednomianu
E] przez wspotczynniki liczbowe wyrazéow sumy algebraicznej, pozostawiajgc czynniki literowe
wyrazow sumy algebraicznej bez zmian.

(] Woysokos¢ trojkata o polu 16a®> + 32a opuszczona na bok o dtugosci 8a jest réwna 4a + 8.



Cwiczenie 5
Potacz w pary.

—4acy(—1, 5x’y + 2, 5:By2) —6:1:23/2 — 3:1:2y3
—%a:yz (Sx + 4my) 4By — 822
1,22%y* (52 — 10y) 1023y? — 1022y>

V5 (2\/5:1:?/2 — 20y2> 6x3y? — 10z2y3

2\3’/§x2y<\3/1m — \3/3_2y2) 6z3y% — 122%°

Zrédto: Zespot autorski Politechniki 6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6

Dane sg wyrazenia algebraiczne:

A = — 52%? + 35x%y - Tzy® + 9xy

B = bxy

Wykonaj dziatania i przedstaw wyniki w najprostszej postaci.

1.A eB

N
WP

Cwiczenie 7

W trapezie krétsza podstawa ma dtugosé x + 2, dtuzsza podstawa jest od niej o 2y dtuzsza,
a wysokos$¢ wynosi 4 xy. Zapisz wyrazenie opisujace pole trapezu.

Cwiczenie 8

Na parkingu stoi 20 pojazddw, z czego x to samochody, a reszta to rowery. lle két majg tacznie wszystkie
pojazdy stojagce na tym parkingu?

Cwiczenie 9

Antek kolekcjonuje monety. W zbiorach Antka znajduje sie¢ £ monet polskich i o 2y wigcej monet
pochodzenia zagranicznego. Zapisz wyrazenie opisujace ilos¢ monet zgromadzonych przez Antka.



Cwiczenie 10

Przez pierwsze trzy miesigce roku pan Kowalski zarabiat miesiecznie po x zt. W kwietniu, maju i czerwcu
jego miesieczna pensja byta nizsza o 150 z} od pensji marcowej. W pozostatych szesciu miesigcach
pensja miesieczna wynosita 115 % pensji miesiecznej z pierwszego kwartatu. Jakie byto $rednie
miesieczne wynagrodzenie pana Kowalskiego w ciagu tego roku?



Mnozenie sum algebraicznych

Zapamietaj!
Aby pomnozy¢ przez siebie dwie sumy algebraiczne, mnozymy kazdy wyraz pierwszej sumy przez kazdy wyraz drugiej sumy.
Przyktad 1
Pomnozymy przez siebie sumy algebraiczne:
(2X —3y)(—x + 5y) = —2x'x+ 2x-5y + 3y-x— 3y -5y = —22° + 10xy + 3xy- 15y = — 2z + 13xy - 15¢°
Przyktad 2
Pomnozymy przez siebie sumy algebraiczne, wykorzystujac prawa dzialan na potgegach o wyktadniku naturalnym.
(3a%b — 5b)(—4ab + 3b) =
= —3a’b-4ab + 3a’b-3b + 5b-4ab— 5b-3b =
= —12a* + 9a’b® + 20ab® — 15b°
Przyktad 3
Pomnozymy przez siebie trzy sumy algebraiczne
(2x + 3y)(x— 2y)(— 3x + )

W pierwszej kolejnosci mnozymy przez siebie dwie sumy algebraiczne, a nastgpnie wynik tego dziatania mnozymy przez trzecia
sume.

(2x + 3y)(x-2y)(—3x + y) =
= (21:2— 4xy + 3xy - 6y2)(— 3x +y)=
= (2:c2— Xy — 6y2)( - 3x +y)=

= —62% + 222y + 322y — xy® + 18zy’- 637 =

= —6z% + bx%y + 17zy? - 613



Cwiczenie 1
Pomnoz sumy algebraiczne.
L( — 2a + 3b)(8a— 5b)
2. (4:327 2y)( - 3x + 6y2)
3.(bxy—3x + 2y)( —3x + Txy)
4. (—2a® + 4b- 3)(2b? - 5a + 1)
5.( — 3xy + 2x— 3y)(x— 5y + 3)
6. (4ab’> - 3a® + 1)( — 3a’b + 2b- 3)
7. (2,52% - 0,4x + 1,2y) (- 2zy®> + 3y - 0,8z)
8. (1+a — 22b)(—2ab + 2)
9. (— 1%Xy + 4y)(2%xf 4xy)
Cwiczenie 2
Zapisz iloczyn w postaci sumy.

1.

(Vi - 327 sy
2. (V5 + 2v8) (- V15 + v2)
3. (V5 + 3)(3v5- 4)
(V8 - 2v3) (3 - 3v6)
(-

5. (-5v3 + 4v2) (26 5)

Cwiczenie 3
Potacz w pary.

(—3wy2 + 43:) (4my = 2y) —12z2y? + 6zy° + 1622y — 8zy
(1,2zy — 0,5¢%) (—5zy + 1022) —52%y? + 202%y* + 8zy® — 3227y
(2,52 — 4zy®) (—2 + 8z) —6x2 4 22zy — 127
(132 —33y) (—4zy + 8z) —6x2y + 1222 + 1529 — 30zy
(\/5.73 = 3\/§y> (—\/1_8.70 + \/gy) —11z2y% + 1223y + 2, 5z1°

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4
Przeciagnij i upus¢ jednomiany tak, aby podane rownosci byty prawdziwe.

a) (2ab — 3b*) (—2,5a + 5b%) = +10ab® + 7, 5ab® — 15b*

b) ( dzy + 590) (2a:2y — a:y2) 78m3y2+ ------------ +10z’y — 5z

o) (1,50 — 2,2ab?) (—4a + 3,5ab) = —6a4b+ 48,8070 — 7,7’

d) (14e —4,50%) (—2¢2 +32) = 14,522 + 9yt — 13,502 =] | 14,522 + 9y
o 5,50y —1,29)(1 | +1og) — _112%y+ 55zy? + 2, 4oy — 12y ‘

f (402024 ) (—2ab + 5a) = —8a*b* + 20a%b? — 6ab® + 15ab’

{5%a4b2 {3b2 } { —16, 5zy? } { —5a2b} {4m2y3 } { —3xzy? } m

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5
Pomnéz sumy algebraiczne.
L (2a- 3)(a + 1)( — 3a + 4)
2.(4x + 2y)(— 5z - y)(3y— )
3.(2a + 3b)(3b— 2a)(a- b)
4. (bz—4)(—z + 3)(2z + 1)
Cwiczenie 6

Przeciagnij i upus¢ jednomiany tak, aby podane réwnosci byty prawdziwe.

a) (=5y +1) (2y — 3) (y + 2) = —10°—! §y2+31y76

b) (3z + 2y) (—z — 3y) (z — 3) = —32° +9m—11m y+i | —6zy® + 18y°
o) (~2a +4b) (a —b) (4a — 2b) = —8a®+| —28ab? + 8b°

d) (72 — 3) 3y + 2) (z — y) = 212y — 21&};:71741 - +9y? — 6z + 6y

52y | | 280% || 20a% 33my][23xy}

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7

Objetos¢ szeScianu o krawedzi dtugosci x — 1 mozna zapisa¢ w postaci

3 —322-3z + 1

3 322 +3z-1

3 322 + 3z + 1

O O O O

34 322-32z-1



Cwiczenie 8

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Mnozac sumy algebraiczne( —2v/3x + 4y> (\/ﬁyf 2x>,otrzymamyf 20xy + 4v/3z% + 8v/3i7.

0 Pole rombu, ktérego dtuzsza przekatna o dtugosci 4 wydtuzono o 2y, a krétsza przekatng o dtugosci y skrocono o 2, wynosi
2y — 8z2.

(] Whyrazenia (x — 4y)(4y + x) i 16y® — z? sa rowne.

[] Pole kwadratu o boku 5x — 1 mozna zapisa¢ w postaci 25z2 — 10x + 1.

Cwiczenie 9
Przyprostokatne tréjkata prostokatnego maja dtugosci 2x iy — 1. O ile zwiekszy sie pole tego trojkata, jezeli kazda z nich zwiekszymy o 4?
Cwiczenie 10

Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego pole trapezu.

2a +1

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11

Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego pole wielokata.

y+1

Zrédto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12

W poniedziatek w ksiegarni sprzedano x ksiazek, z ktérych kazda kosztowata y ztotych. Nastepnego dnia cene ksigzki obnizono o 5 zt
i wtedy sprzedano o 20 ksigzek wiecej niz pierwszego dnia. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego, ile pieniedzy uzyskata ksiegarnia ze
sprzedazy ksigzek w ciagu dwéch dni.

Cwiczenie 13

Wokét kwadratowego klombu o boku 3a metrow biegnie Sciezka o szerokos$ci 2,5 metra. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego pole
powierzchni zajmowane przez klomb wraz ze $ciezka.

Cwiczenie 14

Prostokatny obraz umieszczono w ramie. Obraz wraz z rama ma dtugos¢ 3x + 20 cm i szerokos$¢ 2x + 15 cm. Jakie jest pole
powierzchni obrazu, jezeli szeroko$¢ ramy wynosi 18 cm?

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15

Dtugosci krawedzi prostopadtoscianu wychodzacych z jednego wierzchotka wynosza 2x, 3y i z. Jaka objetos¢ bedzie miat
prostopadtoscian, ktérego kazda z krawedzi ma dtugos¢ o 1 wiekszg?

Cwiczenie 16

Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego.

1. lloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych, z ktérych najwieksza jest réwna n.

2. lloczyn dwéch kolejnych liczb nieparzystych, z ktdrych mniejsza jest rowna 2n + 1.

3. lloczyn trzech kolejnych liczb parzystych, z ktérych najmniejsza jest réwna 2n.



Cwiczenie 17

Piaskownica jest prostokatem o dtugosci 2a metrow b centymetréw i szerokosci 3b metréw a centymetréw. lle metréw kwadratowych ma
pole powierzchni piaskownicy?

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Dziatania na wyrazeniach algebraicznych

Wykorzystujac poznane wczes$niej wiadomosci, mozemy wykonywac dziatania na sumach

algebraicznych. Pamigtamy takze o tym, ze obowiazuje dla nich kolejnos¢ wykonywania
dziatan, taka sama jak dla dziatan na liczbach.

Przyktad 1

—2z(3x— 5y) + (x— 2y)— (—32® + 4xy) + (—x +5y)(3x + y) =
= — 6x2 + 10xy + x— 2y + 32 - 4 xy— 32— xy + 1bxy + 5y2 =
= — 622+ 20xy + x— 2y + 532

Przyktad 2
—3a(2a— 5)- 4(a— 2b)(3a + b)- (—7a— 8b) =
= —6a®> 4+ 15a— 4(3a®> + ab — 6ab — 2b%) + Ta + 8b=

= —6a® + 15a— 12a%> - 4ab + 24ab + 8b> + Ta + 8 =

— — 18a% + 20ab + 22a + 8b + 8b2



Cwiczenie 1
Wykonaj dziatania.
1. (3z%y— 2z)(—2y + 3xy) - (bxy + 8y)(—z + 3)
2.—7a(ab + 2a%0%) + (3a— 5b)(4b— 8a)
3.5z%y(— 2z + 4y) - (z’y - 72’y®) + 7,527y~ 0,75xy
1. (2v22 — V3y) (2v2z + VBy) - (2v22 — Vay)(2v22 — V3y)
5.(12a + 23b)(12a + 23b) — 22 (a® 4+ 3ab — 5b%)
6. (7,5z — 3,4xy)(— 2z + 5y) — 2,8(5z? — 10xy)

7. (\/gab — \/§a) (2\/5(1 + \/Eab) — 2\/§a(3ab — 2\/ﬁa)

Cwiczenie 2
Przeciagnij i upus¢ jednomiany tak, aby podane rownosci byty prawdziwe.

a) —5k(k? +1) (k —1?) — 3(k* + K312 — 8) = —8k*+ | —5k21 + 5k 4 24
) 5k(k — 20) — (k+ 30) (—2k + 5I) = 5K2 — 10K + 2K2+ | 150

O — (K1 + 3kl) — 2(kl — 20) (kL + 2I) = —3K°12 — 3KL+ |

&) (V2k — VL) (V2k + V31) - 2k(-3k+ 51) = s —om

228 |8 || 8 | [ k)| 202 || 8k2 |

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 3

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Objetos¢ szescianu o krawedzi k — 2 wynosi k* — 6k*> + 12k — 8.
Kwadrat liczby x + 3 jest 0 9 wiekszy od kwadratu liczby x.

Wynikiem dziatania (—2z + y)(3z — 2y) — 3xyjest— 6x> + 4xy — 23%

o o o o

Wyrazenia (a— 1)(a— 1)i(a— 1)(a + 1) — (2a + 2) sa réwne.

(] Pole prostokata o bokach 3a — 1i3a + 1 wynosi 9a% — 6a + 1.

Cwiczenie 4

Po odjeciu od iloczynu wyrazen 2x + 11i2x— 1 liczby 1 otrzymamy

O 4x?

O 4x? + 4z
O 4z? -2
O 42 - 4z



Cwiczenie 5
Potacz w pary.

V3z(2v3z - 4v8) - (V6o + 22?)
(V32— v2) (V3z - v2)
V3(3v3z — v/32?) — (26 + 42?)
(2v2z - v3) (2v2z + v3) — (5% - VEa

— (—2\/633 + 8) — (2\/§x — \/5) (2V/§3: + /7
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6

Dane sa wyrazenia algebraiczne:

A = 3xy-2
B = —2x + 5y
C =x+ 2xy
D = 3z

Wykonaj dziatania i przedstaw wyniki w najprostszej postaci.

1.2°A — B-C

2.CD-B

3.A-B-D

—1222 + 2\/693 —6

422 — 9V 62

322 — 24/62 + 2

V6x — Tx2

3:(;2—\/633—4



Cwiczenie 7

Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego i doprowadz do najprostszej postaci

1. réznice iloczynu liczby 2a + 5 przez liczbe a — 2 iiloczynu liczby a + 3 przez liczbe
a—4

2. sume podwojonego iloczynu liczby 2z przez liczbe x + 5 iiloczynu liczby x — 1 przez
liczbex + 1

3. liczbe o0 2x wieksza od iloczynu liczby 3x — 2 przez liczbe 3x

Cwiczenie 8

Dane sg dwa wielokaty F'i GG. O ile pole wielokata GG jest wieksze od pola wielokata F'.

X+ 4 2x +4
o
«+ 2 2x - 1
X X
2x + 3 F G
2X -2
o
2x -1

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9

Pole ktérej figury jest wieksze: prostokata o bokach 2x + 3ix— 1 czy trojkata
prostokatnego o przyprostokatnych 4x — 1ix + 4? O ile jest wieksze?

Cwiczenie 10

Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego iloczyn liczby trzycyfrowej, ktorej cyfra setek jest a
, cyfra dziesigtek jest b i cyfrg jednosci jest ¢ przez liczbe trzycyfrowa, w ktorej przestawiono
cyfry setek i jednosci, pozostawiajac cyfre dziesigtek bez zmiany.



Cwiczenie 11

Zeszyt kosztuje x ztotych, ksigzka jest od niego o 4,40 zt drozsza, dtugopis jest 4 razy tanszy
od ksiazki, a cena otéwka stanowi 20% ceny zeszytu. Zapisz w postaci wyrazenia
algebraicznego i doprowadz je do najprostszej postaci.

1. lle zaptacimy za 2 zeszyty, ksigzke i dtugopis?
2. O ile drozsza jest ksigzka od dwéch otéwkow?

3. Jaka reszte otrzymata Kasia, ktéra za ksigzke, 3 dtugopisy i otéwek zaptacita banknotem
piec¢dziesiecioztotowym?

Cwiczenie 12

Sok kosztuje k ztotych m groszy, a butka m ztotych k groszy. Ala kupita x sokéw i y butek,
a Jola x butek i y sokdw. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego réznice wydatkéw Ali
i Joli w ztotych i sprowadz to wyrazenie do najprostszej postaci.

Cwiczenie 13

L . r . ’ . . . . r .
lw.Rysunek trapezu o podstawie gornej rownej x -2y i podstawie dolnej rownej 2x +y.
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jaka jest wysoko$¢ trapezu przedstawionego na rysunku, jezeli wiadomo, ze jego pole jest
réwne 3z% + 5xy — 2y°?

O 2z- 4y
O 4z + 2y
() 4z -2y

O 2z + 4y



Cwiczenie 14

Zapisz w najprostszej postaci wyrazenie opisujace pole pieciokata ADCFE.

A 2x+1 E  x-2

@ oB
x+1
3x + 1
F
@ ®
D C

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15

Rysunek przedstawia trapez.

lrﬂRysunek trapezu o podstawie gornej rownej x -a, podstawie dolnej 3x +a oraz wysokosci

rownej 2x -a.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ktoére wyrazenia opisujg pole trapezu?

() 3(2z—a) 4z
() 3(2z-a)(4z + 2a)
()] Bz + a)(2z— a) — z(2z - a)

()] Bz + a)(2z—a)- (z + a)(2z - a)



Cwiczenie 16

Zapisz w najprostszej postaci wyrazenie algebraiczne opisujace

1. réznice kwadratu liczby nieparzystej 2n + 1 iiloczynu dwdch kolejnych liczb
nieparzystych mniejszych od nigj

2. sume kwadratu liczby parzystej 2n i iloczynu dwdch kolejnych liczb parzystych wiekszych
od nigj

Cwiczenie 17

Obraz bez ramy jest prostokatem o dtugosci 2x — 1 iszerokosci x + 4. Szerokos¢ ramy,
w ktérej znajduje sie obraz stanowi 10 % dtugosci obrazu. Jakie pole powierzchni zajmuje
obraz zrama? O ile wieksze jest pole powierzchni obrazu od pola powierzchni ramy?



Wytaczanie wspolnego czynnika przed nawias

Zapamietaj!

Jezeli w kazdym ze skladnikow sumy algebraicznej wystepuje taki sam czynnik, to mozna
ten wspolny czynnik wylaczy¢ przed nawias.
Przyktad 1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2



https://zpe.gov.pl/a/DIghC8PDo

s q ST ~ - L : —

ﬁ1j1111'1“]'14,
B  48xy2-3 6x%y = -
_-2-2-2-2-3-x-y-y-2.2.3.3.,(.,(.y
48xy2-36x2y=2.2.3.x.y.(2.2.y_3,x)

f

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!
Wylaczanie wspolnego czynnika przed nawias to zamiana sumy algebraicznej na iloczyn.

Cwiczenie 1
Wytacz najwiekszy wspolny czynnik przed nawias.
1. -3z + 5xy — 4z’
2.4a’b* - 12a’b + 8a’b?
3.— 15zy* + 3kl — 9ab’®
4.0,2ab + 1,2a%*b* + 0,6a°b?
5. %xy — %3}2y2 + %xyg’

6. —4,8abc? + 2,4a%bc + 1,2abc


https://zpe.gov.pl/a/DIghC8PDo

Cwiczenie 2

Wytacz wspdlny czynnik przed nawias i doprowadz wyrazenie w nawiasie do najprostszej
postaci.

1. 3z - 5y)(—3z + 2y) + (3z - 5y)(4z + 3y)

2.(—2a + 3b)(z—y) — (—2a + 3b)(—2z + 5y)

3.(3ab — 5¢)(—2a + 4b—¢) + (3ab — 5¢)(a + 3b— 2c)

4. (42® + 5y°) (- 32° - 2¢%) — (42® + 5y°) (2 + 3y°)

5. (a— 2b)(4a + 5b) — (a— 2b)(—3a + 8b) + (a— 2b)(—a + 4b)

Cwiczenie 3

Przeciagnij i upus¢ podane wyrazenia tak, aby otrzymane rownosci byty prawdziwe.

a) 18xz3y% — 32%y? + 1229% = (6:1:2 —x+ 4)

b) —20a%” + 15a"0° + 30a%bt = —5a%?(] -3 —6ab?)

00,52y’ — 2,527 + 1,55% — 2 = 0,se? (1 sapt | o)
Dhat bt kb BaW = (o a+d-faw)

e) 2k 3m — 8kI*m? + 10K31>°m? — 192k20m? = 2kim """"""" —APm
Sekm)

%ab ‘ 3xy? ‘ 1> — ‘ k312 ’ ‘ 3x2 ’ W W ‘ k213</math ’ 5k%lm? m

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 4

Po wytaczeniu przed nawias najwiekszego wspdélnego czynnika wyrazenie
20z3y* — 142%y® + 82?9y ma postac

O 2z%%(10zy® - Ty + 4)
O 2y*(10z%y? - T2y + 4a2?)
O 2xy(10z%y® - Tzy® + 4xy)

O 222(10zy* - Ty® + 44?)

Cwiczenie 5

Po wytaczeniu przed nawias wspolnego czynnika i doprowadzeniu do najprostszej postaci
wyrazenia (— 2xy + 32)(3x — 4y) — (3x— 4y)(xy — 5z) otrzymamy

O Bz - 4y)(— 3xy — 22)
O Bz - 4y)(— 3xy + 82)
O Bz - 4y)(— xy + 82)

O Bz - 4y)(— xy - 22)



Cwiczenie 6

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Szerokosc¢ prostokata o polu 9:c2y2 + 6xy2 i dtugosci 3xy2 wynosi 3x + 2.

Dtugoé¢ przekatnej rombu o polu 0,25a?b + 1,5ab i drugiej przekatnej dtugosci
ab wynosi 0,5a + 0,3.

ugosc¢ boku kwadratu o obwodzie 8a“ + 12 ab wynosi 2a + 3b.
Dtugos¢ boku kwad bwodzie 8a? 12 ab i2 3b

2

(] Wysokos¢ trapezu o polu %:1: + %xy i sumie podstaw x wynosi x + %y.

Cwiczenie 7
Przeciagnij i upus¢ podane wyrazenia tak, aby otrzymane rownosci byty prawdziwe.

a)5x2_2$+1:5$(5 |
b) 8ab + 10a = 4ab( )
ooty + 30 =3y(_ )
d) 3zy — 622 = 32 ( ) _____
e) 2ab — 3b% + a2 = 2a( ______ |

..............

dety|[r 2 b- L z|[b- e

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8
Potacz w pary.

2z%y® — dxy? + 82y 62> (3wy2 —y+ 2332)
4zy? — 122%° + 622y 2ar:y(2y2 — b6xy + 333)
10z4y? — 82313 + 4x%y 327y’ (22 — 1 + 4y)

6z3y? — 3z2y? + 12223 2z%y (5z%y — 4zy® + 2)
18xz3y* — 62213 + 12242 2zy(zy® — 2y + 4z)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10

Wyznacz wysoko$¢ prostopadtoscianu, ktérego objetos¢ wynosi 24a3b? + 18a?bc,
a podstawag jest prostokat o wymiarach 2a i 3 ab.

Cwiczenie 11

Ania kupita 4 zeszyty po a zt i 2 dtugopisy, z ktérych kazdy byt o y% taniszy od zeszytu. Zapisz
w postaci wyrazenia algebraicznego koszt zakupéw Ani, a nastepnie przedstaw to wyrazenie
w postaci iloczynu.

Cwiczenie 12

Podstawg prostopadtoscianu jest prostokat o bokach 2a + 3b i 3a — b, a wysokos$¢
prostopadtoscianu wynosi a + 3b. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego pole
powierzchni bocznej tego prostopadtoscianu. Wyrazenie przedstaw w postaci iloczynu.

Cwiczenie 13

Wykaz, ze suma trzech kolejnych liczb nieparzystych, z ktérych najmniejszg jest 2n + 1, jest
podzielna przez 3.



Cwiczenie 14

Wykaz, ze réznica liczby trzycyfrowej, ktorej cyfra setek jest x, cyfra dziesiagtek jest y, a cyfra
jednosci jest z, i liczby trzycyfrowej, ktéra powstanie po zamianie miejscami cyfr setek
i jednosci jest podzielna przez trzy.

Cwiczenie 15

Wyznacz, za pomocg wytaczania wspoélnego czynnika przed nawias, dtugos¢ boku kwadratu,
ktorego obwad jest rowny obwodowi prostokata o bokach ba + 2b— 8 i3a — b + 2.

Cwiczenie 16

Wykaz, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb parzystych, z ktérych najmniejsza jest 2n,
jest podzielna przez 4.



Twierdzenia i ich rodzaje

Zapamietaj!

» Twierdzeniem nazywamy zdanie, ktore opisuje jakis fakt, zaleznos¢ lub rownosc,
ktore potrafimy udowodni¢, korzystajac ze znanych, wczesniej uzasadnionych
prawd. Pierwsza cze¢sc¢ takiego zdania to zalozenie, ktore opisuje warunki, przy
ktorych spetnione jest twierdzenie.

o Druga czeSc¢ to teza zawierajgca wiasnos¢, ktora zachodzi, gdy spelnione sg warunki
opisane w zalozeniu.

» Twierdzenie uznajemy za prawdziwe, jezeli potrafimy je udowodni¢. Dowodzenie
twierdzenia polega na przeprowadzeniu takiego rozumowania, by z warunkow
podanych w zalozeniu wynikatly wlasnosci sformutowane w tezie.

» Najczesciejzatozenie poprzedza stowo ,jezeli”, a teze stowo ,to”.

ra-h.

N[

\Jeieli podstawa trojkata ma dlugosc a, wysokos¢ jest rowna h/, to\pole tréjkata jest rowne P =

' 4 )

zalozenie teza

/

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 1

”

Przyklady twierdzen zbudowanych wedtug wzoru ,jezeli ..., to ..."

» Jezeli cyfra jednosci liczby naturalnejjest 0, to liczba ta jest podzielna przez 10.

 Jezeli bok trojkgta rownobocznego ma dtugosc a, to obwod tego trojkata jest rowny
3a.

» Jezeli na trojkacie prostokgtnym jest opisany okrag, to Srodek tego okregu lezy na
przeciwprostokatnej trojkata.

Twierdzenie odwrotne
Twierdzenie odwrotne do twierdzenia T' to twierdzenie, w ktorym zatozenie twierdzenia
T jest tezg, a teza twierdzenia T jest zalozeniem.

Tabela. Dane

Czy Czy
twierdzenie twierdzenie
jest jest

Twierdzenie J ) Twierdzenie odwrotne J )
prawdziwe, prawdziwe,
czy czy

fatszywe? fatszywe?



Jezeli czworokat jest
kwadratem, to jego
przekatne przecinaja si¢
pod katem prostym.

Jezeli liczba naturalna
wieksza od 2 jest liczba
pierwszg, to jest liczba
nieparzystg.

Jezeli liczba naturalna
jest podzielna przez 5, to
jest podzielna przez 10.

Twierdzenie
prawdziwe

Twierdzenie
prawdziwe

Twierdzenie
fatszywe

Jezeli w czworokacie
przekatne przecinaja si¢
pod katem prostym, to jest
on kwadratem.

Jezeli liczba naturalna
wieksza od 2 jest liczba
nieparzystg, to jest liczbg
pierwsza.

Jezeli liczba naturalna jest

podzielna przez 10, to jest
podzielna przez 5.

Twierdzenie
fatszywe

Twierdzenie
fatszywe

Twierdzenie
prawdziwe

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia prawdziwego moze by¢ prawdziwe lub fatszywe.

Dane twierdzenie i twierdzenie odwrotne mozna zapisa¢, uzywajac spojnika ,wtedy i tylko

wtedy”, w postaci jednego twierdzenia, majgcego posta¢ rownowaznosci.



Twierdzenie Pitagorasa

Twierdzenie Pitagorasa

Jednym z wazniejszych twierdzen w matematyce jest twierdzenie zwane dzisiaj
twierdzeniem Pitagorasa. Twierdzenie to prawdopodobnie znali juz starozytni Egipcjanie,
Chinczycy i Hindusi. Starozytni Grecy jego odkrycie i dowod przypisywali greckiemu
matematykowi Pitagorasowi .

Ciekawostka

Pitagoras to grecki filozof i matematyk, urodzony okoto 572 r. p.n.e. Zatozyt szkote
filozoficzng, ktora przeksztalcita sie w zwiazek pitagorejski. Pitagoras i jego uczniowie
zajmowali si¢ wieloma dziedzinami wiedzy. Dokonali tez wielu odkry¢ matematycznych,
np. udowodnili, ze suma katow w trojkacie jest rowna katowi potpetnemu. Jako pierwsi
wyodrebnili liczby parzyste i nieparzyste, odkryli liczby niewymierne, wprowadzili
pojecie podobienstwa figur. Sformutowali zasady budowy wieloscianow foremnych.
Przyktad 1

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DFZ2S5pne
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Na podstawie wykonanego ¢wiczenia mozemy stwierdzi¢, ze jezeli trojkat jest
prostokatny, to suma pol kwadratow zbudowanych na przyprostokatnych jest rowna polu
kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatne;j.

Odkryta przez nas wlasnos¢ nosi nazwe twierdzenia Pitagorasa.

Twierdzenie to mozna sformutowac tez inaczej, wykorzystujac zalezno$¢ miedzy

dtugosciami bokow trojkata prostokgtnego.


https://zpe.gov.pl/a/DFZ2S5pne

Twierdzenie: Twierdzenie Pitagorasa
Jezeli a i b sg dlugo$ciami przyprostokatnych, za$ ¢ dtugo$cia przeciwprostokatnej
w trojkacie prostokgtnym, to zachodzi zwigzek
a? +b2 = ¢
C
a
B
b

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O dowodach twierdzenia Pitagorasa

Znanych jest wiele dowodow twierdzenia Pitagorasa, zarowno geometrycznych, jak

i algebraicznych. Oryginalne dowody tego twierdzenia podato wiele znanych postaci
historycznych, niezwigzanych bezposrednio z matematykg, np. jeden z prezydentow
Stanow Zjednoczonych, Leonardo da Vinci, francuski pisarz Ernest Renan.



Cwiczenie 1

Przeksztat¢ kwadraty zbudowane na przyprostokatnych tréjkata prostokatnego

w réwnolegtoboki. Zauwaz, ze pola tych réwnolegtobokéw sg takie same jak pola kwadratow,
z ktérych powstaty. Otrzymane réwnolegtoboki przeksztaté w prostokaty.

Przesun prostokaty, tak aby pokryty w catosci kwadrat zbudowany na przeciwprostokatne;j.
Sformutuj wniosek.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DFZ2S5pne

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DFZ2S5pne

Cwiczenie 2

Sprawdz, ze dla tréjkata ostrokatnego teza twierdzenia Pitagorasa nie zachodzi.
Elementy kwadratéw zbudowanych na dwdch bokach tréjkata ostrokatnego nie mieszczg sie
w kwadracie zbudowanym na najdtuzszym boku.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DFZ2S5pne

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Mozna udowodni¢, ze suma kwadratéow dtugosci dwéch bokdw tréjkata jest réwna
kwadratowi dtugosci najdtuzszego boku tylko w przypadku trojkatéow prostokatnych. Dla
trojkatow ostrokatnych oraz tréjkatow rozwartokatnych réwnosc ta nie zachodzi.


https://zpe.gov.pl/a/DFZ2S5pne

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DFZ2S5pne
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 2

Na bokach trojkata prostokatnego ABC zbudowano prostokaty.

Zmieniaj wielkoS¢ tych prostokgtow. Porownujw kazdym przypadku sume pol
prostokatow zbudowanych na przyprostokatnych z polem prostokata zbudowanego na
przeciwprostokatnej. Co zauwazasz?

W przypadku odpowiednich prostokatow zbudowanych na bokach trojkata
prostokatnego rowniez spetniony jest zwigzek wynikajacy z twierdzenia Pitagorasa.
Okazuje sie, ze jezeli na bokach trojkata prostokatnego zbudujemy dowolne wielokaty
podobne (czyli takie, ze jeden z nich jest obrazem drugiego w pewnej skali), to suma tych
pol, ktore sa zbudowane na przyprostokatnych, jest rowna polu tego wielokata, ktory jest
zbudowany na przeciwprostokatne;.



https://zpe.gov.pl/a/DFZ2S5pne

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DFZ2S5pne
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DFZ2S5pne

Cwiczenie 3

Zmieniaj odpowiednio ksztatt i wielkos¢ wielokatéw zbudowanych na bokach tréjkata
prostokatnego. Sprawdz, ze dla pdl tych wielokatow spetniony jest zwigzek miedzy polami
wielokatow, wynikajacy z twierdzenia Pitagorasa.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DFZ2S5pne

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DFZ2S5pne

Obliczanie dtugosci bokéw w tréjkacie
prostokatnym

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, mozna obliczy¢ dtugos¢ jednego z bokow tréjkata
prostokatnego, majac dane dtugosci dwoch pozostatych bokow.
Przyktad 1

W trojkacie prostokgtnym diugosci przyprostokatnych sg rowne 3 i 4. Znajdzmy dtugosc
przeciwprostokatnej c tego trojkata.

\
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapisujemy rownos¢ wynikajaca z twierdzenia Pitagorasa, z ktorej wyznaczamy dlugos¢

przeciwprostokatne;j.
a? +b? = ¢
¢ =4%+ 3?
=16+ 9
=25
Rownanie
=25

ma dwa rozwigzania ¢ = /25 lub ¢ = —+/25. Dlugos¢ boku trojkata wyraza si¢ liczba
dodatnig, zatem uwzgledniamy tylko rozwigzanie dodatnie.

c= V25

c=25




Przeciwprostokatna trojkata ma dtugosc 5.
Przyktad 2

Jedna z przyprostokatnych trojkata prostokatnego ma dtugos¢ 7 cm,
a przeciwprostokatna ma dtugos¢ 25 cm. Oblicz dtugo$¢ drugiej przyprostokatne;j.

25 ecm

7T cm

N

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oznaczamy x - dlugos¢ drugiej przyprostokatnej, x > 0. Korzystamy z twierdzenia
Pitagorasa.

z? + 7% = 25°

x? + 49 = 625

z? = 625 — 49
z? = 576
z = /576
x =24

Druga z przyprostokgtnych ma dtugos¢ 24 cm.
Przyktad 3

W tréjkacie prostokatnym dwa boki majg dtugosci 40 dm i 41 dm. ZnajdzZ dtugosc¢
trzeciego boku tego trojkata.

Oznaczmy x - szukang dtugo$¢ boku trojkata (z > 0).

Dlugosc¢ boku znajdziemy, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa.

Rozpatrzymy dwa przypadki

Tabela. Dane
1 przypadek 2 przypadek
Bok, ktorego dlugosci szukamy, jest Bok, ktorego dlugosci szukamy jest
przyprostokatng trojkata. przeciwprostokatng trojkata.

2 +40° = 41? 2 = 40% + 412



z? = 1681 — 1600 z? = 1600 + 1681

z? =81 z? = 3281
z=9 z = /3281

Dhugoé¢ trzeciego boku trojkata jest rowna 9 dm lub v/3281 dm.

Cwiczenie 1

W podanym twierdzeniu wskaz zatozenie i teze. Czy twierdzenie jest prawdziwe?
1. Jezeli liczba naturalna dodatnia jest wielokrotnoscia 6, to jest podzielna przez 3.
2. Jezeli pole kwadratu jest réwne 64, to jego obwéd jest réwny 32.

3. Jezeli punkt lezy w uktadzie wspotrzednych na osi X, to jego druga wspdtrzedna jest
réowna 0.

4. Jezeli wielokat jest trapezem, to jego przekatne zawsze przecinajg sie pod katem prostym.
Cwiczenie 2

”

Sformutuj podane twierdzenie, korzystajac ze schematu ,jezeli ... to".
1. Pole kwadratu o boku dtugosci a jest réwne a?.

2. W tréjkacie réwnobocznym kazdy kat ma miare 60°.

3. Liczba naturalna podzielna przez cztery jest liczba parzysta.



Cwiczenie 3

Oblicz pole zamalowanego kwadratu.

a) b)

12

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4

Oblicz obwéd i pole zamalowanego tréjkata.

a) b)
C
625
C
o4 49
[ B\
A B A B
36

Zrodto: Zespo6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

20
/]
B
c)
1681
C
B
A
1600




Cwiczenie 5

Wszystkie znajdujace sie na rysunku tréjkaty sg prostokatne. Trojkaty niebieskie sg przystajace.
Wykaz prawdziwos$¢ twierdzenia Pitagorasa, korzystajac z instrukcji:

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D2ZrWe7fk

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

1. z tréjkatéw na rysunku zbuduj trapez

2. oblicz pole trapezu jako sume pdl trojkatow

3. oblicz pole trapezu, korzystajgc z odpowiedniego wzoru

4. poréwnaj otrzymane wyrazenia

5. sprowadz do najprostszej postaci zapisang rownosé

6. wyciagnij wniosek


https://zpe.gov.pl/a/D2ZrWe7fk

Cwiczenie 6

Rysunek przedstawia latawiec, czyli czworokat, ktérego przekatne sg prostopadte. Na bokach
latawca zbudowano kwadraty.

Zmieniaj potozenie punktu N, rowniez tak, aby uzyskac trojkat prostokatny. W kazdym
przypadku poréwnuj sumy pél kwadratéw lezacych naprzeciw siebie. Co zauwazasz?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D2ZrWe7fk

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 7

Zapisz rownosc¢ wynikajaca z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata prostokatnego
przedstawionego na rysunku.

a) b) c)

m

: N

4 m

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D2ZrWe7fk

Cwiczenie 8

Tréjkaty na rysunku sg prostokatne. Niektére z bokdw sg wyrdznione kolorem zielonym.
Znajdz dtugosci tych bokéw.

a) b) c)

10

15 x 10

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9

Dtugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego sg réwne a, b, natomiast dtugosé
przeciwprostokatnej jest réwna c. Uzupetnij tabelke.

Tabela. Dane
a b c
a) 6 8
b) 10 26

c) 60 61



Cwiczenie 10

Tréjkaty na rysunku sg prostokatne. Oblicz dtugosci bokéw oznaczonych literami.

a V5 b
4 c
V11
5
1

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11
Oblicz obwéd trojkata prostokatnego, w ktorym
1. przyprostokatne majg dtugosci 1 cm i 3 cm,
2. przyprostokatne sg rowne m i 3m, gdzie m > 0, a przeciwprostokatna ma dtugosc 2410

3. jedna z przyprostokatnych ma dtugosé 16 m, a przeciwprostokatna ma dtugos¢ 20 m.



Cwiczenie 12
Oblicz pole tréjkata prostokatnego, w ktorym
1. jedna z przyprostokatnych ma dtugos$¢ 6 cm, a przeciwprostokatna ma dtugosc 6,5 cm,

2. przeciwprostokatna ma dtugos¢ 10 cm, a jedna z przyprostokatnych jest dwukrotnie
krotsza od drugiej,

3. jedna z przyprostokatnych ma dtugosc 1% m, a przeciwprostokatna ma dtugos¢ 5 m.
Cwiczenie 13

W trojkacie prostokatnym najdtuzszy bok ma dtugosc¢ 41, a najkrotszy 9. Wynika z tego, ze
Srednia arytmetyczna dtugosci wszystkich bokéw trojkata jest rowna

25
30

40

o O O O

20



Cwiczenie 14

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Jezeli trojkat jest prostokatny, to kwadrat dtugosci jednej z przyprostokatnych jest
(] réwny réznicy kwadratéw dtugosci przeciwprostokatnej i drugiej
z przyprostokatnych.

0 Jezeli dtugosci dwoch bokéw tréjkata wyrazaja sie liczbami naturalnymi, to dtugosé
trzeciego boku tez wyraza sie liczbg naturalna.

0 Dtugos¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego jest réwna sumie dtugosci
przyprostokatnych.

0 Dtugos$¢ najkrotszego boku trojkata prostokatnego jest dwukrotnie krotsza od
dtugosci przeciwprostokatne;.

Cwiczenie 15

W tréjkacie prostokatnym przyprostokatne maja dtugosci a, b, natomiast przeciwprostokatna
ma dtugosc c. Jeden z bokdw tréjkata wyraza sie liczbg, ktoéra nie jest wymierna, gdy

O b=24,c=25
() a=9,c=15
() a=8,b=15

(O a=4,b=5

Cwiczenie 16

Losujemy dwie liczby naturalne a, b ze zbioru liczb naturalnych od 1 do 25. Liczby a, b s3
dtugosciami przyprostokatnych tréjkata. Znajdz dtugosc przeciwprostokatnej c.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D2ZrWe7fk
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D2ZrWe7fk

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Przyktad 1
o Twierdzenie

Jezeli trojkat prostokatny jest rownoramienny, to jego katy ostre maja rowne miary.
o Twierdzenie odwrotne

Jezeli katy ostre w trojkacie prostokatnym maja rowne miary, to trojkat ten jest
rownoramienny.

e ROwnowaznos¢

Trojkat prostokatny jest rownoramienny wtedy i tylko wtedy, gdy jego katy ostre maja

rowne miary.

Jezeli twierdzenie jest prawdziwe i twierdzenie do niego odwrotne tez jest prawdziwe, to
utworzona z nich rownowaznos¢ jest rowniez prawdziwa.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Wiemy juz, ze zamiana zatozenia z tezg nie zawsze prowadzi do twierdzenia prawdziwego.
W przypadku twierdzenia Pitagorasa twierdzenie odwrotne jest tez prawdziwe.
Twierdzenie: Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratow dlugosci dwoch bokow trojkata jest rowna kwadratowi dtugosci
trzeciego boku, to trojkat ten jest prostokatny.

W zastosowaniach praktycznych postugujemy sie ponizszg wersja twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia Pitagorasa.
Wazne!

Jezeli liczby a, b, c bedace dlugosciami bokow trojkata (gdzie ¢ — dlugos¢ najdtuzszego
z bokow) spetniajg warunek

a® +b* =2,

to trojkat ten jest prostokatny.

Znajac dtugosci bokow trojkata i wykorzystujac twierdzenie odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa, mozna stwierdzi¢, czy trojkat jest prostokatny.
Przyktad 2



Sprawdzimy, czy trojkat o bokach dlugosci 15, 17, 8 jest prostokatny.
Ustalamy, ze najdtuzszy bok trojkgta ma dlugosc 17.

e Obliczamy kwadrat liczby 17.
17 = 289
e Obliczamy sume kwadratow dlugosci dwoch krotszych bokow.
157 + 8% = 225 + 64 = 289
e Porownujemy znalezione liczby.
289 = 289

Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa stwierdzamy, Ze trojkat
o bokach dtugosci 15,17 i 8 jest trojkatem prostokgtnym.
Przyktad 3

Sprawdzimy, czy trojkat o bokach dtugoéci 2, 3, 24/3 jest tréjkatem prostokatnym.
e Oznaczmy

a=2
b=3
¢ = 24/3 - dlugo$¢ najdhuzszego boku
o Sprawdzimy, czy a® + b? = 2.
o Obliczamy sume¢ kwadratow dlugosci krotszych bokow i kwadrat dtugosci
najdtuzszego boku.

A +b0"=2"4+3"=4+9=13
2
¢ =(2v3) =4-3-12
» Poréwnujemy znalezione liczby.
13 # 12,
czyli
a L b? £

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa stwierdzamy, ze trojkat nie jest trojkatem
prostokatnym (gdyby by} prostokatny, to musialaby by¢ prawdziwa réwnosé a? + b? = c?
)-



Trojki pitagorejskie

Starozytni Egipcjanie wyznaczali kat prosty, wykorzystujac trojkat prostokatny o bokach
dtugosci 3, 4, 5, nazywany obecnie trojkatem egipskim.

Hindusi postugiwali sie trojkgtem o bokach dtugosci: 5, 12, 13.

W obu przypadkach dtugosci bokow trojkatow wyrazaty sie liczbami naturalnymi.
Trojki liczb naturalnych a, b, ¢, ktore wyrazajg dlugosci bokow tréjkata prostokatnego,
nazwano trojkami pitagorejskimi. Na podstawie twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Pitagorasa mozna stwierdzi¢, ze poszukiwanie ich sprowadza si¢ do
rozwigzania rOwnania

a® + b* = ¢

Odkrycie ogodlnej metody znajdowania tych liczb przypisuje si¢ matematykowi
greckiemu Diofantosowi, zyjacemu w III wieku n.e. w Aleksandrii. Wyznaczat on trojki
pitagorejskie wedtug wzoru

a=m? —n?

b=2mn

c:m2+n2,

gdzie m, n dowolne liczby naturalne wzglednie pierwsze, ktore nie sg jednoczesnie

nieparzyste i takie, ze m > n.

Na przyktad.
Niechm =3,n =2

a=3-22=9—-4=5
b=2e302=12

c=32+22=9+4=13

Trojke pitagorejska tworzg liczby: 5,12, 13.
Niektore trojki pitagorejskie

Tabela. Dane
a 3 5 7 9 11 15

b 4 12 24 40 60 8
c 5 13 25 41 61 17



Cwiczenie 1

Zapisz dowolng trojke pitagorejska.

1. Pomnéz kazda z zapisanych liczb przez te samg dowolng liczbe naturalng wiekszg od 1.
Sprawdz, czy utworzone w ten sposoéb liczby tworzg tréjke pitagorejska. Co zauwazasz?

2. Pomndz kazdg z zapisanych liczb przez te samga, dowolng liczbe dodatnia.

Sprawdz, czy utworzone w ten sposéb liczby tworzg tréjke pitagorejska. Co zauwazasz?

Okreslanie rodzaju trojkata z wykorzystaniem
twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika, ze jezeli suma pol kwadratow
zbudowanych na krotszych bokach trojkata jest rowna polu kwadratu zbudowanego na
najdtuzszym boku, to trojkat ten jest prostokatny.

Zastanowimy si¢ teraz, czy mozna okresli¢ rodzaj trojkata, wiedzac, ze suma pot kwadratow
zbudowanych na krotszych bokach trojkata jest mniejsza (albo wigeksza ) od pola kwadratu
zbudowanego na najdtuzszym boku.



Cwiczenie 2

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D41QdBS0k

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Na bokach tréjkata ABC skonstruowane sg kwadraty.

Zmien czterokrotnie potozenie wierzchotkow tréjkata ABC, tak aby w kazdym przypadku bok
A C byt najdtuzszym bokiem i aby suma pdl kwadratéw zbudowanych na bokach AB i BC
byta wieksza od pola kwadratu zbudowanego na boku AC. Okresl w kazdym przypadku rodzaj
otrzymanego trojkata (prostokatny, ostrokatny czy rozwartokatny). Zapisz twierdzenie, ktére
mozesz sformutowac na podstawie obserwac;ji.

1. Sformutuj tez twierdzenie odwrotne i sprawdz na 3 przyktadach, czy jest prawdziwe.

2. Powtérz ten sam eksperyment , tak zmieniajac potozenie wierzchotkéw trojkata ABC,
aby suma pdl kwadratéw zbudowanych na bokach AB i BC byta mniejsza od pola
kwadratu zbudowanego na boku AC.

3. Sformutuj odpowiednie twierdzenie i twierdzenie do niego odwrotne.

Wazne!

Na podstawie przeprowadzonych eksperymentéw mozemy sformutowac dwie pary
twierdzen:


https://zpe.gov.pl/a/D41QdBS0k

» Jezeli suma pol kwadratow zbudowanych na krotszych bokach trojkata jest wieksza
od pola kwadratu zbudowanego na najdtuzszym boku, to trojkat jest ostrokatny.

» Jezeli trojkat jest ostrokatny, to suma pol kwadratow zbudowanych na krotszych
bokach troéjkata jest wieksza od pola kwadratu zbudowanego na najdtuzszym boku.
 Jezeli suma pol kwadratow zbudowanych na krotszych bokach trojkata jest mniejsza

od pola kwadratu zbudowanego na najdtuzszym boku, to trojkat jest rozwartokatny.
» Jezeli trojkat jest rozwartokatny, to suma pol kwadratéw zbudowanych na krotszych

bokach troéjkata jest mniejsza od pola kwadratu zbudowanego na najdtuzszym boku.

Twierdzenia sformutowali$my na podstawie obserwacji, ale mozna udowodni¢, ze
twierdzenia te sg prawdziwe.
Twierdzenie: Rodzaje tréjkatéow a dtugosci bokéw

Niech liczby a, b, ¢, gdzie ¢ > aic > bbeda dlugosciami bokow trojkata.

« Trojkat ten jest prostokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a? + b* = 2.

o Trojkat ten jest ostrokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a® + b* > 2.

o Trojkat ten jest rozwartokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a? + b* < 2.
Przyktad 4

Trojkat o bokach diugosci 6, 7, 8 jest ostrokatny, bo
6> + 72 = 85 > 64 = 8°.
Trojkat o bokach diugosci 4, 4, 7 jest rozwartokatny, bo
42447 =32<49="T7"

Cwiczenie 3

Sformutuj twierdzenie odwrotne do podanego twierdzenia. Czy twierdzenie to jest prawdziwe,
czy fatszywe?

1. Jezeli dwa trojkaty sg przystajace, to odpowiadajace sobie boki obu tréjkatéw majg réwne
dtugosci.

2. Jezeli katy z i y sa katami przylegtymi, to ich suma jest rowna katowi potpetnemu.

3. Jezeli tréjkat jest rownoboczny, to srodek okregu opisanego na tym tréjkacie jest punktem

wspolnym trzech wysokosci tego trojkata.



Cwiczenie 4

Czy trojkat o bokach dtugosci k, d, c jest prostokatny?

(] k= +v/3m,d= v/13m,d= 4m
()] k=+v29mm, d= 5mm, ¢c= 2mm
(] k= 2cm,d= 3cm, c=4cm

() k=3dm, d=+10dm, c= 1dm

Cwiczenie 5

Tréjkatem prostokatnym jest tréjkat o bokach dtugosci

7 cm, 11 cm, 13 cm

3 cm, 5 cm, 6 cm

7 cm, 1 cm, 5v/2 cm

o O O O

2 cm, 4 cm, 3v5 cm



Cwiczenie 6
Liczba n jest liczba naturalng dodatnia. Trojkatem prostokatnym jest trojkat o bokach dtugosci
n,2n, nV7

n, 2n, nv'3

o O O

2n, 2n,3n

() 5n,2n,4n

Cwiczenie 7

Liczba a jest dodatnia i wieksza od 1. Czy tréjkat o bokach podanej dtugosci jest prostokatny?

O 3a, a,aV10
() 8a, 6a, 3a

O a®,a—1, 3a

Cwiczenie 8

Boki trojkata prostokatnego maja dtugosci a, 11, 61, gdy

() a=159
() a=60
() a=255
() a=63



Cwiczenie 9
Czy tréjkat o podanym stosunku dtugosci bokéw jest prostokatny?
(] 24:7:25
(] 2:3:2
(] 17:15: 8
(] 5:4:3
Cwiczenie 10

Trawnik ma ksztatt trojkata, ktérego boki pozostajg w stosunku 25 : 24 : 7. Na ogrodzenie
trawnika zuzyto 224 m ptotka. Sprawdz, czy trawnik ma ksztatt tréjkata prostokatnego.

Cwiczenie 11
Znajdz sume dtugosci przekatnych p i d prostokata o bokach dtugosci a i b.

lL.a= 9cm, b= 12 cm
p+d=...cm

2.a= 2 cm, b= V5 cm

3.a= 3 cm, b= 3v3 cm
p+d =---cm

4.a= 9 dm, b = 40 dm
p+d=...cm



Cwiczenie 12

Podaj przyktady pary liczb naturalnych, ktére mogg by¢ dtugosciami bokéw trojkata
prostokatnego, w ktérym przeciwprostokatna ma dtugosé¢ 100.

Cwiczenie 13

W tréjkacie prostokatnym jeden z bokéw ma dtugoséé 2 cm, a drugi jest o 1 cm dtuzszy. Oblicz
pole trojkata. Rozpatrz wszystkie mozliwosci.

Cwiczenie 14

n’—1 n’+1

Boki trojkata pitagorejskiego maja dtugosci: n, 5=, =5

, gdzie n jest liczba naturalng
nieparzysta, wieksza od 1.
Znajdz obwadd i pole tego trojkata, gdy

1ln=3
2.n=9
3.n=11

Cwiczenie 15

1. Wykaz, ze liczby a, b, c postaci
a=m?—n? b= 2mn,c =m?+ n? gdziem, nto dowolne liczby naturalne
wzglednie pierwsze, ktore nie sg jednoczesnie

liczbami nieparzystymi i takie, ze m > n, sg dtugosciami bokéw trojkata prostokatnego.
2. Wykaz, ze mnozac przez te samg liczbe dodatnig, kazda z liczb
2

a=m?—n%b=2mn,c=m?+n?

tworzacych tréjke pitagorejska, otrzymujemy réwniez tréjke pitagorejska.



Cwiczenie 16

Sprawdz dla trzech dowolnych liczb naturalnych n > 1, czy liczby postaci
2n+1, 2n? +2n, 2n® +2n+1

moga byc¢ dtugosciami bokdw trojkata prostokatnego.

Cwiczenie 17

Przyprostokatne trojkata prostokatnego sg rowne m + 1 i 4, gdzie m jest liczbg dodatnia.
Przeciwprostokatna tego tréjkata ma dtugos¢ m + 3. Znajdz liczbe m.

Cwiczenie 18

Znajdz liczbe m < 16, dla ktérej liczby m — 5, m — 4, m — 3 sg dtugosciami bokow tréjkata
prostokatnego.
Rozwigz zadanie algebraicznie i graficznie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D41QdBS0k

Zrédto: Zespét autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D41QdBS0k

Cwiczenie 19

Czy rownolegtobok o bokach dtugosci

(] 5, 5oraz przekatnej dtugosci 5+/2 jest prostokatem?

(] 2, 6 oraz przekatnej dtugosci 5 jest prostokatem?

(] 3, 4 oraz przekatnej dtugosci 5 jest prostokatem?

Cwiczenie 20

Sprawdz czy istnieje romb o boku dtugosci 13 oraz przekatnych dtugosci 10 i 24.

Cwiczenie 21

Na podstawie AB trojkata ABC obrano punkt D. Odcinek AC ma dtugosé¢ 5, odcinek CD ma
dtugosé 3, natomiast AD ma dtugos¢ 4. Wykaz, ze CD jest wysokoscia tréjkata ABC.

Cwiczenie 22

W trojkacie rownobocznym ABC punkt D jest srodkiem podstawy AB. Wykaz, ze odcinek
CD jest wysokoscia tego trojkata.



Szczegolne trojkaty prostokatne

Trojkat prostokatny rownoramienny

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DIhAESFUY

w2

2
a - dtugosc przyprostokatne;j # - dtugosc¢ przyprostokatne;j
av'?2 - diugosc przeciwprostokatnej x - dtugosc przeciwprostokatnej
45°, 45°, 90° - miary katow 45°, 45°, 90° - miary katow

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Aby podac¢ dtugosci bokow w trojkacie prostokatnym réwnoramiennym, wystarczy znac
dtugosc¢ tylko jednego z bokow.

Trojkaty prostokatne rownoramienne

42 1

0 V2

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 1

Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego rownoramiennego jest rowna 6. Oblicz
obwod L tego trojkata. Wymierne przyblizenie obwodu podaj z doktadno$cig do jednego
miejsca po przecinku.




N

a

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W trojkacie rownoramiennym przyprostokgtne sa rowne. Oznaczmy przez a dlugos¢
przyprostokatneji zapiszmy rownos¢ wynikajaca z twierdzenia Pitagorasa.

a® + a* = 6°

2a% = 36/ : 2
a’? =18
a=+18

Dtugos¢ przyprostokatnej wyraza si¢ liczba niewymierna. Mozemy w dalszych
rozwazaniach uwzglednia¢ wartos¢ doktadng: v/ 18 lub 3v/2 (wytaczajgc czynnik przed
znak pierwiastka) lub przyblizona

V18 =4,2426. ...~ 4,24
3v2=3-1412...~3-1,41 = 4,23

Obliczamy obwdd trojkata.

Tabela. Dane
sposob I sposob 11
L=+18++18+6 L=3V2+3v2+6
L=2V18+6 L=3V2+3V2+6
L~2-42446 L14 = 46
L ~ 14,48 L ~ 14,49

Obwdd prostokata jest rowny w przyblizeniu 14,5.



Przyktad 2

Obliczymy promien okregu opisanego na trojkacie prostokgtnym réwnoramiennym ABC
, ktérego pole jest rowne 4,5 cm?.

A

B C

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczymy dtugos¢ przyprostokatnej, korzystajac ze wzoru na pole trojkata.
P =1 .|AB|-|BC|, gdzie |AB| = |BC]|

LIAB)? =45
|AB|* =9
|AB| = 3,
bo
|AB| >0

Promien okregu opisanego na trojkacie jest rowny potowie diugosci
przeciwprostokatne;j.

_ 1AC|
= 5=

AC| = /IACP + [BC = VO +9 = 3v2
NN

r=1,5v2 cm

r

Promien okregu opisanego na trojkacie ABC jest rowny 1,54/2 cm.
Przyktad 3



Sze$ciokagt ABCDEF zbudowany jest z dwdch przystajgcych rownoramiennych
trojkatow prostokatnych. Przeciwprostokgtna w kazdym z tych trojkatéw ma dlugosc 12.
Stosunek dtugosci odcinkow EB do FE jest rowny 2 : 1. Obliczymy obwod wielokata

ABCDEF.
Stosunek dtugosci odcinkow EB do FE jest rowny 2 : 1, zatem

e dlugos¢ odcinka EB stanowi % dtugosci odcinka FB,
e dlugos¢ odcinka FE stanowi % dtugosci odcinka FB.

|[EB| = % - |FB|,|EB|=2%-12=38

|EF| = 1 - |[FB|,|EF| =} -12=14
C

3

F

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oznaczmy przez a - dlugos¢ przyprostokatnej trojkata ABC. Obliczamy a, korzystajac

z twierdzenia Pitagorasa.

a® + a® = 122
20 = 144
a’ = T2

a=+VT2
a=+36-2=6V2
Obliczamy obwod szes$ciokata ABCDEF.
L = |AF| + |FE| + |ED| + |DC| + |BC| + |BA|

L=a+|EF|+a+a+ ([EC|— |EB|) +a



L=4a+4+ (12 -38)
L=4-6V/2+4+4

L:4(6\/§+2)

Obwod szeSciokata jest rowny 4 (6\/5 + 2) :

Tréjkat o katach 30°, 60°, 90°
Przyktad 4
Bok trojkgta réwnobocznego ABC ma dlugo$¢ 2a. Obliczmy miary katow i dlugosci

bokéw trojkgta CDB, gdzie punkt D jest spodkiem wysoko$ci poprowadzonej
z wierzchotka C.

A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W trojkacie rownobocznym kazdy kat ma miare rowng 60°. Kgt ABC jest kagtem
w tréjkgcie rownobocznym, zatem jego miara jest rowna 60°.

|4 DBC| = 60°
Wysokos¢ CD jest prostopadia do podstawy AB, zatem kat CDB jest katem prostym.
|£ CDB| = 90°

Wysoko$¢ w tréjkacie réwnobocznym jest zarazem dwusieczng kata, zatem kat DCB ma
miare 60° : 2 = 30°.

|4 DCB| = 30°




Miary katéw w trojkacie CDB sg réwne 307, 60°, 90°.
Tréjkat DBC jest trojkatem prostokatnym, w ktorym przeciwprostokgtna ma dtugos¢ 2a.
Wysoko$¢ CD dzieli podstawe AB na dwa przystajgce odcinki.

z=|DB|=+|AB|=1-2a=a

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy dtugos¢ boku CD, czyli wysoko$¢ h
trojkata CDB.

h2 + a2 = (2a)°
h? = 4a? — a?
h? = 3a?
h = a3

boa>0ih >0

Boki trojkata CDB maja dtugoécei: 2a, a, av/3.

Wysokos¢ dzieli trojkat rownoboczny na dwa przystajgce trojkaty prostokatne. Miary
katoéw w kazdym z tych trdjkatow sa rowne: 307, 60°, 90°.

Jesli oznaczymy przez 2a dlugos¢ przeciwprostokatnejw tak otrzymanym trojkacie
prostokatnym, to dlugoéci pozostalych bokow sa rowne a i av/3 . Przy czym naprzeciw
kata o mierze 30° lezy przyprostokatna, ktorej dtugosc¢ jest dwukrotnie mniejsza od
dtugosci przeciwprostokatne;.

Wazne!

Trojkat prostokatny o katach 30°,60°,90°

N
3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

e 2a - dlugos¢ przeciwprostokatnej

e a - dlugosc¢ przyprostokatnejlezacejnaprzeciw kata 30°

« aV/3 - dlugoé¢ przyprostokatnejlezacej przy kacie 30°
Przyktad 5

Torba wykonana jest z dwoch jednakowych kawatkéw skory. Kazdy z nich ma ksztalt
trapezu rownoramiennego, w ktorym ramie i krotsza podstawa maja dtugos¢ 30 cm, a kat



rozwarty ma miare 120°.

lle cm? skory zuzyto na wykonanie tej torebki?

Obliczymy pole powierzchni jednego z kawatkow skory, z ktorego wykonana jest
torebka, czyli pole odpowiedniego trapezu.

X 30 cm X

m°\;

30 cm h
30°

30 cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wysokos$¢ poprowadzona z wierzchotka krotszej podstawy podzielita trapez na
czworokat i trojkat prostokatny o katach 307, 60°, 90°. Przeciwprostokatna w tym
trojkacie ma ditugos¢ 30 cm, zatem x = 15 cm (przyprostokatna lezgca naprzeciw kata
omierze 30°)i h = 15/3 cm (przyprostokatna lezaca przy kacie o mierze 30°).
Zatem wysokoé¢ trapezu jest réwna 15+/3cm, a dtuzsza podstawa ma diugosé

15cm +30cm + 15 cm = 60 cm.
Obliczamy pole trapezu.
p =930 153
P =675V3
P ~ 1170 cm?
Obliczamy, ile cm? skory zuzyto, aby wykona¢ torebke.
21170 = 2340
Na wykonanie torebki zuzyto okoto 2340 cm? skory.

Cwiczenie 1
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

W trojkacie prostokagtnym réwnoramiennym

() stosunek obwodu do dtugosci przeciwprostokatnej jest rowny \/§
() dtugosé przynajmniej jednego z bokdw jest wyrazona liczba niewymierna

() przeciwprostokatna jest dwukrotnie dtuzsza od przyprostokatnej

Cwiczenie 3

Katy tréjkata sa rowne 45°, 45°, 90°. Najdtuzszy bok ma dtugos$¢ m. Oblicz sume dtugosci
kroétszych bokow.

Cwiczenie 4

Dany jest tréjkat prostokatny rownoramienny. Oblicz obwdd L tego trojkata, wiedzac, ze
1. jego przyprostokatna ma dtugos¢ 2
2. przeciwprostokatna ma dtugo$é /72

3. pole jest rowne 8

Cwiczenie 5

Czy istnieje tréjkat prostokatny rownoramienny, ktérego dtugosci bokéw wyrazajg sie liczbami
naturalnymi?



Cwiczenie 6
Czy w tréjkacie ABC bok BC jest najdtuzszy? Wybierz poprawng odpowiedz.
l».Grafika statyczna
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
() Nie, poniewaz tréjkat ma dwa réwne katy.
() Tak, poniewaz tréjkat ma dwa réwne katy.

() Tak, trojkat jest prostokatny i BC jest jego przeciwprostokatna.

() Nie, trojkat jest prostokatny i BC jest jego przeciwprostokatna.

Cwiczenie 7

Oblicz obwdd trapezu.

a) b) C)

40 ecm 8 cm

A5° 45

20 ecm 42

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8

Miara kata rozwartego réwnolegtoboku jest rowna 135°. Dtuzszy bok jest rowny 16 dm.
Oblicz obwdd rownolegtoboku, wiedzac, ze jego wysokos¢ jest rowna 2 dm.

Cwiczenie 9
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10
Prawda czy fatsz?

l::'Rysunek tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych réwnych 9 i k oraz
przeciwprostokatnej a. Bok k lezy naprzeciw kata 30 stopni.
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

(] a—k=+2
) k=3V2
(] a=18

() k=3V3

Cwiczenie 11

W trojkacie prostokagtnym stosunek miary katéw ostrych jest rowny 2 : 1. Krétsza
przyprostokatna ma dtugosc¢ 10. Oblicz obwéd trojkata.



Cwiczenie 12

Na podstawie rysunku mozna stwierdzi¢, ze

~
~
~
= ~
~ [120°
~N
[ )
Yy xr
®
2V/3
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
3
O z+y= %

O z+y=2++3
O z+y=2V3

O :c+y=4\/§

Cwiczenie 13

Metalowy element ozdobny ma ksztatt trapezu przedstawionego na rysunku. lle m? blachy
potrzeba na jego wykonanie?

8m

60°

Sm

45° /

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 14

Punkty: E, F, G s3a $Srodkami bokéw trojkata rownobocznego ABC. Punkt D jest punktem
przeciecia srodkowych bokéw tego trdjkatai [DE| = 2.

O
A G B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz obwadd

1. trojkata EDB

2. trojkata EAB

3. trojkata ABC

4. czworokata FDEC
Cwiczenie 15

Szeroko$¢ prostokata jest réwna 4 dm. Znajdz sume dtugosci przekatnych tego prostokata,
wiedzac, ze przecinajg sie one pod katem 120°.



Cwiczenie 16

Dany jest okrag o $rodku w punkcie S i promieniu 3 m , gdzie m jest liczbg naturalng
dodatnia. Z punktu P lezacego poza okregiem poprowadzono styczne do okregu, przecinajace
sie pod katem 120°.

Dtugosc¢ odcinka SP jest réwna

O 6v3m
() 6m
O V3m

O 2v/3m

Cwiczenie 17

Przekatna prostokata dtugosci 8 cm jest nachylona do dtuzszego boku pod katem 30°. Oblicz
pole i obwéd prostokata.

Cwiczenie 18

Na tréjkacie opisano okrag o promieniu 7 dm. Oblicz trzy wysokosci trojkata, wiedzac, ze
miary katow tego trojkata sg w stosunku 3 : 2 : 1.

Cwiczenie 19

Oblicz dtugos¢ odcinka  w rombie.

a) b) )

’\ 5
X 20

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Pole figury. Jednostki pola

Pole figury

Wiemy juz, ze pole figury to nieujemna liczba okreslajgca, ile figur jednostkowych (lub ich
czesci) miesci sie w danej figurze.

) o Pole kazdego z wielokatow wyrazone za pomoca matej kratki.

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RxnK82x0xDIr3

Pole figury_atrapa_animacja_329
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Pole figury moze przyjmowac rozne wartosci liczbowe w zaleznosci od tego, jaka figure
przyjmiemy za jednostke miary.
Przyktad 1



file:///preview/resource/RxnK82x0xDIr3

Przyktad @ Przyktad @
O ]

Przyktad @ Przyktad @
74 4

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R1QtetDHMbYqL

Jednostki pola. Zamiana jednostek_atrapa_6085
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

Pole prostokata ABCD jest rowne 18, gdy za jednostke pola przyjmiemy kwadrat.

A D
O @
O O

B C

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Okresl przyblizone pole tego prostokata, przyjmujgc za jednostke pola figure wyrdzniong
kolorem zielonym.


file:///preview/resource/R1QtetDHMbYqL

a) b) C)

N HRN

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 3

Do zbudowania kazdej z figur: K, L, M uzyto tych samych trzech prostokatow.
Czy pola tych figur sg rowne? Jesli nie, to ktora z nich ma najwigksze, a ktéra najmniejsze
pole? Dlaczego?

Przykiad |1 |

Przyklad | j

Przykiad i

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIA8D500ZmGaj

Jednostki pola. Zamiana jednostek_atrapa_6086
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Jednostki pola

Zapamietaj!

1 m? to kwadrat o boku 1 m.

Inne najczesciej uzywane jednostki pola to: mm?, cm?, dm?, km?,

e 1 mm?



file:///preview/resource/R1A8D50OZmGaj

1 cm? = 100 mm?

1 dm? = 100 cm? = 10 000 mm?
1 m? = 100 dm? = 10 000cm?
1 km? = 1000 000 m?

Przyklad (D) 10em
10 cm

im

1#1111,,,,_'

1 m? = 100 om - 100 em = 10000 cm?

Prayklad (@),

n
|

o -

1dm

1 dm

TYT9Y%%9y Y19 5
1dm’ = 10 em - 10cm = 100 em? @
Prayklad N 1m

1 km

¥ T Yy

1km =
km’ = 1000 m - 1000 m = 1000 000 m:

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RavQcindwPfsd

Pole figury_atrapa_animacja_72
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 4

Pole powierzchni dywanu jest rowne 5,6 m?. lle to dm?? Ile to cm??

1 m? to 100 dm?, wiec 5,6 m? = 5,6 - 100 dm? = 560 dm?

1 m? to 10 000 cm?, wiec 5,6 m?> = 5,6 - 10 000 cm? = 56 000 cm?
Przyktad 5

Jedna z najwiekszych polskich sal kinowych znajduje si¢ w Warszawie w centrum
handlowym Zlote Tarasy. Ekran w tej sali ma wymiary 2900 cm i 1200 cm.

Jeden z najwigkszych ekranow kinowych na swiecie znajduje si¢ w Sydney w Australii

i ma wymiary 2970 cm i 3570 cm.

Przyjmij, ze ekrany kinowe sg prostokgtami i oblicz, o ile dm? pole ekranu w Sydney jest
wieksze od pola ekranu w Warszawie.

Obliczamy pole powierzchni ekranu w warszawskich Ztotych Tarasach w centymetrach
kwadratowych i otrzymany wynik zapisujemy w decymetrach kwadratowych.

Py = 2900 - 1200



file:///preview/resource/RavQcfndwPfsd

Py = 3480000 cm?

1dm? = 100 cm?, wiecl cm® = 0,01 dm?

Py = 3480000 - 0,01 dm? = 34 800 dm?

Obliczamy pole powierzchni ekranu znajdujacego sie w Sydney w centymetrach
kwadratowych i otrzymany wynik zapisujemy w decymetrach kwadratowych.

Ps = 2970 - 3570

Ps = 10602900 cm?

Ps =10 602 900 - 0,01 dm> = 106 029 dm>
Wyznaczamy réznice pol.
Pg — Py =106 029 dm? — 34 800 dm? = 71 229 dm?

Pole powierzchni ekranu w Sydney jest o 71 299 dm? wieksze od pola powierzchni

ekranu w Warszawie.

Jednostki pola powierzchni gruntow

Jednostki czesto uzywane do wyznaczania pol powierzchni gruntéw rolnych, dziatek
budowlanych itp. to ar i hektar.
Zapamietaj!

1 ar (1 a) to kwadrat o boku dtugosci 10 m.

la =10m-10m = 100 m?




1 hektar (1 ha) to kwadrat o boku dtugosci 100 m.

lha = 100m - 100 m = 10 000 m?
Zapamietaj!

e la = 100 m?

e 1ha = 10000 m?

e 1ha=100a
Przyktad 6

Boisko na Stadionie Narodowym w Warszawie ma wymiary 105 mi 68 m. Ile to
hektarow? Ile to arow?
Obliczamy pole powierzchni boiska w metrach kwadratowych.

P =105-68 = 7140

P = 7140 m?
Zapisujemy wynik w hektarach.

1ha = 10000 m?zatem 1 m?> = 0,0001 ha

P = 7140 -0,0001 ha = 0,7140 ha
Zapisujemy pole powierzchni boiska w arach.

la = 100 m*to 1 m? =0,01a

P=17140 -0,0la= 71,40 a

Odpowiedz: Boisko na Stadionie Narodowym ma pole powierzchni rowne 0,7140 ha,
czyli 71,4 a.
Ciekawostka

W osiemnastowiecznej Polsce stosowano inne miary pola niz obecnie. Na przyktad
jednostkami miar powierzchni stosowanymi dla gruntow rolnych byty:

o kopanka 19,95 m?,



laska kwadratowa - 4 kopanki,
kwadratowy pret wiekszy - 2,5 laski kwadratowe;j,
wertel - 18 kwadratowych pretow wiekszych,

morga - 1% wertela - 5985 m?.

Kmiecie, ktorzy stanowili w owym czasie najwigksza grupe mieszkancow wsi, posiadali
najczesciej dziewiecdziesieciomorgowe gospodarstwo.
Cwiczenie 1

Oblicz pole figury, przyjmujac za jednostke pola wielokat wyrdzniony kolorem zielonym.

a) b) c)

A

N

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 2

Przyjmij za jednostke pola kratke zeszytows i narysuj figure o polu

1. réwnym 7

2. mniejszym od 5

3. wiekszym od 10



Cwiczenie 3

Uzupetnij.

a) 2 m? —‘ ’cm2

b) 16,5 m? = ’ch

c)11 dm? = ’ch

d) 150 mm? = ’ch

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 4

Uzupetnij.

a)b km? z‘ ’m2

b) 182 cm? =| |dm”

€) 4444 cm® =| |m?

d) 7890000 cm? =| m?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 5

Na planie wykonanym w skali 1 : 2000 pole powierzchni parku jest rowne 4 cm?. Jakie pole
powierzchni ma ten park w rzeczywistosci?

Cwiczenie 6

Pole powierzchni trawnika na dziatce Marcina jest réwne 68 m?2. Pole powierzchni trawnika
na dziatce Agaty jest rowne 680 dm?, na dziatce Bogdana 68000 cm?, a na dziatce Emilii
0,00068 km?.

Kto ma najwiekszy trawnik?

() Emilia

() Marcin

() Agata

() Bogdan



Cwiczenie 7

Pole powierzchni sadu jest réwne 2 ha. Na % catej powierzchni posadzone s3 grusze. Grusze
Zzajmuja wiec

150 - 10° cm?
150 a

150 - 10% a

O o o d

150 - 10% m?

Cwiczenie 8
Potacz w pary.

73 a 7300 m?
0,073 ha 0,073 km?
0,73 a 730 m?
7,3 ha 73 m?

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DgWzKvXo

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Cwiczenie 10

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DgWzKvXo

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DgWzKvXo
https://zpe.gov.pl/a/DgWzKvXo

Cwiczenie 11

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DgWzKvXo

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Cwiczenie 12

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DgWzKvXo

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DgWzKvXo
https://zpe.gov.pl/a/DgWzKvXo

Cwiczenie 13

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DgWzKvXo

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DgWzKvXo

Pole trojkata

Wzér na pole trojkata

Przyktad 1

Rysunek przedstawia tréjkgt ABC o podstawie a i wysoko$ci h. Odcinek DE dzieli
wysokosS¢ trojkata na dwie rowne czesci.

Przemieszczajagc odpowiednio czesci trojkata, zbuduj prostokat. Okresl dtugosci bokow
tego prostokata i oblicz jego pole.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D16g8sBbj
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Czy pole trojkata ABC jest wigksze, czy mniejsze od pola otrzymanego prostokata?
Dlaczego?
Twierdzenie: Pole trojkata

Pole P trojkata o wysokosci h poprowadzonej do podstawy dtugosci a jest rowne

__ aeh
P= sk



https://zpe.gov.pl/a/D16g8sBbj

N

a

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 2

Pole trojkata rownoramiennego jest rowne 420 cm?. Oblicz obwéd trojkata, jezeli jego
podstawa ma dlugos¢ 40 cm.

N\
40 cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczamy wysoko$¢ h trojkata.
_ 40-h
420 = =5+
h =21 cm
Obliczamy dtugos¢ a boku trojkata, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa.

() =

212 + 202 = o?
441 + 400 = o?
841 = qa?

a=+v841 =29

a =29 cm



Obliczamy obwod trojkata.
L =2a+40
L=2-29+40=98

L =98 cm

Obwod trojkata jest rowny 98 cm.

W trojkacie prostokatnym przyprostokatne sg zarazem wysokosciami trojkgta. Zatem, aby
obliczy¢ pole trojkata prostokatnego, wystarczy zna¢ dlugosci jego przyprostokatnych.
Twierdzenie: Pole trojkata prostokatnego

Pole trojkata prostokatnego o przyprostokatnych dlugosci a i b jest rowne P = “gb

a-b
P="_—
2

N

a

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 3

Oblicz pole trojkata, w ktorym miary dwoch katéw sg rowne 30° i 60°, a najdtuzszy bok
jest rowny 4.
W trojkacie, w ktorym miary dwoch katow sa réwne 30° i 60°, trzeci kat ma miare 90°.

N

2v/3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zatem jest to trojkat prostokatny.
Najdtuzszy bok to przeciwprostokgtna, ma ona dtugo$c¢ 4. Z wiasnosci trojkata
prostokatnego o katach ostrych 30° i60° wynika, ze przyprostokatne tego trojkgta majg




dtugosci 21 2v/3.
Obliczamy pole trojkata.

Pole trojkata jest rowne 2v/3.

Pole tréojkata rownobocznego

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wysokos¢ trojkata rownobocznego o boku dlugosci a jest rowna @a. Wstawiajac te

warto$¢ do wzoru na pole trojkata, otrzymujemy wzor na pole trojkata rownobocznego

V3
a- 2 a
P = a2h - 2 = \{Ea2

Twierdzenie: Pole tréjkata rownobocznego

Pole trojkgta rownobocznego o boku dtugosci a jest rowne P = %a?

_ V3

a a P — 2
4a

a

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 1

Pole tréjkata jest rowne P. Podstawa tréjkata ma dtugosé rowng wysokosci poprowadzonej
do tej podstawy. Oblicz dtugosé podstawy.

Cwiczenie 2

Pole tréjkata jest réowne 20 cm?. Oblicz

1. wysokos¢ trojkata, wiedzac, ze podstawa do ktérej poprowadzono wysokos¢, jest réwna
4 cm.

2. dtugos$¢ podstawy trojkata, wiedzac, ze wysokos¢ poprowadzona do tej podstawy, jest
réwna 1 dm.

Cwiczenie 3

Wysoko$¢ CD trojkata ABC dzieli podstawe AB w stosunku 1 : 3. Wykaz, ze pola tréjkatéow
ADC oraz DBC pozostaja réwniez w stosunku 1 : 3.

Cwiczenie 4

Wysokos$é CD tréjkata ABC ma dtugosé 8 i dzieli podstawe AB w stosunku 1 : 3. Pole
trojkata jest rowne 32. Oblicz pole trojkata ADC oraz pole trojkata DBC.

Cwiczenie 5

Wysokos$é CD tréjkata ABC dzieli podstawe AB w stosunku 1 : 3. Oblicz iloraz pdl
trojkatow ADC oraz DBC.

Cwiczenie 6

Skonstruuj trojkat o bokach |AC | = 14, | BC | = 20 oraz wysokosci CD réwnej 12. Oblicz
pole wyznaczonego trojkata. Przeanalizuj jednoznacznos¢ rozwiazania.



Cwiczenie 7

Oblicz pole tréjkata ABC.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8

Oblicz pole tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych dtugosci 9,5 cm i 12 cm.
Cwiczenie 9

Oblicz pole trojkata prostokatnego réwnoramiennego o przeciwprostokatnej dtugosci

1.6v/2
2.0,5v/2

3.1



Cwiczenie 10

Zmien potozenie wierzchotkéw tréjkata ABC tak, aby otrzymad tréjkat prostokatny. Oblicz
pole tego tréjkata, przyjmujac, ze dtugosc¢ jednej kratki jest rowna 1.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D16g8sBbj

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 11

Pole tréjkata prostokatnego jest rowne 12. Oblicz dtugo$¢ drugiej przyprostokatnej, wiedzac,
ze

1. pierwsza przyprostokatna ma dtugos¢ 4
2. pierwsza przyprostokatna jest rowna drugiej
3. pierwsza przyprostokatna jest dwukrotnie dtuzsza od drugiej

4. pierwsza przyprostokatna jest trzykrotnie krotsza od drugiej


https://zpe.gov.pl/a/D16g8sBbj

Cwiczenie 12

Oblicz obwéd L trojkata prostokatnego wiedzac, ze

1. jego pole jest rowne 6, a jedna z przyprostokatnych ma dtugosc 4

2. jego pole jest réwne 30, a jedna z przyprostokatnych ma dtugos¢ 12

3. jego przyprostokatne sa rowne, a pole wynosi 24,5.

Cwiczenie 13

Udowodnij, ze pole trojkata rozwartokatnego jest réznicg pol dwéch tréjkatdow prostokatnych.

Cwiczenie 14

Oblicz pole P tréjkata rownoramiennego, ktorego podstawa ma dtugosc 80, a ramie 41.

Cwiczenie 15

Ramiona tréjkata réwnoramiennego maja dtugos$¢ 10, a jego podstawa ma dtugosc 16. Oblicz
pole tego trojkata.

Cwiczenie 16

Oblicz obwéd L tréjkata réwnoramiennego, ktérego pole jest réwne 660, a podstawa ma
dtugos¢ 120.



Cwiczenie 17

Pole tréjkata rownobocznego o boku dtugosci \/§ dm wynosi

O @ dm
O 2 dm?
O @ dm?

Cwiczenie 18

Pole P tréjkata rownobocznego o wysokosci 9\/§ cm wynosi

O 81\/§ cm?

() 100 cm?

() 8043 cm?

Cwiczenie 19

Pole tréjkata réwnobocznego o obwodzie 12 mm wynosi

O V'3 mm?
O 124/3 mm?

() 4v/3 mm?



Cwiczenie 20

Oblicz wysoko$¢ h tréjkata réwnobocznego, ktérego pole P jest rowne liczbie ze zbioru {\/3_

1243, 15v/3, 16\/5}.

Pole tréjkata rownobocznego o boku dtugosci a wynosi: P = 4(12, stada = 4/ %.

Cwiczenie 21

Oblicz obwéd L trojkata rownobocznego, ktorego pole P jest rowne liczbie ze zbioru {\/3_
2/3,15v/3 , 16\/5}. Pole tréjkata réwnobocznego o boku dtugosci a wynosi P = @a{

/ 4PV/3
stada = \/ —5—.

Cwiczenie 22

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Jesli pole trojkata rownobocznego wyraza sie liczbg niewymierng, to réwniez obwéd
tego trojkata wyraza sie liczbg niewymierna.

(] Pole tréjkata réwnobocznego o boku dtugoséci V3 wyraza sie liczbg naturalna.

[ ] Pole tréjkata rownobocznego zawsze wyraza sie liczbg niewymierna.



Pole rownolegtoboku

Juz wiesz

« Rownoleglobok to czworokat, ktory ma dwie pary réwnolegtych bokow.
» Rownoleglobokami sg wiec na przyklad prostokaty, kwadraty i romby.

D

AB || DC
AD || BC

A B

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

'P Suma katow jest rowna katowi potpetnemu.

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RyqsHZ9HfWo7t

Rownoleglobok i jego wlasnosci_atrapa_animacja_393
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Obliczanie pola prostokata

Wazne!


file:///preview/resource/RyqsHZ9HfWo7t

b

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole prostokata o bokach dtugosci a oraz b jest rowne

P =ab

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 1

Oblicz pole prostokata o przekatnej dtugosci 61 cm i szerokosci 1,1 dm.

1’1 dm 61 cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapisujemy szerokoSc¢ prostokgta w centymetrach.

1,1dm = 11 cm

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy dtugos¢ a prostokata.

112 + a® = 612

121 + a? = 3721



https://zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb

a’ = 3600, a >0

a = 60
Obliczamy pole prostokata.
P =11-60
P = 660 cm?

Pole prostokata jest réowne 660 cm?.
Przyktad 2

Oblicz pole ,parasolki”.
Zauwazmy, ze choc¢ ,parasolka” zbudowana jest z fragmentow kota, to jej pole mozna
obliczy¢ mimo nieznajomosci wzoru na pole kota.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

,Parasolka” i prostokat o bokach dtugosci a i 5 sktadajg si¢ z czesci odpowiednio do
siebie przystajgcych. O takich figurach mowimy, ze s rownowazne. Pola tych figur sg
rowne.

Pole ,parasolki” jest rowne P = %az.


https://zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb

Pole kwadratu

Kwadrat to prostokat, ktorego boki sg rowne. Jego pole obliczamy wiec podobnie jak pole
prostokata.
Wazne!

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole kwadratu o boku dtugosci a jest rowne

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 3

Pole kwadratu jest rowne 49. Oblicz dtugosc¢ jego przekatne;.
Obliczamy najpierw dlugos¢ a boku kwadratu.

a’ = 49

a="17

Dlugosc¢ d przekatnej obliczamy, korzystajgc ze wzoru na przekatng kwadratu.

Dtugos¢ przekatnejkwadratu jest rowna V2.
Pole kwadratu mozna obliczy¢, znajgc dtugosc¢ jego przekatne;.
Wazne!



https://zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole kwadratu o przekatnej dtugosci d jest rowne
1
P=—d
2
Cwiczenie 1
Uzasadnij prawdziwos$¢ wzoru na pole kwadratu o przekatnej dtugosci d.

Przyktad 4

Oblicz obwdd i pole kwadratu, wiedzgc, ze jego przekatna jest o 1 dtuzsza od boku.

a+1

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oznaczmy: a - dlugo$¢ boku kwadratu. Wtedy jego przekatna d ma dtugos¢ a + 1.
Korzystamy ze wzoru na przekatng kwadratu.

d=aVv?2

a\/iza—l—l



a\/§—a:1
a(\/§—1>=1

1
V2 -1

a =

Usuwamy niewymierno$¢ z mianownika utamka, rozszerzajac utamek przez V2+1i
wykonujac wskazane dziatania.

1-(\/§+1) _ V241
(v2-1)(va+1)  2+v2-v2-1

V2 +1
a =
1
a=vV2+1
Obliczamy obwod kwadratu.
L=4(V2+1)
Obliczamy pole kwadratu.
2
pP= («/5 + 1)

P:<\/§+1>(\/§+1):2+\/§+\/§+1:3+2\/§

Obwod kwadratu jest rowny 4(\/5 + 1), ajego pole 3 4 2v/2.



Pole rownolegtoboku
Zapamietaj!

o Pole rownolegtoboku

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R6BN31mrbpFsK

Atrapa_animacji
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 5

Rysunek przedstawia rownolegtobok ABCD ( w réznym potozeniu) o wysokosci h
poprowadzonej do boku dtugosci a.
Przeksztal¢ rownoleglobok tak, aby otrzymac prostokat.

o przypadek I



file:///preview/resource/R6BN31mrbpFsK

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb
Zrodto: Zespot autorski Politechniki k.odzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

o przypadek II

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Jakie jest pole otrzymanego prostokata? Jakie jest pole rownolegloboku? Zapisz wzor
na pole réwnolegtoboku.

Wazne!


https://zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb
https://zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb

Pole rownolegloboku o podstawie dtugos$ci a i wysoko$ci h poprowadzonej do tej
podstawy jest rowne

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 6

Stosunek dtugosci bokow rownolegloboku jest rowny 3 : 5. Obwod réwnolegloboku jest
rowny 40. Wysoko$¢ poprowadzona do dtuzszego boku jest réwna 6. Oblicz dlugos¢
drugiej wysokosci rownolegtoboku.

Oznaczmy

e 3z (gdzie z jest liczba naturalng r6zng od 0) - dtugosc¢ krotszego boku
rownolegloboku

e 5z (gdzie z jest liczba naturalng r6zng od 0)- dtugosc¢ dtuzszego boku
rownolegtoboku.

Obliczamy dtugosci bokoéw rownolegloboku, korzystajac z tego, ze obwod
rownolegloboku jest rowny 40.

3X 6 h

N

5x

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

23z +5x) =40/ :2



8xr = 20

T =25

3r=3-26=17,5

bz =5-2,5=12,5

Obliczamy pole rownolegtoboku.

P=125-6 =175

Pole rownolegtoboku mozemy tez obliczy¢ jako iloczyn krotszego boku i wysokosci
poprowadzonej do tego boku.

Druga z wysokosci rownolegtoboku jest rowna 10.

Pole rombu

Juz wiesz




" W ksztatcie jakiego wielokata jest otrzymana czesc¢?

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R1I0J605ShEHST

Wilasnosci rombu_atrapa_animacja_394
Zrodto: Zespot autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

!’ Pole rombu

F 3
v

M=
o

=1,.
qup

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIALKa6rbcFDi

Atrapa_animacji
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja


file:///preview/resource/R1IOJ6o5hEH5T
file:///preview/resource/R1ALKa6rbcFDi

Przyktad 7

Rysunek przedstawia romb o wysokosci h i boku dlugosci a.
Przeksztal¢ romb tak, aby otrzymac¢ prostokat.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Jakie jest pole otrzymanego prostokgta? Jakie jest pole rombu? Zapisz wzor na pole
rombu.
Przyktad 8

Rysunek przedstawia romb o przekatnych dtugosci pi q. Przeksztal¢ romb tak, aby
otrzymac prostokat.


https://zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Jakie jest pole otrzymanego prostokgta? Jakie jest pole rombu? Zapisz wzor na pole
rombu.

Wazne!

Pole rombu o wysokosci h i boku dlugosci a

a

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

P=a-h
Wazne!

Pole rombu o przekatnych dtugoscipi g

[—---

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

p-P4


https://zpe.gov.pl/a/D1EsaDoKb

Przyktad 9

Obwdd rombu jest rowny 148, a jedna z przekatnych rombu ma dtugosc 24. Oblicz pole
rombu.
Obliczamy dtugos¢ a boku rombu.

4a = 148

a =37

Przekatne rombu przecinaja si¢ pod katem prostym. Oznaczmy E - punkt przeciecia
przekatnych rombu, A, B, C, D - wierzchoitki rombu. Otrzymujemy trojkat prostokatny
AED, w ktorym jedna z przyprostokatnych ma diugo$¢ 24 : 2 = 12,

a przeciwprostokatna ma dlugos¢ 37.

Obliczamy dtugos¢ p drugiej przyprostokatnej, czyli potowe dlugosci drugiej przekatnej
rombu.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa.

D

A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

p® + 122 = 372

p? = 1369 — 144
p? = 1225

p=+/1225 = 35



Obliczamy dtugos¢ drugiej przyprostokatne;j.
2p=2-35=170
Znajac dtugosci przekatnych rombu, obliczamy jego pole.

~24-70
2

P

P = 840

Pole rombu jest rowne 840.

Zadania



Cwiczenie 2

Oblicz pola figur przedstawionych na rysunku.

N

A

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyjmij, ze dtugosc kratki na rysunku jest réwna

1.1 cm

2.2dm

3.0,5m

Cwiczenie 3

Boisko do gry w siatkdwke ma wymiary 18 m i 9 m. Boisko to przedstawiono na planie

wykonanym w skali 1 : 30. Wynika z tego, ze pole tak otrzymanego prostokata jest rowne ...

m2

Cwiczenie 4

Przekatne prostokata majg dtugosé 10 cm i przecinaja sie pod katem 120°. Pole prostokata

jestréowne. .. cm?.



Cwiczenie 5

Stosunek dtugosci bokow prostokata wynosi 3 : 4. Obwadd prostokata jest rowny 28 cm.
Oblicz pole prostokata.

Cwiczenie 6

Szeroko$¢ prostokata stanowi 0,25 jego dtugosci. Pole prostokata jest rowne 6,25. Oblicz
obwdd prostokata.

Cwiczenie 7

Figura na rysunku zbudowana jest z jednakowych kwadratéw. Pole tej figury jest rowne 2,5.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obwéd figury jest wiec rowny

O 7

O 14

O 75

O 35



Cwiczenie 8

Na srodku kwadratowej podtogi w odlegtosci 50 cm od kazdej ze $cian lezy kwadratowy
dywan. Na planie wykonanym w skali 1 : 200 dywan ma wymiary 2 cm i 2 cm. Jaki procent
powierzchni podtogi zajmuje ten dywan?

Cwiczenie 9

Obwdd kwadratu jest rowny 6,4 dm. Pole tego kwadratu przedstawionego w skali 3 : 1 jest
rowne

O 7,68 dm?
O 2,56 dm?
O 23,04 dm?

O 19,2 dm?

Cwiczenie 10
Oblicz pole prostokata ABCD.

b

_:]1 _:] 0 _'9 —l8 _'7 _ _'5 -4 _l3 —l2 —l'] 0 'lI l2 é

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11

Oblicz pole kazdego z rownolegtobokdéw przedstawionych na rysunku. Przyjmij za jednostke
pole jednej kratki.

AR 4

/C DNEIAN

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 12

Proste ki [ s rownolegte.

L/ 1A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Za jednostke pola przyjmij pole jednej kratki. Uzupetnij zdania.

1. Réwnolegtobok o najwiekszym polu to ...

2. Pole najwiekszego z réwnolegtobokow jest o ... wieksze od pola najmniejszego
z rownolegtobokow.

3. Pole réwnolegtoboku ... jest rowne polu réwnolegtoboku B.
Cwiczenie 13
2

Pole rownolegtoboku jest rowne 24 cm*.

1. Oblicz wysokos¢ rownolegtoboku, wiedzac, ze dtugosé boku, do ktérego ta wysokosc jest
poprowadzona, wynosi 8 cm.

2. Wysoko$¢ poprowadzona do dtuzszego boku jest rowna 2 cm. Kat ostry ma miare 45°.
Oblicz druga wysokos¢ réwnolegtoboku.

3. Wysokos¢ rownolegtoboku jest szes¢ razy wieksza od dtugosci boku, do ktérego zostata
poprowadzona. Oblicz wysokosc¢.



Cwiczenie 14

Pole rownolegtoboku przedstawionego na rysunku jest réwne 12. Oblicz obwdd
rownolegtoboku.

a) b)

22

45°

300\ /7]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 15

Pole rombu jest rowne 720. Jedna z przekatnych rombu ma dtugos¢ 80.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

() Obwdd rombu jest réwny 164.
() Druga przekatna rombu ma dtugos¢ 20.

() Obwdd rombu wyraza sie liczba niewymierna.

Cwiczenie 16

Oblicz dtugos¢ boku rombu, w ktérym
1. pole jest rowne 840, a jedna z przekatnych ma dtugos¢ 40
2. pole jest rowne 2184, a jedna z przekatnych ma dtugos¢ 168

3. pole jest rowne 336, a jedna z przekatnych ma dtugos¢ 14



Cwiczenie 17

Rabatka ma ksztatt rownolegtoboku, takiego jak na rysunku.

4 m

10 m

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wydzielono czes¢ rabatki w ksztatcie rombu najwiekszego z mozliwych i takiego, ktérego boki
sg rownolegte do bokéw réwnolegtoboku. Na czesci w ksztatcie rombu posadzono fiotki, a na
pozostatej czesci bratki. Jaki procent rabatki obsadzono bratkami?

Cwiczenie 18

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Jesli dwa romby majg przekatne tej samej dtugosci, to ich pola i dtugosci bokéw sg
D rowne.

(] Jesliromb ma przekatne réwnej dtugosci, to jest kwadratem.
(] Jesli dwa romby maja boki tej samej dtugosci, to ich pola sa réwne.

(] Kazdy romb jest réwnolegtobokiem.



Cwiczenie 19

Kazdy bok réwnolegtoboku zwiekszono o 10 %. O ile procent zwiekszy sie jego pole?

() ponizej20%

() 010%

() powyzej 30 %

() ponizej 30%

Cwiczenie 20

Kazdy bok prostokata zwiekszono 10 %. O ile procent zwiekszy sie jego pole?

Cwiczenie 21

Potaczono $rodki bokéw prostokata o wymiarach 4 cm na 8 cm.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Pole otrzymanej figury jest réwne 16 em?.

(] Otrzymana figura to romb.



Pole trapezu

Juz wiesz

Trapez to czworokat majgcy co najmniejjedng pare bokow réwnoleglych. Zatem
trapezami sa np. rownolegloboki. Prostokat to szczegdlny przyktad trapezu
prostokatnego, czyli takiego, w ktorym jest kgt prosty. Trapez rownoramienny to trapez,
w ktorym ramiona sg rowne i nierownolegle.

Wysokoscig w trapezie jest odleglos¢ miedzy podstawami.

D C

AB || CD

A B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 1

Znajdz obraz trapezu ABCD w symetrii wzgledem $rodka boku BC.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Ds3kOVIGQ
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.



https://zpe.gov.pl/a/Ds3kOV1GQ

Otrzymany trapez jest przystajacy do trapezu ABCD.
Jesli podstawy trapezu ABCD maja dlugos$ci a oraz b, natomiast odlegto$¢ miedzy nimi
jest rowna h, to jakie jest pole otrzymanego rownolegloboku?
Zapamietaj!
Pole trapezu o podstawach dlugos$ci a oraz b i wysokosci h jest rowne
_ a+bd
P=4"h
b
(a+b)-h
h P=
2
a
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Sposob G)) Sposob (D)
A WEh
_(@a+b)-h B (@a+b)-h
h ] h &

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/Ds3kOV1GQ

Obliczanie pola trapezu
Przyktad 2

W trapezie rownoramiennym ABCD wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka kata
rozwartego dzieli podstawe AB na odcinki: AE dtugosci 8 cm i EB diugosci 25 cm.
Ramig jest rowne krotszej podstawie. Oblicz pole trapezu.

25cm

-
|

A 8cm 'E 17 cm F 8cm !

R 1%

D Cc

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Trapez jest rownoramienny, zatem |FB| = |AE| = 8 cm. Wynika z tego, ze
IDC| = |FE| =25c¢m — 8 cm = 17 cm.

Dlugos¢ ramienia AD jest rowna krotszej podstawie, czyli wynosi 17 cm.

Wysoko$¢ h trapezu obliczamy z trojkata prostokgtnego AED, stosujac twierdzenie
Pitagorasa.

h? 4+ |AE|® = |AD)?
h? 4 82 =172
h? =17? — 82
h? = 289 — 64

h? = 225
h = /225
h =15

Obliczamy pole trapezu.

AB|+|CD
p— lAmenl

p_ (8+2g)+17 15




P =375 cm?

Pole trapezu jest rowne 375 cm?.
Przyktad 3

Podstawy trapezu prostokatnego ABCD s3 réwne 4 i 10. Pole trapezu jest rowne 56.
Oblicz obwdd trapezu.

D 4
@
@
A 4

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczamy wysoko$¢ trapezu h, korzystajac ze wzoru na pole trapezu.

P = 4—;10.h
56 = Th
h =8

Trojkat CEB jest prostokatny. Obliczmy dtugos$¢ jego przeciwprostokatnej x na
podstawie twierdzenia Pitagorasa.

h? + 62 = z?
82 + 36 = x?
64 + 36 = x2
z? = 100
=10
Zauwazmy, ze dlugos¢ ramienia AD jest rowna wysokosci. Obliczamy obwdd trapezu.
L=8+10+10+4 =32

Obwod trapezu jest rowny 32.
Przyktad 4



Piaskownica ma ksztalt szeSciokata o wymiarach (w cm) podanych na rysunku. Oblicz w
m? pole powierzchni zajmowane przez piaskownice.

260

300

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze szeSciokat, w ksztalcie ktorego jest piaskownica, mozemy podzieli¢ na dwa

przystajace trapezy o podstawach dtugosci 300 cm i 150 cm oraz wysokosci 2%0 cm. Pole

powierzchni piaskownicy jest wiec rowne sumie pol tych trapezow.

p=g. 300450 260

P =450-130
P = 58500 cm?
Zapisujemy pole powierzchni piaskownicy w m?, pamietajac, ze 1 cm? = 0,0001 m?.

58500 cm? = 5,85 m?

Pole powierzchni piaskownicy jest rowne 5,85 m?.



Cwiczenie 1

Oblicz pole kazdej z figur, przyjmujac za jednostke pole jednej kratki. Uporzadkuj otrzymane
pola od najwiekszego do najmniejszego.

s

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2

Wykaz, ze pola wielokatéw K,M, W sa réwne.

-6

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3

Wysokos¢ trapezu jest rowna 10 cm. Oblicz pole trapezu, wiedzac, ze

1. suma dtugosci jego podstaw jest réwna 7 dm

2. jedna z podstaw trapezu jest trzykrotnie dtuzsza od drugiej, a krétsza podstawa ma
dtugos¢ 9 cm

3. jego przekatne sg rowne i przecinaja sie w potowie pod katem prostym

4. kat ostry ma miare 45°, a krotsza podstawa ma dtugo$é 25 mm

Cwiczenie 4

Oblicz pole kazdego z trapezow: B, M, W.

10

30° 45°

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5

Oblicz pole trapezu, ktérego kazdy z trzech bokéw jest réowny 10 cm, a czwarty bok ma
dtugos¢ 26 cm.



Cwiczenie 6

Wysokos¢ trapezu rownoramiennego jest rowna krétszej podstawie. Dtuzsza podstawa jest
trzykrotnie wieksza od krotszej. Pole trapezu jest rowne 200. Oblicz jego obwadd.

Cwiczenie 7

Pole trapezu jest réwne 40. Oblicz

1. wysokos$¢ h trapezu, wiedzac, ze suma dtugosci jego podstaw jest rowna 80

2. dtugosc jednej z podstaw, jezeli dtugos¢ drugiej jest rowna 8, a wysokos$¢ wynosi 0,5

Cwiczenie 8

lle aréw powierzchni ma dziatka pani Bozeny?

80

50
30° a 45°

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Dwa trapezy réwnoramienne majace wysokosci oraz ramiona tej samej dtugosci
maja rowne pola.

(] Trapezy przystajace maja réwne pola.
(] Dwa trapezy majace podstawy tej samej dtugosci maja réwne pola.

(] Woysokos$¢ trapezu moze by¢ jego bokiem.



Cwiczenie 10
Udowodnij, ze pole trapezu réwnoramiennego jest rowne polu pewnego prostokata.
Cwiczenie 11
Dokoncz zdania.
1. Jesli trapez ma podstawy réwnej dtugosci, to jest ...

2. Jesli doktadnie trzy boki trapezu sg réwne, to trapez jest ...

Cwiczenie 12
Pole trapezu przedstawionego na rysunku wynosi

l:ijysunek trapezu prostokatnego o gérnej podstawie dtugosci 6 cm, wysokosci 2 cm i kacie
45 stopni lezacym przy dolnej podstawie.
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

() 26 cm?
(O 12cm?
() 14 cm?

() 30 cm?



Cwiczenie 13

Wykaz, ze pole trapezu ABCD jest rowne polu tréjkata ADF.

2cm

2cm

A B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14

Pole pewnego czworokata to iloczyn dtugosci sasiednich bokéw. Czworokatem tym moze by¢

(] kwadrat

(] réwnolegtobok

(] trapez

Cwiczenie 15

Obraz ma wymiary 2,2 m i 2,2 m. Drzwi majg wymiary 1m i 2 m. Czy obraz mozna przenies¢
przez drzwi?

Cwiczenie 16

Oblicz pole trapezu réwnoramiennego, w ktérym ramie ma dtugosc 10, a krétsza podstawa 8.
Wysokos$¢ trapezu jest rowna dtugosci krétszej podstawy.



Cwiczenie 17

Przekatne trapezu rownoramiennego przecinaja sie pod katem 120° i dzielg katy przy diuzszej
podstawie na potowy. Dtuzsza podstawa ma dtugosé 12. Oblicz pole trapezu.

Cwiczenie 18

Pole trapezu jest réwne 8. Oblicz wysoko$¢ tego trapezu, jesli wiadomo, ze jest ona réwna
sumie dtugosci podstaw trapezu.



Pole wielokata

A
rQlle

?) Wielokaty

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wielokaty wypukte i wkleste

Twierdzenie: Wielokat wklesty

Wielokat jest wklesty, jezeli co najmniejjeden z jego katéw ma miare wigkszg od 180°.
Wielokat, ktory nie jest wklesty, to wielokat wypukty.
Przyktad 1

Rysunek A przedstawia kilka wielokgtow wypuktych, a rysunek B kilka wielokatow
wklestych. Co zauwazasz?



https://zpe.gov.pl/a/D3rUikMMH

Rysunek A Rysunek B

\\ ==

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Definicja: Wielokat wypukty

Jezeli odcinek 1gczgcy dwa dowolne punkty w wielokgcie jest catkowicie w nim zawarty,

to taki wielokat nazywamy wypukiym.

Trapezoid to czworokat, w ktorym nie ma zadnej pary bokow rownoleglych. Czworokaty
wypukte to trapezy albo trapezoidy.

Obliczanie pdl wielokatow

Wiemy juz, ze kazdy wielokat, zaréwno wypukly, jak i wklesty, mozna podzieli¢ na
skonczona liczbe trojkatow. Pole wielokata jest rowne sumie pol trojkgtow. Jednak nie
zawsze latwe jest wyznaczenie tych pol. W praktyce dzielimy wiec wielokat na takie figury,
ktorych pola tatwo wyznaczy¢, przy tym staramy sie, aby tych figur bylo jak najmnie;.

E E E
F F F
D c D c l D IC
A B A B A B
wielokat ABCDEF podziat wielokgta podziat wielokata ABCDEF
ABCDEF na trojkaty na trapez i prostokat

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 2

Jak obliczy¢ pole wielokgta ABCDEFG, gdzie
A=(-2,-3),B=(2,-4),C=(8,2), D=(7,3), E= (6,3), F = (5,2), G = (3,2)?




Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zaznaczamy wielokat ABCDEFG w ukladzie wspoirzednych. Dzielimy go na trapez oraz
trojkaty i obliczamy pola tych figur.

Pole szesciokata foremnego

Twierdzenie: Pole szesciokata foremnego

Pole szeSciokgta foremnego o boku dlugosci a jest rowne

Dowadd

Szesciokat foremny, ktorego bok ma dlugosc¢ a, mozna podzieli¢ na 6 przystajacych

trojkatow rownobocznych. Dlugos¢ boku takiego trojkata jest rowna a, zatem jego pole to
V3 2
Ta.

Pole sze$ciokata foremnego jest szeSciokrotnie wigksze od pola trojkata, zatem

P=6-@a2=37¢§a2.




Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 3

Oblicz obwod szeSciokgta foremnego o polu 24+/3 dm?2.
Obliczamy dlugos¢ boku a szesciokata.

3v3a>=24v3 /: 33

=18
a’> =16
a =4,
bo a > 0.
Obliczamy obwod szesciokata.
L=6a=6-4
L =24dm

Obwod szesciokata jest rowny 24 dm.
Przyktad 4

Obliczymy dlugo$¢ krétszej przekatnej szesciokata foremnego ABCDEF o boku dlugos$ci
a.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3rUikMMH
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Sze$ciokagt ABCDEF mozna podzieli¢ na trzy przystajace szeSciokaty foremne.
Obliczymy dtugos¢ b boku kazdego z mniejszych szesciokgtow.

3b? = a?
=<
b= 4 = a3

boa >0ib>0
Kroétsza przekatna sze$ciokata AE jest 3 razy dtuzsza od b.


https://zpe.gov.pl/a/D3rUikMMH

A B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

AE| =392 — 43

Krotsza przekatna szesSciokata foremnego o boku dlugosci a jest rowna aV/3.

Cwiczenie 1

Oblicz dtugos¢ krotszej przekatnej szesciokata foremnego o boku dtugosci a. Skorzystaj

z twierdzenia Pitagorasa.

Pole deltoidu

Deltoid jest czworokatem, ktorego przekatne sg prostopadle i jedna z nich jest zawarta
w osi symetrii deltoidu.
Przyktad 5

Wykazemy, ze pole deltoidu mozna obliczy¢ podobnie jak pole rombu.
Rozwazmy deltoid o przekatnych diugoscipi q.




Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze deltoid mozna przeksztalci¢ w prostokat o bokach diugosci % igq. Pole
tego prostokata, jak rowniez pole deltoidu, jest rowne ¢ - %-.
Wazne!

Pole deltoidu o przekatnych dtugosci pi g jest rowne

p=11

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3rUikMMH
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D3rUikMMH

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3rUikMMH
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 2
Oblicz pole deltoidu o przekatnych dtugosci 0,4 m i 5 m.

Przyktad 6

Krotsza przekatna dzieli deltoid na trojkat réwnoboczny o polu 254/3 i trojkat
rownoramienny o boku dtugosci 13. Oblicz pole deltoidu.

D

B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



https://zpe.gov.pl/a/D3rUikMMH

Oznaczmy wierzchotki deltoidu A, B, C, D. Tréjkat ABC jest rownoboczny i jego pole
jest rowne 25+/3.

Obliczamy dtugos¢ boku tego trojkata.
V3IAC? = 25V/3
|AC|* = 100
|AC| =10
Stad
BCl= =% =5

Z tréjkata prostokatnego DEC, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, wyznaczamy
dtugos¢ boku DE.

IDE[® + |[EC|* = [DC|?
IDE|? + 52 = 132
IDE|* = 169 — 25

IDE|* = 144
IDE| = 12
Obliczamy pole deltoidu jako sume pol tréjkatow ABC i ACD.
P = Pppc + Pacp
P =25v3+ 1|AC| - DE|
P=25v3+5-10-12

P =253+ 60

Pole deltoidu jest rowne 25+/3 + 60.

Twierdzenie Picka

Matematyk Aleksander George Pick (1859 — 1943), pracujgcy na uniwersytetach
w Wiedniu, Pradze i Dreznie, odkryl metode, ktora pozwala na obliczenie pola wielokgta



bez wykorzystania znanych nam wzorow i bez podzialu wielokata na trojkaty (lub inne
wielokaty).

Zauwazyt on, ze jeSli umiesci¢ wielokat na kratkowanej planszy w taki sposob, ze jego
wierzchotki lezg w punktach kratowych (czyli na przecieciu linii tworzgcych kratki), to jego
pole jest zalezne tylko od liczby punktow kratowych, ktore lezg wewnatrz i na brzegu
wielokata.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3rUikMMH
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Na rysunku przedstawione s3 trzy wielokaty, ktorych pola sg rowne. Punkty kratowe lezace
na brzegach wielokatéw zaznaczone sg kolorem niebieskim, a we wnetrzu - czerwonym.

Cwiczenie 3

Zmieniaj potozenie wierzchotkéw wielokata. Obliczaj w kazdym przypadku pole wielokata

i poréwnuj otrzymany przez ciebie wynik z wynikiem zapisanym na ekranie.


https://zpe.gov.pl/a/D3rUikMMH

Cwiczenie 4

Woyznacz pole wielokata, korzystajac ze wzoru Picka.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 5
Bronek nie dokonczyt rysunku wielokata W. Dokoncz rysunek, wiedzac, ze pole wielokata jest

rowne 22,5, a kazdy z brakujacych wierzchotkéw lezy w jednym z punktéw zaznaczonych na
rysunku.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6

Dokoncz zdanie.
Jesli wielokat ma wszystkie boki rownej dtugosci oraz wszystkie katy rowne, to jest to
wielokat . . ..

Cwiczenie 7

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Zkazdych czterech odcinkéw mozna zbudowacé czworokat.
[ ] Wielokat wklesty nie ma przekatnych.
[ ] Istnieje wielokat, ktéry nie ma przekatnych.

(] Pieciokat foremny moze mie¢ pole réwne polu szesciokata foremnego.

Cwiczenie 8

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Jezeli czworokat jest wypukty, to obie jego przekatne lezg wewnatrz tego
czworokata.

Jezeli czworokat jest wklesty, to jedna jego przekatna lezy wewnatrz tego
czworokata, a druga lezy poza czworokatem.

O

(] Czworokat foremny jest kwadratem.

0 Kazdy bok wielokgta musi mie¢ dtugos¢ mniejsza niz suma dtugosci bokow
pozostatych.

[ ] Niektore deltoidy sa kwadratami.

(] Kazdy prostokat jest trapezem.



Cwiczenie 9

Udowodnij, ze jesli przekatne czworokata sg prostopadte, to niezaleznie od jego ksztattu pole
czworokata jest rowne potowie iloczynu dtugosci przekatnych.

Cwiczenie 10

Uporzadkuj rosnaco liczby Py P», Ps3, gdzie P; jest polem szedciokata, ktérego bok ma dtugos¢
0,5. P; jest polem rombu, ktérego przekatna ma dtugos¢ 1, a bok ma dtugos¢ 2. Natomiast Ps
jest polem deltoidu o przekatnych dtugosci \/5

Cwiczenie 11

Oszacuj, ile m? szkta potrzeba na wykonanie dwéch witrazy, z ktérych jeden ma ksztatt
szeSciokata foremnego o boku dtugosci 0,5 m, a drugi deltoidu o przekatnych dtugosci 2 V3.

Cwiczenie 12

Odcinki dtugosci 6 cm oraz 8 cm s przekatnymi deltoidu. lle takich deltoidow mozesz
narysowac?

Cwiczenie 13

Odcinki dtugosci 6 cm oraz 8 cm s3g przekatnymi rombu. lle takich rombéw mozesz
narysowac?

Cwiczenie 14

1. Wielokat foremny o 4 bokach podzielono na tréjkaty przekatnymi poprowadzonymi
z jednego wierzchotka. lle jest tych tréjkatow?

2. Wielokat foremny o 5 bokach podzielono na tréjkaty przekatnymi poprowadzonymi
z jednego wierzchotka. lle jest tych tréjkatow?



Cwiczenie 15

Wielokat foremny o n bokach podzielono na tréjkaty, przekatnymi poprowadzonymi z jednego
wierzchotka.

1. lle jest tych trojkatow?

2. lle wynosi suma miar wszystkich katow tych tréjkatow?

3. lle wynosi miara kata w tym wielokacie?

Cwiczenie 16

Punkt O jest punktem wewnetrznym o$miokata foremnego. Lezy on w odlegtosci 10 od
kazdego z wierzchotkéw. Oblicz pole o$Smiokata.

Cwiczenie 17

Kazdy z bokéw tréjkata rownobocznego podzielono na trzy rowne czesci. Potgczono punkty
podziatu i otrzymano sze$ciokat foremny. Oblicz pole tego szesciokata, jezeli bok tréjkata ma
dtugosé a.

Cwiczenie 18

Bok kwadratu ma dtugos¢ a. Kazdy z bokéw tego kwadratu podzielono na trzy réwne czesci.
Potaczono punkty podziatu i otrzymano o$miokat. Oblicz pole tego o$miokata.



Rozwigzywanie rownan pierwszego stopnia z jedna
niewiadoma

Definicja: Rbwnanie

Rownaniem nazywamy rowno$¢ dwoch wyrazen algebraicznych, przy czym przynajmniej
w jednym z tych wyrazen wystepuje co najmniejjedna zmienna, zwana niewiadoma.
Na przykitad:

3xy = 5,3z +t2 =10
Wazne!

» RoOwnania rGwnowazne s3 to takie rownania, ktére posiadajg taki sam zbior
rozwigzan.

» Rozwigza¢ roéwnanie to znalez¢ zbior wszystkich rozwigzan tego réwnania lub
stwierdzi¢, ze rOwnanie nie ma rozwigzan. W tym celu zapisujemy rownania
rownowazne danemu, pamietajac o tym, ze

1. do obu stron rownania mozemy dodac te sama liczbe lub wyrazenie algebraiczne,
2. obie strony rownania mozemy pomnozy¢ lub podzieli¢ przez t¢ samg liczbe rézna od
zera.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DI23u9Fl5

Przyktad 1

FETE VR
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3

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Roéwnanie pierwszego stopnia z jedng niewiadoma moze

e nie mie¢ zadnejliczby, ktora spelnia to rownanie - nazywamy je sprzecznym

« mie¢ dokladnie jedna liczbe spelniajacg to rownanie - méwimy, ze rownanie to ma
jeden pierwiastek

» miec nieskonczenie wiele liczb speiniajgcych to rownanie — nazywamy je
tozsamosciowym


https://zpe.gov.pl/a/DI23u9Fl5

Cwiczenie 1

Potacz w pary réwnania z ich rozwigzaniami.

w—\/ﬁzéw—|—2

2z +2 =9z — 8
—bz = V4z

bo+n)-2=7

\?’/ga:-l—G:lO—x

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2
Potacz w pary rownania z ich rozwigzaniami.

(—2)230-1—1:2:1:—50
2¢ — V4 =4

a:+33=\3/§a:

2 —z=-12z+1
—32x+1:—(—3—1) 3

4—x =4

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

12

10

16

27

brak rozwigzan



Cwiczenie 3

Wstaw w miejsce kropek taka liczbe, aby réwnania byty rwnowazne.

1.4 —1=8i 2z = .

2.x—1=2iz—4=...

3.2 +5=3i 4z+..=2

4.3 —-1lx=22i b —... = —2

Cwiczenie 4

Dopisz drugg strone réwnania 2z + 3 = 2 +
danemu

1.3z —1 =2z

2.2w:\/§

3. —22x=1-—2zx

4.4/5 —x =2

Cwiczenie 5

... tak, aby otrzymac réwnanie rownowazne

Przeciagnij i upus¢ wyrazenia tak, aby rownania byty sprzeczne.

d)2—3z =1+

‘:c-i-\/g’

]

—3:13”—3:6—1—1

‘—2:1:”—3:’ :E+\/§

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6

Dopisz drugg strone réwnania tak, aby réwnanie byto tozsamosciowe.

1.2:6—\3/6250—1—...

2.3 —5=1+...

3.5 -3z =2z +...

4, —14++22 = —4+...



Cwiczenie 7
Dany jest pieciokat ABCDE.

Lr:Rysunek pieciokata AB C D E o bokach dtugosci: AB =2x, BC =x -2, CD =3x, DE =dwie
trzecie x, EA =x. Obwdd wielokata rowny 67.
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, ktore zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Najkrétszy bok ma dtugosc 9.

Suma dtugosci bokéw AB i AE jest taka sama jak bok CD.
Bok AB jest dwa razy dtuzszy od boku AE.

Bok AB jest 3 razy dtuzszy od boku DE.

Bok AE ma dtugosc 9.

Bok DE jest o 1 krétszy od boku BC.

Suma dtugosci wszystkich bokéw jest rowna 65.
Najdtuzszy bok pieciokata ma dtugos¢ 27.

Obwadd pieciokata opisuje rownanie: 2z + — 2 + 3z + %w + x = 67.

o o o o o o o 0 4o .

Bok BC jest takiej samej dtugosci jak bok DE.

Cwiczenie 8
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9

Rozwigz rownania.
1.2(x+2)+3(z+3) =4(x+4)
2.3(a:—1)—\/1x—|—3=\3/1_25+3(a:—1)

3x—2x—-1)+1=3+2(x—2)
4.2(:0—\/;)—3(:04—1):2—:1:
5.%(4:{:4—2)—2(:1:—2):556—\3/§(2a:+1)

6.2 —2(1—z)—2(3z — 1) =\/§—2<a:+5)
Cwiczenie 10

Rozwiaz rownania.

z—1 z+1
5 5 5 = T

z—v16 2z _ . 2—z
6. — 5 — & 5



Cwiczenie 11
Rozwigz rownania.
2
1.””7“%—333: (%) —|—2(:13—1)

220 -4 = 22 —2(a—¢")

3.—323:—2%(33—2):—3—2733—%(\3/%—:6)

43— 21 L Y Ba— 50— 3
Cwiczenie 12
Znajac pierwiastek rownania, wyznacz liczbe a.
L2z —-3(a—2)=2(z+1),z=1
2.3242a—1=2a—a(z—3),z= -2
3.2a —3(v+a)=4(a—1),v=—+%
4.p+2(a+5)=alp—3),p= 27

Cwiczenie 13
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14

Dane jest réwnanie: 2z + 3(1 + ) — 2a = 3(z + a). Dla jakiej wartosci a rozwiazaniem
réwnania jest liczba 5?



Rozwiazywanie zadan tekstowych z
zastosowaniem rownan

Cwiczenie 1

Wsréd kwiatow rosnagcych w ogréodku pani Urszuli potowa to réze, tulipany stanowia czwarta
czes¢ wszystkich kwiatow, a zonkile 6sma czes¢ wszystkich kwiatéw. Oprdocz nich rosnie
jeszcze 14 narcyzéw. lle kwiatow rosnie w ogrédku pani Urszuli?

Cwiczenie 2

W akwarium Michata ptywajg skalary, gupiki i welony. Skalarow jest o pie¢ wiecej niz
welondw, a gupikdw dwa razy wiecej niz welonow. lle skalaréw, gupikéw i welondw ptywa
w akwarium Michata, jezeli wszystkich ryb jest 13 ? Przeciggnij i upus¢ liczbe odpowiadajaca
ilosci kazdego z gatunkow ryb.

EIE A EE

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3

Zosia podzielita wstazke na dwie czesci, tak ze pierwsza z nich stanowita % catej dtugosci
wstazki. Druga cze$¢ byta o 8 cm krotsza od pierwszej. Jaka byta dtugos$¢ wstazki przed
podziatem?




Cwiczenie 4

Kinga kupita bluzke i spddnice, za ktore zaptacita 138 zl. Bluzka byta o 43 z} tansza od
spodnicy. Jezeli przez  oznaczymy cene bluzki, to rownanie opisujace tre$¢ zadania bedzie
postaci:

() x-43 = 138
O x + 43 = 138
O 2x-43 = 138

O 2x + 43 = 138

Cwiczenie 5

Maciek kupit 2 dtugopisy i otéwek, za ktore zaptacit 15,20 zt. Dtugopis byt o 20 % drozszy od
otowka. Jezeli przez x oznaczymy cene otéwka, to rownanie opisujace tres¢ zadania bedzie
postaci:

() 2z+ 0,8z = 15,20

(O x + 1,6x = 15,20

O 2x + 1,2x = 15,20

(O x + 2,4x = 15,20

Cwiczenie 6

Gospodarstwa Pawlaka i Nowaka majg razem 8,6 ha powierzchni. Jaka jest powierzchnia
kazdego z gospodarstw, jezeli gospodarstwo Pawlaka jest o 15 % wieksze od gospodarstwa
Nowaka?



Cwiczenie 7

Uzupetnij.

0 T solanki 5-procentowej + ------------- solanki 20-procentowej = 50 dag solanki 10-
rocentowej

S solanki 10-procentowej + | solanki 4-procentowej = 40 dag solanki 8-
procentowej

gl solanki 25-procentowej 4 solanki 30-procentowej = 60 dag solanki

28-procentowe;j

16% dag || 36 dag 33% dag 26% dag ’ ‘ 13% dag ’ 24 dag

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8

Pawet i Gawet majg razem a znaczkéw, ale kolekcja Pawta jest o % wieksza od kolekcji Gawta.
lle znaczkéw ma Pawet?

Cwiczenie 9

Zosia narysowata 18 kwadratow, trojkatéw i koét. lle figur geometrycznych kazdego rodzaju
narysowata Zosia, jezeli tréjkatow byto o 50 % wiecej niz kot, a kwadratow o 20 % mniej niz
kéti trojkatéw razem?

Cwiczenie 10

Ania jest o 5 lat mtodsza od Stasia. Cztery lata temu Stas byt dwa razy starszy od Ani. lle lat ma
Ania, aile Stas?



Cwiczenie 11

Potacz w pary tresci zadan z rdwnaniami, za pomoca ktérych mozna zapisac te tresci.

1. Tata jest o 24 lata starszy od Kasi. Cztery lata temu byt od niej cztery razy starszy. Przez x
oznaczmy wiek Kasi.

2. Kinga jest o 20 lat starsza od Basi. Cztery lata temu byta od niej cztery razy starsza. Przez
T oznaczmy wiek Basi.

3. Tata jest o0 24 lata starszy od Kasi. Cztery lata temu byt od niej cztery razy starszy. Przez x
oznaczmy wiek taty.

4. Kinga jest o 20 lat starsza od Basi. Cztery lata temu byta od niej cztery razy starsza. Przez
x oznaczmy wiek Kingi.

5.x— 4 = 4(x— 28)

6.x + 20 = 4(x— 4)

7.x + 16 = 4(x— 4)

8.x—4 = 4(x— 24)

Cwiczenie 12

W trapezie réwnoramiennym kat lezacy przy dtuzszej podstawie jest o 24° mniejszy od kata
lezacego przy krotszej podstawie. Miary katéw trapezu wynosza

O 66°i114°

() 24°i156°

O 78°i102°

O 61°i119°



Cwiczenie 13

Prostokat, w ktérym jeden z bokéw jest o 4 cm dtuzszy od drugiego, ma pole o 16 cm?
wieksze od pola kwadratu o boku takiej samej dtugosci, jak krétszy bok prostokata. Oblicz
dtugosci bokdéw prostokata.

Cwiczenie 14

W dwdch stojach miesci sie 160 litréw soku wisniowego. Gdyby z wiekszego stoja przelano %

jego zawartosci do mniejszego stoja, to w obu bytoby po tyle samo soku. lle litrow soku jest
w kazdym ze stojéw?



Przeksztatcanie wzoréow

Przeksztalcanie wzorow polega na wyznaczaniu niewiadomejw zaleznosci od innych
zmiennych wystepujacych w tych wzorach. Ma to zastosowanie przy wyznaczaniu
potrzebnych niewiadomych ze wzoréw matematycznych, fizycznych, chemicznych.

Juz wiesz

ZZ | Jak wyznaczyc¢ ze wzoru na energie
= < Kinetyczna mase?

@) .'ll

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Gdy niewiadoma, ktorg chcemy wyznaczy¢ wystepuje w kilku miejscach i nie mozemy
dokonac¢ redukcji wyrazow podobnych, nalezy szukang zmienng wylgczy¢ przed nawias.
Przypomnijmy, jak poprawnie wykonac potrzebne dziatania.

Juz wiesz



https://zpe.gov.pl/a/DPEmP7D8v

m=01kxg Ey,=m-g-h

Przyjmijmy _ m- v2
- m Ek S TS

g e 10 s2 2

[d1E=01-10-5=5[]

2
Ek=2!1£—0=0[J]

Ep+ E,=5+0=5[J]

@ E,=0,1-10-3,2=3,2[]]

2
E, = 2:12'_5 =1,8[J]

Ep+Ek=3,2+1,8=5[J]
@ E,=0,1-10-0=0[J]

2
= B800% gy

E,+E, =0+5=5[J]

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1

Z podanego wzoru wyznacz niewiadoma x.
1.3z — 5 =2z + 2a...
2.4/9—z=1-5a..
3.2 —5y+z=—4%..

4.a + 2ab + 2z = 23b + 3=x...


https://zpe.gov.pl/a/DPEmP7D8v

Cwiczenie 2

Potacz opis z odpowiednim wzorem i wyznacz a.

1. wzor na wysokos¢ w tréjkacie rownobocznym

2. wzor na pole trojkata réwnobocznego

3. wzér na pole dowolnego trojkata

4. wzér na pole trapezu

5. wzor na pole kwadratu

6.h = 23
7.Pp= 23
8. P = ah
9.P = atb o p

10. P = a?



Cwiczenie 3

Z podanego wzoru wyznaczono zmienng x. Uzupetnij wykropkowane miejsca tak, aby wzor
byt poprawny. Przyjmij, ze wszystkie zmienne s3 rézne od zera.

1.2cx+2a:c—cx,x:cf—2‘l
_ _ —v*+5u+...
2.4vx —5v+1=v(2z —v),z = 5=

3.2ab — ax 4 V/8b = 3a(2zI: +3ab),:c — M)+2ab+

4.3(px —p) +2pq =2p(3q+2z —p) + 1,z = w
Cwiczenie 4

Z podanego wzoru wyznacz wskazane zmienne. Wszystkie zmienne s3 liczbami dodatnimi.




Cwiczenie 5

Z podanego wzoru wyznacz zmienng .

Lp(x+2a) =3z +1

2z:2v—“’—|—2x
3.v= :c—aic-l—{_]'

1
4. % —1=z —+ Y
Cwiczenie 6

Jezeliv= % (s>0,v>0,t>0),to

s—=vet

o o O O
I
S



Cwiczenie 7

. 2
Po wyznaczeniu t ze wzoru s = %otrzymamy

O t=2
O t=2

Cwiczenie 8

Zapisz wzor na podstawe a trojkata, ktorego pole wynosi 4p + 3, a wysokosé 2h.

O a=4+3
_ 4p+3

O o=
_ 4p+3

O a=4=

O a=2+3

Cwiczenie 9

Wyznacz dtugos¢ = dtuzszej podstawy trapezu o polu 2p, jezeli wysokos$¢ trapezu wynosi 2h,
a krotsza podstawa ma dtugosc 3z.



Cwiczenie 10

Z podanych wzoréw wyznacz wskazane zmienne. Wszystkie zmienne s3 liczbami dodatnimi.

1. P =ab + ah + bh, a, h

2.P = azf +2aeh,h

3.V=1a’eH,a, H

4.V = a2;/§ eH a H

Cwiczenie 11

Danyjesthér% = RL1+R%R>OIR1 >0iRy > 0.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Woyznaczajac ze wzoru Ry, otrzymamy Ry = R R

(] Woyznaczajac ze wzoru Ry, otrzymamy R = R R

(] Woyznaczajac ze wzoru R, otrzymamy R = —1{2%114:1;122 .

(] Woyznaczajac ze wzoru Ry, otrzymamy Ry = gf}é .




Cwiczenie 12

Uszereguj rownosci w odpowiedniej kolejnosci, tak aby ze wzoru wyznaczyé a. Btedne zapisy
przenies do drugiego zbioru.

1.15a = —8b — 8¢
2.3(a+2b) + 6¢c = 12a — 2(b+ ¢)
3. —9a = —8b— 8¢

4.3a + 6b+ 6¢c = 12a — 2b — 2¢
5.3a — 12a = —2b — 6b — 2¢ — 6¢
6.%%+c:2a—%

7.3a + 12a = —2b — 6b — 2¢ — 6¢

__ 8b+8¢
8.a = 5
__ 8b+8e¢
9.a = =5

10.3(a + 2b) + c=12a — 2(b+¢)

11. 3a + 6b + 6¢ = 12a — 2b + 2¢

Cwiczenie 13

_ab
c

a+b ’

1—ad
(a—l—cd) )

Sprawdz, czy wyznaczajac b ze wzoru d = otrzymasz wzor b =

=

c

Podaj konieczne zatozenia.



Uktad rownan z dwiema niewiadomymi -
opisywanie zwiazkow miedzy wielkosciami za
pomoca rownan

Przyktad 1

Yz Suma masy arbuza i mas sokow
~ 7 jest rowna sumie mas odwaznikow.

- X+ 2y =5

A ™ Do zbioru rozwigzan
e naleza pary liczb...

y=2
y=1,>5
y=1
= Yy=0,5

9
X X

I
AW

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!
e Rownaniem z dwiema niewiadomymi nazywamy réwnanie, w ktérym wystepuja

dwie niewiadome.

Na przyktad:
br+y=x>+6
22 =4z
2 +5x+6=1y



https://zpe.gov.pl/a/Dq2fsnXhM

« RoOwnaniem pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi nazywamy réwnanie,
w ktorym obie niewiadome wystepuja w pierwszej potedze.

Na przyktad:
—rz+y=9
—2z+4=—y
Ty—t=9
—2(z—z) =10

» Rownanie pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi ma nieskonczenie wiele
rozwiazan.

rownania
y+4=-7, x2=0, 2a2-b=3

7z 4

Z jedna niewiadoma z wiecej niz jedna niewiadom
y+4=-7, x2=0 232 -ba=3 :

7 4

pierwszego stopnia ktére nie sa pierwszego stopnia
y+4=-7 x2=0

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zapamietaj!

o Ukladem rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi nazywamy dwa
rownania pierwszego stopnia z co najwyzej dwiema niewiadomymi, potagczone
spojnikiem ,,i", ktory symbolizuje klamra.

Na przyktad

2c =8 ([2a+5b=8(6x—t=12
2c+y=6a+2b=3 x =5t

o Uklady rownan wykorzystujemy do zapisywania i rozwiazywania takich zadan,
w ktorych nalezy zastosowac¢ wiecejniz jedng niewiadoma.



Cwiczenie 1

Sposréd ponizszych uktadéw réwnan wybierz uktady rownan pierwszego stopnia z dwiema

niewiadomymi.

z—s=1

SIR




Cwiczenie 2

Zapisz uktad réwnan, ktéry opisuje podang sytuacje. Skorzystaj z rysunku.

Truskawki Borowki Maliny Czeresnie
Cena: t zt/kg Cena: b zt/kg Cena: m zt/kg Cena: ¢ zt/kg

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Asia, kupujac 4 kg truskawek i 0,5 kg malin, zaptacita 23,50 zt, a Maciek, kupujac 2 kg
truskawek i 1 kg malin, zaptacit 23 zt.

2. Marysia, kupujac 0,25 kg borowek i 1 kg czeresni, zaptacita 14 zi, a Jacek, kupujac 0,5 kg
czeresni i 1 kg borowek, zaptacit 24,50 zt.

3. Ala, kupujac 3 kg truskawek i 1 kg borowek, zaptacita 32 zt, a Krzys, kupujac 5 kg
truskawek i 0,5 boréwek, zaptacit 30 zt.



Cwiczenie 3

Zapisz uktad réwnan, ktory opisuje podang sytuacje. Skorzystaj z rysunku.

1. Beata, kupujac 1 szampon i 3 kremy do twarzy, zaptacita 92 zl, a Alicja, kupujac 1 krem i 2
szampony, zaptacita 54 zt. Oznacz
x- cena jednego szamponu do wioséw [zt]
y - cena jednego kremu do twarzy [zt

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

x - masa wiekszego klocka [kg]y - masa mniejszego klocka [kg]

3. Agnieszka, kupujac 3 opakowania ptasiego mleczka i 4 mleczne czekolady, zaptacita
51,60 zi. Natomiast Bartek, kupujac 3 mleczne czekolady i 2 opakowania ptasiego
mleczka, zaptacit 35,20 zi.

X - cena jednego opakowania ptasiego mleczka [zt]
y - cena jednej mlecznej czekolady [z}]



masa owocéw: 3,90 kg

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

masa owocow: 3,20 kg

b - masa jednej brzoskwini [kg|g - masa jednej gruszki [kg]

Cwiczenie 4

Ktore zdanie opisuje uktad réwnan {

r—4=4y
T—y—2=

5
T2y °

0 Liczba 0 4 mniejsza od y jest 4 razy wigksza od x. Liczba o 2 mniejsza od réznicy
liczb x i y jest réwna $redniej arytmetycznej liczby x i dwukrotnosci liczby y.

0 Liczba o 4 wieksza od « jest 4 razy mniejsza od y. Liczba o 2 mniejsza od réznicy
liczb x i y jest réwna $redniej arytmetycznej liczby x i dwukrotnosci liczby y.

0 Liczba 0 4 mniejsza od x jest 4 razy wigksza od y. Liczba o 2 wigksza od réznicy liczb
x i y jest rowna Sredniej arytmetycznej liczby x i dwukrotnosci liczby y.

0 Liczba o 2 mniejsza od réznicy liczb x i y jest rowna Sredniej arytmetycznej liczby x

i dwukrotnosci liczby y.

[ ] Liczba o 4 mniejsza od x jest 4 razy wieksza od .
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/Dq2fsnXhM

Cwiczenie 5

Zapisz uktady rownan opisujace sytuacje przedstawiong na rysunkach.

cena bukietu: 15,50 zt

cena bukietu: 16,50 zt

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

cena zestawu: 262 z}

cena zestawu: 274 zi

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 6
Uzupetnij wyrazenia, aby otrzymany uktad réwnan opisywat ponizsza sytuacje.

1. Za st6ti 4 krzesta zaptacono 5600 zt. Cena krzesta jest trzykrotnie mniejsza od ceny stotu.
s - cena stotu (w z})
k - cena krzesta (w z})

2. Za zeszyt i 5 otéwkdw zaptacono 10,50 zt. Dwa zeszyty kosztuja tyle, co pie¢ otdwkdw.
z - cena jednego zeszytu (w z})
o- cena jednego otéwka (w zi)

2z = ......
...... 4+ ......=10,50

3. Mama i tata majg razem 75 lat. Tata jest o 5 lat starszy od mamy.
m - wiek mamy

t - wiek taty
m+5= ......
...... + ......=T75

4. Ania jest o 10 lat mtodsza od swojego brata. Za dwa lata bedzie od niego 5 razy mtodsza.
a - wiek Ani
b - wiek brata Ani

5. Zosia i Ala majg razem 13 lat. Za 5 lat bedg miaty razem 23 lata.
z - wiek Zosi
a - wiek Ali



Cwiczenie 7
Uzupetnij wyrazenia, aby otrzymany uktad réwnan opisywat ponizsza sytuacje.

1. Masa 3 opakowan ciastek i 7 paczek cukierkéw jest rowna 134 dag. Masa jednego
opakowania ciastek jest 20 razy wieksza niz masa jednej paczki cukierkéw.
x - masa jednego opakowania ciastek (dag)
y - masa jednego opakowania cukierkow (dag)

2. Liczba x jest 3 razy mniejsza od liczby y. Srednia arytmetyczna liczb z i y jest dwa razy
wieksza od liczby x.
x - wartosc¢ pierwszej liczby
y - wartos¢ drugiej liczby

(e

3. Na wycieczke pojechato a dziewczat i b chtopcdw, razem 25 osob. Liczba chtopcéw jest

o potowe wieksza od liczby dziewczat.
a - liczba dziewczat
b - liczba chtopcéw

4. W skarbonce jest m monet dwuztotowych i n monet piecioztotowych, razem 128 zi.
Liczba monet piecioztotowych jest o 6 mniejsza od liczby monet dwuztotowych.
m - liczba monet dwuztotowych
n - liczba monet piecioztotowych



Cwiczenie 8

Potacz w pary podane zdania z uktadami réwnan, ktore je opisuja.

Tabela. Dane
Liczba a jest o 4 wieksza od trzeciej czesci liczby b. a—3bi4
1 | Srednia arytmetyczna liczb a i b jest o 1 mniejsza od A { ath b_ o
1 = q — —
liczby b. 2
Liczba a jest o 4 mniejsza od trzeciej czesci liczby b. a—=1pi4
2 | Podwojona srednia arytmetyczna liczbaibjesto 1 B { ath 3
. . 5 =b—1
wieksza od liczby b.
Liczba a jest o 4 wieksza od potrojonej liczby b. Srednia a—23b_4
3 | arytmetycznaliczb a i bjest o 2 mniejsza od roznicy liczb C { at2b
. 5 a 1
aib.
Liczba a jest o 4 mniejsza od potrojonej liczby b. Srednia a—1lb_4a
4 | arytmetyczna liczby a i podwojonej liczby b jest o 1 D b 3
.. . 12 e2=0b+1
mniejsza od liczby a. 2



Cwiczenie 9

Jedno opakowanie kawy rozpuszczalnej jest drozsze o 2 zt od trzech opakowan herbaty. Za
dwa opakowania kawy i 5 opakowan herbaty nalezy zaptaci¢ 70 zt. Ktéry uktad réwnan nalezy
rozwigzac, aby wyznaczy¢ cene tych produktow?

x=3y—2
O {2y+5:c:70

SRR P
O {pimt?
O {2 :5?;”70
SR P
O { xlg;ﬂ—i_io
SR A



Cwiczenie 10

Suma 10 % liczby z i 20 % liczby y jest réwna 19, a 30 % sumy liczb z i y jest rowne 36,6. Ktory
uktad rownan nalezy rozwigzaé, aby wyznaczy¢ wartosci tych liczb?

o 10(z + 20y) = 19
30(z + y) = 36,6

10z + 20y = 19
30(z +y) = 36,6

0,1z + 0,2y = 19
30(z + y) = 36,6

10%(z + 20 %y) = 19
30%z +y = 36,6

0%z +20%y = 19
%(x +y) = 36,6

10 %z +20%y = 19
30%z +y = 36,6

10 %z +20%y = 19
z + 30 %y = 36,6

{
{
U
Lo
{
{



Cwiczenie 11

W skarbonce jest 11,4 zt w monetach pieciogroszowych, dwudziestogroszowe oraz 3 monety
dwuztotowe. Srednia arytmetyczna liczby wszystkich monet w skarbonce jest réwna 14.
Wskaz uktady rownan opisujgce sytuacje przedstawiong w zadaniu.

Y3 14

{O,2y + 0,05z +2 = 11,4
3

0,2z + 0,05y +6 =114
r+y+3=14

0,05z + 0,2y + 6 = 11,4
:B+y+3 — 14

0,2z + 0,5y + 6 = 11,4
a:+y+3 — 14

0, 2x+0 0,22+0,05y+6 14

0,22 4+ 0,05y + 6 = 11,4
z+y+3 — 14

0,2z + 0,05y + 6 = 11,4

0,2z + 0,05y +2 = 11,4
x+y+3 — 14

{
{
{
{
{
{



Cwiczenie 12

Cztery lata temu Adam byt 3 razy starszy od Agnieszki, a za 4 lata bedzie od niej 2 razy starszy.
Ktéry uktad réwnan nalezy rozwigzac, aby wyznaczy¢ wiek Adama i Agnieszki?

r—4=2@y—4)
O {:c+4:3(y+4)

r—4=30y—4)
O {:c+4:2(y+4)

r—4=y—4+3
O _
r+4=y+4+2

r—4=3y—4
O _
r+4=2y+14

Cwiczenie 13
Zapisz uktad réwnan, ktory opisuje nastepujaca sytuacje.

1. R6znica dwéch liczb wynosi 20. Znajdz te liczby, wiedzac, ze jezeli wiekszg z nich
zwiekszymy o 10, a mniejszg zwiekszymy trzykrotnie, to otrzymamy liczby réwne.

2. Liczba x jest 0 4 mniejsza od liczby y. Potowa sumy liczb x i y jest o 1 wieksza od liczby .

3. Liczba o0 30 % wieksza od liczby z jest o 20 wieksza od liczby y. Liczba o 20 % mniejsza od
liczby y jest rowna liczbie x.

4. Czwarta cze$¢ liczby x stanowi 8 % liczby . Liczba 0 50 % wieksza od liczby z jest 0 10
mniejsza od 50 % liczby .



Cwiczenie 14

Ustal niewiadome i zapisz uktad réwnan, ktéry opisuje nastepujaca sytuacje.

1. Marysia, kupujac w ksiegarni otéwek i dtugopis, zaptacita 5,2 zt. Justyna, kupujac 4 takie
same otowki i taki sam dtugopis, zaptacita 8,8 zt.

2. W nadmorskim pensjonacie znajdujg sie pokoje czteroosobowe i trzyosobowe oraz 44
pokoi dwuosobowych, razem 90 pokoi. Pensjonat moze przyjg¢ 236 wczasowiczéw.

3. Marek i Ala dostajg co miesigc kieszonkowe od swoich rodzicow. W ciggu roku
rodzenstwo otrzymato 660 ztotych. Miesieczne kieszonkowe Marka jest o 15 zt nizsze od
kieszonkowego Ali.

4. W pewnym gospodarstwie hodowano gesi, ktérych pilnowaty mniejsze psy. Zwierzeta
miaty razem 300 négi 135 gtéw.

5. Skrzynia z narzedziami wazy 24 kg. Masa narzedzi jest siedmiokrotnie wieksza niz masa
pustej skrzyni.



Cwiczenie 15

Zapisz uktady réownan opisujace sytuacje przedstawiong na rysunku.

a) b) c)
a+p 3a+48 3a+48
1,5y
8 58 a+p3 42°
d) e) : f)
Ts‘a_t
4y 2z
b
[\ /] a a
7 z+y
Pole = 222 Pole = 31 Obwod = 22
Obwod = 74 Obwod = 24

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Liczba rozwigzan uktadu rownan pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomymi

Przyktad 1

T
|

o ail 3 ’ ri L {’ ¢ I i
2x + 5y = -11 | .
X-2y=8

Mozliwe Zapisy rozwiazania uktadu réwnap:

X=2jy=-3 |

(21 "3)

{X=2
Y=-3

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

6x -2y = .42 |
-3X +4y =9 rX=-5iy=¢

L,=-3:-(-5)+4.¢
L2=15+24=39
P2=9
L, #P,



https://zpe.gov.pl/a/DTfhpKTXY

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

o Paraliczb speinia dany uktad rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi,
jezeli speinia jednoczesnie dwa réwnania tego uktadu.

» Zbior wszystkich par liczb speiniajgcych dany uktad rownan nazywamy rozwigzaniem
tego uktadu rownan.

Wazne!
Uktad rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi moze:

» nie mie¢ zadnej pary liczb spelniajgcej dany ukiad rownan,
» mie¢ dokladnie jedng pare liczb speiniajacg dany ukiad rownan,
» mie¢ nieskonczenie wiele par liczb speiniajgcych dany uktad rownan.

Przyktad 3
Sposrod ponizszych uktadow rownan wybierz te, ktore:

» majg doktadnie jedno rozwiazanie,
» nie majg zadnego rozwigzania,
» majg nieskonczenie wiele rozwigzan.

SRSUE G 5 .
X+y=5

X-y=1 ,x=3iy=2
3+2=5

1

3-2=
5=5
1=1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja


https://zpe.gov.pl/a/DTfhpKTXY
https://zpe.gov.pl/a/DTfhpKTXY

Zapamietaj!

o Uklad rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi, ktérego rozwigzaniem jest
doktadnie jedna para liczb nazywamy ukladem oznaczonym.

o Uklad rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi, ktérego rozwigzaniem jest
nieskonczenie wiele par liczb, nazywamy uktadem nieoznaczonym.

o Uklad rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi, ktéry nie ma rozwiazania,
nazywamy uktadem sprzecznym.

Cwiczenie 1

Potacz w pary uktady rownan z ich rozwigzaniami.

{23:—3/2—2 (1.0

A = =1l
20 —y =1
{:c+y:5 (=5,—4)
3z —4y=—14 g 1
2z + 5y =6 (=3:2)
4r + 5y =4
-2,2
{4x—5y:6 (=2,2)
—xrz+y=1
{x—2y:3 (3:3)
z—y=0
{x+y:6 (2:3)
—r+2y=4 1 1
{:c—4y:—5 (117_3)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

5 2y =3
Parj liczb spetniajgca uktad réwnan Ty jest
—4x — 0,by =2

O (_1’ _4)
O (1,-4)
O (-1, 4)

O 1,4

Cwiczenie 3

2z —6) +4(y+3)=y—=

jest
(—z4+1)—2(5—2y) = —17°

Parj liczb spetniajgca uktad réwnan {

O (=2,-2)
O (2,-2)
O (2,2

O (=2,2)



Cwiczenie 4

Sprawdz, czy podana para liczb jest rozwigzaniem danego uktadu réwnan.

SI PROR AT (X

—y—z=1
O {2:1:—33/:28’ (5’ 6)

Cwiczenie 5

o=
N—"

Sprawdz, ktére uktady rownan spetnia para liczb (—4,

® {3%9: + 25y = —9

10y — 3z = 14
O {%m—lOy:ﬁ’
6z — 15y = —1

T+ 5y=-3

—3z+5y=9
O\



Cwiczenie 6

Zapisz uktad dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi, ktérego rozwigzaniem jest podana para
liczb



Cwiczenie 7
Przeciagnij i upus¢ uktady rownan z dolnej sekcji do gornej.

brak rozwigzan

x+y=4 z+y=0
x—y=0

jedno rozwigzanie

nieskonczenie wiele rozwigzan

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Uktad réwnan jest uktadem oznaczonym.

2m+2y—6

jest uktadem oznaczonym

Uktad ré
(] ad réwnan - 2y _ 3

8
_|_

(] Ukfad réwnan Jest uktadem nieoznaczonym.

&z
| |

oo+
lor-
2
-
lor-
lor+

(] Ukfad réwnan Ty i jest uktadem oznaczonym.
(] Ukfad réwnan jest uktadem sprzecznym.
T+ 2y = 6
Uktad rownan jest uktadem nieoznaczonym.
U 2z + 2y - GJ Y



Cwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Ukfad réwnan

(] Ukfad réwnan jest uktadem oznaczonym.

(] Ukfad réwnan jest uktadem nieoznaczonym.

T+y=-3

(] Ukfad réwnan jest uktadem nieoznaczonym.

2z +2y =3

+y=3

(] Ukfad réwnan 3 jest uktadem sprzecznym.

=3
(] Ukfad réwnan { Ty jest uktadem sprzecznym.
T

rTty=



Cwiczenie 10

Ktére z podanych uktadéw réwnan s sprzeczne?

x—3y=>5
O {—a:—|—3y:5

2a +4b =8

o a+2b=4

a:+2y—3

O

—x — 2y = —

O

2a+3b——

6b = 2
a+ 6b=2

O

24z — 16y =9
122 — 8y =9

O

{
-
U
{



Cwiczenie 11

Ktére z podanych uktadéw réwnan sa sprzeczne?

x+ 3y =12
U {x—3y:12



Cwiczenie 12

Ktére z podanych uktadéw réwnan sa nieoznaczone?

4a —Tb = 12
O {4a—7b:24



Cwiczenie 13

Ktére z podanych uktadéw réwnan sa nieoznaczone?

2a +4b = 8
u {a—l—Zb:lﬁ

122 — 8y = 4,5



Cwiczenie 14

Ktére z podanych uktadéw réwnan s3 oznaczone?

24z — 16y =9
o {12m—8y:9

U {??{y++3z:i
SR o
0 {Galath
O { 62xy_+2é/zv_:54
SIR P
O { xa:++33yy_—55



Cwiczenie 15

Ktére z podanych uktadéw réwnan s3 oznaczone?

0 { _at:$+_3§/y::55
S AR
U {gy—l_fz i 1

0 { _xx—i—_?)é/y::l

U { xy—i—:y _:7f 6

0 { S

Cwiczenie 16

20 — Ty = —3

jest
oz — Ty =3

Uktad réwnan {

() nieoznaczony

() sprzeczny

() oznaczony



Cwiczenie 17

—2 Ty = —3
Uktad réwnan Ty jest
20 — Ty =3

() oznaczony

() sprzeczny

() nieoznaczony

Cwiczenie 18

—2 Ty =—3
Uktad réwnan Ty jest
2¢ — Ty = —3

() oznaczony

() sprzeczny

() nieoznaczony

Cwiczenie 19

Jaki jednomian nalezy wpisa¢ w miejsce kropek, aby otrzymany uktad rownan byt sprzeczny?

3 6x 4 8y = 12
-3z —4y=...



Cwiczenie 20

Jaki jednomian nalezy wpisa¢ w miejsce kropek, aby otrzymany uktad réwnan byt nieoznaczony?

. 2a +3b=5
"1 -2a+...= -5

5 20x + 35y = 10
.- Ty=-2

132 — 9y — 32
26z — 18y = ...

Cwiczenie 21

Z podanych réwnan wybierz takie, aby otrzymac uktad oznaczony.
. {21: — 6y =10

ez —3y=5,z+3y=95, —z—-3y=5,z—-3y=—-95, —x+3y=>5

1.

{—%x+3y:1

e 20 — 12y =—-4,2x+12y=—-4, —2x+ 12y =—4 20 — 12y =4, — 2z — 12y = —4
1-{5:1:—3/:—3

e 152 —3y=-9,152+3y=-9, — 15z —3y=—-9,16z—-3y=9, — 15y + 3y = —9



Cwiczenie 22

Z podanych réwnan dobierz takie drugie réwnanie, aby otrzymany uktad byt sprzeczny.

. {23:—63/:10

z—3y=5,z+3y=5, —z—-3y=5,2—-3y=-5, —x+3y=-95

DY

5 {—%x+3y:1

20 — 12y = —4,2x+ 12y =—4, —2x+ 12y = -4, 20 — 12y =4, — 2z — 12y = —4

3.{5x—y:—3

152 —3y=-9,152+3y=-9, — 152 —3y=—-9,15z —-3y=9, — 15y + 3y = —9
Cwiczenie 23

Wybierz sposréd podanych réwnan z dwiema niewiadomymi dwa réwnania, tak aby otrzymany
uktad réwnan byt oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny. Rozwaz wszystkie mozliwosci.

lLx—4y=3
2. —z+4y=-3
3.2z +4y=6
4.2x —8y =26

5.2z +4y = —6



Cwiczenie 24

Zapisz wyrazenie algebraiczne, ktore nalezy wpisa¢ w miejsce kropek, aby uktad réwnan
—2x+T7y=>5
.= —10

1. byt sprzeczny

2. byt nieoznaczony



Rozwiazywanie uktadéw rownan metoda
podstawiania

X+y=4
2X+ 3y =7
X=5
y=-

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 1

Metoda podstawiania jest fatwiejsza do stosowania, jezeli przynajmniej w jednym

z rownan ukladu, przed jedna z niewiadomych, znajduje si¢ wspotczynnik liczbowy 1.
Rozwigzemy teraz ukiad rownan, w ktorym zaden ze wspotczynnikow liczbowych
wystepujacych przed niewiadomymi nie jest rowny 1.

20 +3y =15
dx — 2y = 26



https://zpe.gov.pl/a/D1AAjBjNJ

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja
Przyktad 2
—2z+4y=4
Rozwigzemy uktad rownan { . Ci;y y_ 3 metoda podstawiania.

Wyznaczymy niewiadoma z z drugiego rownania uktadu i podstawimy otrzymane
wyrazenie zamiast x do pierwszego rownania uktadu.

rT=2y+3
—2(2y+3)+4y=4

Nastepnie rozwigzemy drugie rOwnanie, przepisujac pierwsze bez zmian.

xr=2y+3
—4y—6+4y=14

x=2y+3
—4y+4y=4+6

x=2y+3
Dey=10
0=10

Drugie z rownan ukitadu okazalo si¢ rownaniem sprzecznym, a wiec uktad rownan jest
uktadem sprzecznym.
Zapamietaj!


https://zpe.gov.pl/a/D1AAjBjNJ

Jezeli, rozwiazujgc uklad rownan metodg podstawiania, rownanie, do ktorego
podstawimy wyrazenie algebraiczne z drugiego rownania, okaze si¢ rownaniem

sprzecznym, to taki uktad jest ukltadem sprzecznym.
Przyktad 3

—4x + 6y =8
2z —3y= —4
Wyznaczymy niewiadoma z z drugiego rownania uktadu i podstawimy otrzymane

Rozwigzemy uktad rownan { metodgq podstawiania.

wyrazenie zamiast z do pierwszego rownania uktadu.

20 = 3y—4 |:2
—4xr 4+ 6y =8

r=15y—2
—4(1,5y — 2) + 6y =8
Nastepnie rozwigzemy drugie rOwnanie, przepisujac pierwsze bez zmian.

x=15y—2
—6y+8+46y=28

=15y —2
—6y + 6y =8 — 8

=15y —2
Oey=20
0=0

Drugie z rownan uktadu okazato si¢ rownaniem tozsamosciowym, czyli takim, ktorego
zbior rozwigzan tworza wszystkie liczby rzeczywiste. Rozwigzywany uktad rownan jest
zatem ukladem nieoznaczonym, czyli takim, ktory ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Zapamietaj!

Jezeli, rozwiazujac uklad rownan metodg podstawiania, rownanie, do ktorego
podstawimy wyrazenie wyznaczone z drugiego rownania, okaze si¢ rownaniem
tozsamos$ciowym, to uktad rownan ma nieskonczenie wiele par liczb spetniajacych to
rownanie, czyli jest ukladem nieoznaczonym.



Cwiczenie 1

Podany jest uktad réwnan. Uporzadkuj ponizsze uktady, tak aby utworzyty kolejne etapy
rozwigzania danego uktadu rownan metoda podstawiania.

x+2y=4
2z + 2y =6

1 xr=4—2y
18 —4y+2y=6



Cwiczenie 2

Podany jest uktad réwnan. Uporzadkuj podane ponizej uktady, tak aby utworzyty kolejne etapy
rozwigzania danego uktadu rownan metoda podstawiania.

-3z +y=28
S5z + 3y =10
1 y=8+3z
|14z = —14

y=8+3zx

2.
5z + 3(8 + 3z) =10

T =

3.
—8+3:c

5 T =

<
||

y=8+3zx

6 S5+ 24+ 9z =10

y= 8+ 3z

7.
o5z 4+ 3y = 10

{
b
4{y faeCy
{
oo+
s



Cwiczenie 3

5t + Ty = 12

, otrzymamy wyrazenie:
20 — by =8 Y Yy

Wyznaczajac x z pierwszego réwnania uktadu {

O
O 2,5y + 4
O

—-1,6 + 0,4y

(O 24- 14y

Cwiczenie 4

3x —2y==6

, otrzymamy wyrazenie
x+4y =10 y ywy

Wyznaczajac y z drugiego rownania uktadu {

2,5 - 0,25z
3 + 1,5z

10 - 4z

o O O O

2+%az



Cwiczenie 5

S . . , ) —2r +5y =12,
Po wyznaczeniu niewiadomej = z pierwszego rownania uktadu 4 5 i
z—4y =
podstawieniu otrzymanego wyrazenia w miejsce niewiadomej x do drugiego réwnania i jego

uproszczeniu otrzymamy

O —45y = 9.5
O 3,6y = 2,6
O 3y = 22

O -15y = 11

Cwiczenie 6

3r—4y==6
Po wyznaczeniu niewiadomej y z drugiego rownania uktadu { 5 4 7 i podstawieniu
T — 2y =
otrzymanego wyrazenia w miejsce niewiadomej y do pierwszego réwnania i jego uproszczeniu
otrzymamy
O 13x = 11
(O —-5x =34
() -05x =4

Cwiczenie 7
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11

Rozwiazujac uktad réwnan metoda podstawiania, otrzymujemy réwnanie 3x — 2 = 3x + 1.
Oznacza to, ze uktad jest

() sprzeczny

() oznaczony

() nieoznaczony

Cwiczenie 12

Rozwigzujac uktad réwnan metoda podstawiania, otrzymujemy réwnanie —2x + 3 = 2z + 3.
Oznacza to, ze uktad jest

() sprzeczny
() nieoznaczony

() oznaczony



Cwiczenie 13

Rozwigzujac uktad réwnan metoda podstawiania, otrzymujemy rownanie
x — 3 + 2= 2x— x — 1.0znacza to, ze uktad jest

(O nieoznaczony

() oznaczony

() sprzeczny

Cwiczenie 14

N . |3z +4y=5, .
Rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb
x—2y=3

z = —1l,y = =7

o O O O



Cwiczenie 15

3r—y=>5
Rozwiazujac uktad réwnan {2 3y 7 metoda podstawiania, otrzymamy uktad postaci
x—3y =

y=>5—3x
20 — 92 — 15 =7

{ax
L e s
{ax

O

O

y=3x—5

O 2r -9z +15=17

y=>5—3z
O {2:13+9:13—15=7

Cwiczenie 16

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

o — Ty = 12

g4 Ty = 5 otrzymamy

Wyznaczajac x z drugiego rownania uktadu {

OJ
— 1,75y — 1,25.

Jezeli rozwiazujac uktad rownan metoda podstawiania, otrzymalismy rownanie
—3x + 3x— 7 = — 7, torozwigzywany ukfad jest sprzeczny.

Jezeli rozwigzujac uktad rownan metoda podstawiania, otrzymali$my réwnanie
8y — 7y + 2 = 2, torozwiazywany uktad jest nieoznaczony.

—4x 4+ 2y =10

Paraliczbx = 9y = — 5 jest rozwiazaniem uktadu réwnan .
U Y : ? { 2z — 2y = 8



Cwiczenie 17

Rozwiagz uktady rownan metoda podstawiania.

1 rT=2y+3
|z +3y=28



Cwiczenie 18

Rozwiagz uktady rownan metoda podstawiania.

. {w +2y=10



Cwiczenie 19

Rozwiagz uktady rownan metoda podstawiania.

1 2z — 4y =10
|3z +2y="7

5 3x —2y==6
20 — 3y =8
—4zx + 5y = 12

3.
2z +4y=10,5

— 9z +2y==6

3z + 10y =5

5.
z—o5y= —1

{
{

4{ y+ 5z =10
L



Metoda przeciwnych wspotczynnikow
rozwigzywania uktadéw réwnan

Metoda przeciwnych wspoétczynnikow polega na tym, aby po dodaniu lub odjeciu rownan
stronami wyeliminowac jedng z niewiadomych i otrzymac¢ rownanie pierwszego stopnia

z jedng niewiadomg.

.S %=@ 6 a_’- 4:-2+3=11
TR 2+3=5

L 11=11

(L =p

-

X+y = 5 E L-":P

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Omawiana metoda rozwigzywania ukladow rownan nazywa si¢ metodg przeciwnych
wspotczynnikow, poniewaz gdy wspotczynniki przy wybranej niewiadomej sg liczbami
przeciwnymi, wystarczy doda¢ rownania stronami w celu zredukowania jednejzmiennej
i otrzymania rownania z jedng niewiadoma.

Przyktad 1



https://zpe.gov.pl/a/DjqR3yBzP

5x + 3y =
-+ y-‘ 13 — |
{Zx-3y= 1 {x : |

X = :

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

| 'l-u,r

CFErer rrrr r’b-;ri_f_,t |

e —— .

+{'2"+3Y=2
2x-3y =2 |

0+%4 ,"

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!



https://zpe.gov.pl/a/DjqR3yBzP
https://zpe.gov.pl/a/DjqR3yBzP

Jezeli, rozwiazujgc uklad réwnan metodg przeciwnych wspotczynnikow, rownanie, ktore
otrzymaliSmy w wyniku dodawania rownan stronami, okaze si¢ rownaniem sprzecznym,

to uklad rownan nie ma rozwigzania, jest ukladem sprzecznym.
Przyktad 3

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

Jezeli, rozwiazujac uklad rownan metodg przeciwnych wspotczynnikow, rownanie, ktore
otrzymaliSmy w wyniku dodawania rownan stronami, okaze si¢ rownaniem
tozsamosSciowym, to uktad rownan ma nieskonczenie wiele par liczb spetniajacych ten
uktad, czyli jest to uklad nieoznaczony.

Przyktad 4

Nie zawsze wspotczynniki przy niewiadomych z lub y s3 liczbami przeciwnymi. Czasami
trzeba obie strony jednego z rownan pomnozy¢ lub podzieli¢ przez odpowiednig liczbe
rozna od zera, aby otrzymac przeciwne wspotczynniki przy wybranej niewiadome;.


https://zpe.gov.pl/a/DjqR3yBzP

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 5
CrreeerevyF¢
{23x+4y=-4 17y = 8,5 |:17
X -3y = -5,5 y=0,5

{23x+4y=-4|.2 3X+2= .4
X-3y=-55|.(-3) 3x=-6:3

+{6"+8v=-s D
6x + 9y = 16 5 {

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DjqR3yBzP
https://zpe.gov.pl/a/DjqR3yBzP

Cwiczenie 1

Rozwigz uktad réwnan metoda przeciwnych wspoétczynnikow.

T+y=3
{:r:—yz—l
x+y=1
{az—y:3
x+2y=—4
{ x—2y=20
2z +y=20
{Zaj—y:2
Cwiczenie 2

Rozwigz uktad réwnan metoda przeciwnych wspoétczynnikow.

1 2r +2y=—4
| z—y=0

T+ 2y = 0

2.
2z +y=—

3.
x—3y=>5

:c-|-2y—3
3r —y=—

4.

{
{2x+y—3
{



Cwiczenie 3
Rozwiagz uktad réwnan metoda przeciwnych wspoétczynnikow.

. {2az—|—2y:2

3r —3y= -9
5 3x+2y=4
|2z+3y=1

3 2z + 5y = —3
1 3z—-2y=5

4 4o + 3y = —4
"3z — 5y = -3

Cwiczenie 4

5z + Ty = 12

, otrzymamy rownos¢
20 — Ty =2 Y Y

Dodajac stronami rownania uktadu {

O z=2
(O Tx=10
O Ty=14
(O Tx=14



Cwiczenie 5

3r—2y=2=6
Aby zredukowac zmienng x z uktadu réownan { L4 y 1 nalezy drugie rownanie
T Y=

pomnozy¢ przez

O 2
O -3
O 3

O 2

Cwiczenie 6

3x —2y=1

, halezy pierwsze i drugie
2z + 5y =3 yP 8

Aby zredukowac zmienng x z uktadu rownan {

rownanie pomnozy¢ odpowiednio przez
5i2
5i2

2i—-3

o O O O

2i3



Cwiczenie 7

Przeciagnij i upus¢ tak, aby utworzyc¢ kolejne etapy rozwigzania uktadu réwnan metoda

przeciwnych wspétczynnikow.

2z + 3y =13
dr —y = —9

2x+3y=134x-y=-9

1. Etap

2z + 3y = 13| - (—2)
dr —y = —9

2. Etap

5

)|

o] (2] (7] [-26] 7]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8

Przeciagnij i upus¢ tak, aby utworzyc¢ kolejne etapy rozwigzania uktadu réwnan metoda

przeciwnych wspoétczynnikéw.

-3z + 5y =—16
20 —y =26

=3][=8)[=20] [ =2=] 2]

-3x+5y=-162x-y=6

1. Etap
—3z + by = —16] - 2
2z —y = 6| {3

6= (2] [ =3y ] [=32]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11

Dodajac rownania stronami w metodzie przeciwnych wspétczynnikéw, otrzymujemy rownanie
2z = 0. Oznacza to, ze uktfad jest

() sprzeczny

() oznaczony

() nieoznaczony

Cwiczenie 12

Dodajac rownania stronami w metodzie przeciwnych wspotczynnikéw, otrzymujemy réwnanie
Ox = 5. Oznacza to, ze uktad jest

() sprzeczny
() nieoznaczony

() oznaczony

Cwiczenie 13

Dodajac rownania stronami w metodzie przeciwnych wspotczynnikéw, otrzymujemy réwnanie
Ox = 0. Oznacza to, ze uktad jest

() oznaczony

() sprzeczny

() nieoznaczony



Cwiczenie 14

Rozwigzaniem uktadu réwnan {

o20r —y =41
Y 2 | Jest para liczb:
—r+y=-35

z =1y = —25
x:4%y:1

x= —1ly= —2
wzly:—4%

Cwiczenie 15

Zaznacz zdanie prawdziwe.

O

Jezeli rozwigzujac uktad rownan metoda przeciwnych wspétczynnikow,
otrzymaliSmy réwnanie postaci: 2y — 2y + 3 = 2, to rozwigzywany uktfad jest
nieoznaczony.

Jezeli rozwiazujac uktad rownan metodg przeciwnych wspétczynnikéw,
otrzymali$my rownanie postaci: -7x + 7x— 7 = — 7, torozwigzywany uktad
jest sprzeczny.

=17
Paraliczbx = 4,y = 3 jest rozwigzaniem ukfadu réwnan {33 ty I
T—yY=
5 — 3y = 12
—4zr+y=>5
rownania stronami, otrzymamy réwnanie —7x = 27.

Mnozac drugie rownanie uktadu réwnan { przez 3 i dodajac



Rozwigzywanie uktadéw réwnan

Cwiczenie 1

Rozwiagz uktady rownan dowolng metoda.
1 Yy=90—=
|2z —-3y=7

2.
20 —y =

z—12y=2

> 4x — by = 10

4.
5.

2
4:c—2y—5

6.

lor-
{
(1500
(&
V-



Cwiczenie 2

Rozwiagz uktady rownan dowolng metoda.



Cwiczenie 3

Rozwiagz uktady rownan dowolng metoda.

1.

(z—3y)+2(x—y)=2x+3

2.
zr — 2(3z — 4y) = 12

a:+2y

2:13+y —3(23:— y) =12

3.

5 2x—y):
2e — =2 =y—4

4.

2(x —2) — (z +2y) =4z +2

5.
3c+3y—( —2z+y)=3—=z
fx 2y _ T+y
6 8
T—y

- 10

:
§
e
a
|
e



Cwiczenie 4

Rozwiagz uktady rownan dowolng metoda.

—3(z+2)+2(zx—y) =-1




Opisywanie i rozwigzywanie za pomoca uktadow
rownan zadan z kontekstem praktycznym

Zadania tekstowe z wykorzystaniem uktadow rownan bedziemy rozwigzywac¢ w
nastepujacych etapach:

+ analiza zadania,

o uktad rownan i jego rozwiazanie,

» sprawdzenie rozwigzania ukladu rownan z warunkami zadania,
» zapisanie odpowiedzi.

Przyktad 1

W nadmorskim pensjonacie znajduja si¢ pokoje dwuosobowe, trzyosobowe

i czteroosobowe. Razem wszystkich pokoi jest 90. Pensjonat moze przyjac¢ 236
wczasowiczow. lle jest pokoi trzyosobowych, a ile czteroosobowych, jezeli pokoi
dwuosobowych jest 44?

Analiza zadania.

Oznaczmy przez z liczbe pokoi trzyosobowych, a przez y liczbe pokoi czteroosobowych.

Tabela. Dane
Liczba wszystkich pokoi 90
Liczba pokoi dwuosobowych 44
Liczba pokoi trzyosobowych z
Liczba pokoi czteroosobowych Y
Tabela. Dane
Liczba miejsc we wszystkich pokojach 236
Liczba miejsc w pokojach dwuosobowych 2044

Liczba miejsc w pokojach trzyosobowych ez




Liczba miejsc w pokojach czteroosobowych 4dey

Przyktad 2

Suma cyfr w pewnejliczbie dwucyfrowejjest rowna 10. Znajdz te liczbe, wiedzac, ze
jezeli przestawimy w niej cyfry, to otrzymamy liczbe o 18 mniejszg.
Analiza zadania.

Tabela. Dane

Cyfra dziesigtek Cyfra jednosci Liczba

Pierwsza liczba dwucyfrowa T Y 10z + vy

Druga liczba dwucyfrowa Y T 10y +

Oznaczmy przez x cyfre dziesigtek szukanejliczby dwucyfrowej, a przez y cyfre jednosci
szukanej liczby dwucyfrowej, a nastepnie zapiszmy te liczbe w systemie dziesigtkowym.

Cwiczenie 1

Suma licznika i mianownika pewnego utamka wynosi 22. Mianownik utamka jest o 1 wiekszy
od dwukrotnosci jego licznika. Znajdz ten utamek.

Cwiczenie 2

Suma dwaéch liczb wynosi 100. Znajdz te liczby, wiedzac, ze jezeli wiekszg z nich zmniejszymy
0 3, a mniejszg zwiekszymy o 3, to otrzymamy liczby réwne.

Cwiczenie 3

Réznica dwach liczb wynosi 20. Znajdz te liczby, wiedzac, ze jezeli wiekszg z nich zwiekszymy
o 10, a mniejszg zwiekszymy trzykrotnie, to otrzymamy liczby réwne.

Cwiczenie 4

Potowa pewnej liczby dwucyfrowej jest réwna sumie jej cyfr. Znajdz te liczbe, wiedzac, ze
cyfra dziesigtek jest o 7 mniejsza od cyfry jednosci.



Cwiczenie 5

Suma cyfr w pewnej liczbie dwucyfrowej wynosi 15. Znajdz te liczbe, wiedzac, ze jezeli
przestawimy w niej cyfry, to otrzymamy liczbe o0 9 wieksza.

Cwiczenie 6

Dwa lata temu Ania byta 3 razy mtodsza od Bartka. Za osiem lat bedzie od niego 2 razy
mtodsza. lle lat ma Ania, a ile Bartek?

Cwiczenie 7

Gdy urodzit sie Adam, jego mama miata 26 lat. lle lat miat Adam, gdy byt mtodszy od swojej
mamy 3 razy?

Cwiczenie 8

Siostra jest 4 razy starsza od brata. Szes¢ lat temu byta od niego 7 razy starsza.

1. lle lat ma siostra, a ile brat?

2. Zaile lat siostra bedzie 3 razy starsza od brata?

Cwiczenie 9

Na obdz harcerski wyjechato 176 osob. Stosunek liczby harcerek do liczby harcerzy jest réowny
4 : 7. lle dziewczat i ilu chtopcow wyjechato na ten ob6z?

Cwiczenie 10

Marek i Ala dostajg co miesigc kieszonkowe od swoich rodzicow. W ciggu roku rodzenstwo
otrzymato 660 ztotych. lle ztotych kieszonkowego miesiecznie dostaje od rodzicéw Marek,
jezeli kieszonkowe Alli jest o 15 ztotych wyzsze od kieszonkowego Marka?



Cwiczenie 11

Marysia, kupujac w ksiegarni otéwek i dtugopis, zaptacita 5, 20 z}. Justyna, kupujac 4 takie
same otowki i taki sam dtugopis, zaptacita 8,80 zt. lle kosztowat dtugopis, a ile otowek?

Cwiczenie 12

Klasy pierwsze zaplanowaty wyjazd integracyjny do pewnego gospodarstwa
agroturystycznego, ktore dysponuje tylko pokojami dwuosobowymi i trzyosobowymi.

W wyijezdzie bedzie uczestniczy¢ 97 ucznidw, dla ktérych zarezerwowano 36 pokoi. lle pokoi
dwuosobowych, a ile trzyosobowych zarezerwowano, jezeli w kazdym pokoju bedzie mieszkac
maksymalna liczba oséb?

Cwiczenie 13

Mama i corka wazg razem 80 kg. Jezeli cérka schudnie 1 kg, a mama przytyje 1 kg, to cérka
bedzie trzy razy lzejsza od mamy. lle wazy mama, a ile corka?

Cwiczenie 14

Na zajecia tanca towarzyskiego uczeszczajg dziewczeta i chtopcy, przy czym dziewczat jest o
12 wiecej niz chtopcow. Gdyby o$miu chtopcow zrezygnowato z zajeé, to dziewczat bytoby
dwa razy wiecej niz chtopcow. lle dziewczat, a ile chtopcéw uczeszcza na zajecia taneczne?

Cwiczenie 15

Do przewiezienia zwiru potrzeba 28 samochodoéw ciezarowych. lle potrzeba samochodéw
otadownosci 4 ton i 7 ton, jezeli tagczna masa zatadunku to 163 tony?

Cwiczenie 16

W dwdch pudetkach znajduje sie pewna liczba jednakowych cukierkéw, razem 138 sztuk.
Jezeli z jednego pudetka przetozymy 4 cukierki do drugiego, to w obu pudetkach bedzie tyle
samo cukierkow. lle cukierkéw znajduje sie w kazdym z pudetek?



Cwiczenie 17

Prostokat i tréjkat majg réwne obwody, ktére wynoszg 22. Znajdz dtugosci bokéw tych figur.

2x+y

3x

y+2 2y -1

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 18

Suma cyfr pewnej liczby trzycyfrowej wynosi 14. Znajdz te liczbe, wiedzac, ze jej cyfra setek
jest dwukrotnie wieksza od cyfry jednosci, a cyfra dziesiatek jest o 1 mniejsza od cyfry setek.

Cwiczenie 19

Srednia arytmetyczna trzech liczb wynosi 34. Znajdz te liczby, wiedzac, ze najwieksza z nich
jest 2 razy wieksza od najmniejszej, a najmniejsza jest o 6 mniejsza od srodkowej liczby.



Rozwigzywanie zadan z zastosowaniem uktadow
rownan

Uktady réwnan wykorzystujemy do rozwigzywania zadan zwigzanych ze stezeniem
procentowym roztworow.

Cwiczenie 1
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3

Ala przygotowuje na urodziny satatke owocowa, sktadajaca sie z owocow i jogurtu. Do
przygotowania satatki Ala uzyta jogurtu truskawkowego o zawartosci ttuszczu 2 % i jogurtu
malinowego o zawartosci ttuszczu 4 %. Po zmieszaniu jogurtéw otrzymata 500 g jogurtu

o zawartosci ttuszczu 3,5 %. lle graméw kazdego z jogurtdéw uzyta Ala do przygotowania
satatki?

Cwiczenie 4
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5

Czy wystarczy 100 g solanki o stezeniu 20 % i 75 g solanki o stezeniu 30 %, aby otrzymac
150 g solanki o stezeniu 28 %? Wybierz wtasciwa odpowied? sposrdd podanych ponizej.

() Nie, zabraknie solanki dwudziestoprocentowe;.

() Nie, zabraknie solanki trzydziestoprocentowej.

() Nie, zabraknie obu solanek.

() Tak.




Cwiczenie 6

Podczas lekcji chemii uczniowie, pracujac w sze$ciu dwuosobowych grupach, mieli dobra¢
odpowiednie ilosci wodnych roztworéw kwasu solnego o stezeniach dwuprocentowym

i siedemnastoprocentowym, tak aby uzyska¢ 100g roztworu o podanym stezeniu. Kazda
grupa miata do dyspozycji 100g roztworu dwuprocentowego i 50g roztworu
siedemnastoprocentowego. Stezenia procentowe otrzymanych roztworéw miaty wynosic
odpowiednio:

Grupa I —-5%

Grupa II — 7%

Grupa III — 10%

Grupa IV — 8%

Grupa V —12%

Grupa VI-6%

Przeciagnij i upusé numery grup do obszaréw Ai B, tak aby w obszarze A znalazty sie te,
ktérym udato sie wykonaé ¢wiczenie, a w obszarze B te, ktérym, z powodéw od nich
niezaleznych, nie udato sie wykonac éwiczenia.

A
Grupa IIT | | Grupa V |
Grupa I | | Grupa IV |
; Grupa VI || Grupa I |

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7

Iga kupita dwie bluzki i spddnice, za ktére zaptacita 150 zi. Aneta kupita takie same dwie bluzki
i spddnice po obnizce cen na wyprzedazy. Bluzka kosztowata wéwczas o 20 % mniej,

a spdédnica o 10 % mniej. Za te zakupy Aneta zaptacita 127 zl. lle kosztowata przed wyprzedaza
bluzka, a ile spédnica?



Cwiczenie 8

Podczas aukcji wystawiono na sprzedaz 600 obrazéw nalezacych do dwéch galerii ,Art”

i ,Modern”. Sprzedano 60 % obrazéw nalezacych do galerii ,Art” i 90% obrazéw nalezacych
do galerii ,Modern”. Sprzedane podczas aukcji obrazy stanowity 70 % wszystkich obrazéw
wystawionych na sprzedaz przez obie galerie. lle obrazéw wystawita na sprzedaz kazda

z galerii?

Cwiczenie 9

Podczas wakacji Ela wraz z rodzicami brata udziat w rejsie statkiem po Wisle. Czes¢ rejsu,
ktora odbywata sie w gore rzeki (statek ptynat pod prad) trwata 4 godziny, a powrdét w doét rzeki
(statek ptynat z pradem) trwata 3,5 godziny. Port, z ktérego rozpoczyna sie rejs i port, do
ktorego doptywa statek, konczac pierwszg czesé rejsu, sg oddalone od siebie o 35 km. Jaka
jest predkosc¢ pradu rzeki, a jaka predkos¢ wtasna statku? Predkos¢ wtasna statku, to predkosé
statku ptynacego po wodzie stojacej (np. jeziorze).

Cwiczenie 10

Kasia i Karol trenujg bieganie na biezni wokot stadionu. Jezeli oboje biegng w te samg strone,
spotykaja sie (Karol ,dubluje” Kasie) po 25 minutach, a jezeli rozpoczynaja bieg w przeciwne
strony, spotykaja sie po 10 minutach. Z jakg predkoscia biegnie Karol, a z jakg Kasia, jezeli
bieznia wokét stadionu ma 500 m dtugosci?

Cwiczenie 11

Idac ze stacji kolejowej w Szklarskiej Porebie Gérnej do Wodospadu Kamienczyka, turysta
poruszat sie ze $rednig predkoscia 4,5 km/h. Nastepnie turysta wszedt na Szrenice,
poruszajac sie ze srednig predkoscia 1,8 km /h. Dtugo$¢ catej trasy, ktora pokonat, wynosita
6,15 km, ataczny czas jego wyprawy (pomijajagc odpoczynki i czas na podziwianie widokdw)
wyniést 2 godziny i 25 minut. lle czasu turysta szedt ze stacji do wodospadu, a ile wchodzit na
Szrenice?

Cwiczenie 12

Firmy A i B zainwestowaty pewne sumy pieniedzy, facznie 200 mln zt. Firma A zaktadata, ze
z inwestycji osiagnie 12 % zysku, a firma B, ze osiagnie 8 % zysku. Gdyby firma B
zainwestowata o 50 mln z} wiecej, to zysk osiggniety przez obie firmy bytby taki sam. Jakg
kwote zainwestowata kazda z firm?



Cwiczenie 13

W ogrodku babci Marysi rosng réze i tulipany, razem 50 kwiatéw. W kolorze czerwonym jest
20% r6z140% tulipanow. lle réz i ile tulipandw rosnie w ogrodku babci Marysi, jezeli
czerwonych kwiatéw jest 12?

Cwiczenie 14

Obwéd prostokata wynosi 20 cm. Jezeli jeden z jego bokéw wydtuzymy o 20 %, a drugi bok
skrocimy o 20 %, to otrzymamy kwadrat. Jakie dtugoéci maja boki prostokata?

Cwiczenie 15

Tabliczka czekolady z bakaliami wazaca 100 g kosztuje 4 zt. lle wazy czekolada zawarta w tej
tabliczce, jezeli 100 g tej czekolady kosztuje 5 zt, a 100 g bakalii kosztuje 2,50 z1?



Przyporzadkowanie

W praktyce czesto korzystamy z zaleznosci miedzy roznymi wielkoSciami.
Przyktad 1

Przeprowadz symulacje kosztow tankowania. Obserwuj, jak zmienia si¢ kwota naleznosci
w zaleznosci od iloSci zatankowanego paliwa.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DVSbWZq6g

Symulacja kosztow tankowania paliwa jest przykladem modelowania matematycznego.
Tworzenie modelu rozpoczyna si¢ od opisu zjawiska, a nastepnie okreslamy zaleznosci
miedzy danymi wielkoSciami.

Przyktad 2

Droga s, jaka pokonuje samochod jadgcy ze stalg predkoscia v, zalezy od czasu ¢.
ZaleznoS¢ te mozemy opisac za pomocg rOwnosci

s=vt

Obserwuj, jak zmienia si¢ dlugos¢ drogi pokonywanej przez samochod jadacy ze statg
predkoscig v = 80 km/h.

o W ciagu 1 godziny samochod pokonuje droge dlugosci 80 km.

o W ciggu 2 godzin samochod pokonuje droge dtugosci 160 km.

o W ciggu pot godziny samochod pokonuje droge dlugosci 40 km.

e W ciggu 15 minut samochdd pokonuje droge dltugosci 20 km.

e W ciagu 3 godzin 45 minut samochod pokonuje droge dlugosci 300 km.



https://zpe.gov.pl/a/DVSbWZq6g

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DVSbWZq6g

Przyktad 3

» Energia kinetyczna Ej, ciala poruszajacego si¢ z predkoscia v zalezy od tej predkosci
i masy danego cialam

Energia kinetyczna jest rowna pracy, jakg nalezy wykonac¢, by ciato o masie m rozpedzic
od predkosci 0 (wzgledem przyjetego uktadu odniesienia) do danej predkosci v.

Dla ciat poruszajacych si¢ z predkosciami bliskimi predkosci Swiatla energia kinetyczna
obliczana jest wedlug innego wzoru. Energia kinetyczna jest roznica pomiedzy energia

catkowita i energig spoczynkow3.

» Energia potencjalna grawitacji ziemskiej ciala o masie m, znajdujgcego si¢ na
wysokoS$ci h ponad poziomem ziemi, jest rowna iloczynowi m, h i przyspieszenia
ziemskiego g

E, = mgh


https://zpe.gov.pl/a/DVSbWZq6g

Cwiczenie 1

Kazda osobe, zameldowang w Polsce na pobyt staty dtuzszy niz 3 miesiagce, rejestruje sie

w Powszechnym Elektronicznym Systemie Ewidencji Ludnosci, nadajac jej unikatowy symbol,
nazywany numerem PESEL - jest to 11-cyfrowy, staty symbol numeryczny.

Jednoznaczne przyporzadkowanie numeru PESEL do osoby jest przydatne przy tworzeniu
osobowych baz danych. Co roku do kazdej ze szkét przesytane sg zestawienia, w ktérych
wyniki egzamindw zewnetrznych przypisane sa do numeréw PESEL uczniow, ktérzy w danej
szkole zdawali te egzaminy. W ten sposéb jednoznacznie identyfikuje sie wynik egzaminu

z konkretnym uczniem.

Whpisz swoj numer PESEL i sprawdz, jakie informacje o tobie sg tam zakodowane.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DVSbWZqég

ZaleznoSci miedzy wielkosciami mozemy takze opisywac za pomoca grafow.
Przyktad 4

Graf opisuje sytuacje, w ktorej kazdej z osob: Mariuszowi, Joli, Ewie i Ani zostata
przyporzadkowana ocena z matematyki, jaka otrzymata na koniec roku szkolnego.



https://zpe.gov.pl/a/DVSbWZq6g

N

Jola &—

Mariusz ‘\

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja.



https://zpe.gov.pl/a/DVSbWZq6g

Pojecie funkcji. Zaleznosci funkcyjne.

Definicja: Funkcja

» Funkcjg f ze zbioru X w zbior Y nazywamy przyporzadkowanie, w ktorym kazdemu
elementowi zbioru X przyporzadkowany jest doktadnie jeden element zbioru Y.

Definicja: Dziedzina funkcji
Zbior X nazywamy dziedzing funkciji, a jego elementy argumentami funkciji.
Definicja: Przeciwdziedzina funkciji

Zbior Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji, a kazdy element y tego zbioru, ktory zostat
przyporzadkowany co najmniejjednemu argumentowi x, nazywamy warto$cia funkciji £
dla argumentu z, co zapisujemy symbolicznie y = f(z).

Symbolicznie funkcje f okreslona w zbiorze X o warto$ciach w zbiorze Y zapisujemy

w postaci

f: X—>Y
Definicja: Zbiér wartosci funkcji

Zbior zlozony ze wszystkich elementéw, ktére sa warto$ciami funkeiji f dla wszystkich
argumentow dziedziny, nazywamy zbiorem warto$ci funkcji f i oznaczamy ZW.

Funkcjami sg przyporzadkowania opisane jedynie w przykladzie 1.
Przyktad 1

Wyznaczmy dziedzing i zbior warto$ci funkcji f : X — Y.




Y - zbior liczb liter
X - zbiér imion wystepujgcych w imieniu

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oznaczmy przez X zbior imion dzieci oraz przez Y zbior liczb liter wystepujacych

w danym imieniu.

Dziedzing funkciji f jest zbior X = {Janek, Ala, Anetka, Kasia, Krysia, Adam}. Jest to zbior
6 elementowy. Zbiorem warto$ci funkgciji f jest zbior Y = {3, 4, 5, 6}. Jest to zbior 4 -
elementowy.

Przyktad 2

Wyznaczmy dziedzing i zbior warto$ci funkcji f : X — Y.

X - zbidr liczb wyrazajgcych Y - zbidr liczb wyrazajgcych liczbe
liczbe bokoéw wielokata przekatnych poprowadzonych z jednego
wierzchotka danego wielokata

\

/

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

0o N o ok~ W

Oznaczmy przez X — zbior liczb wyrazajacych liczbe bokow wielokata oraz przez Y —
zbior liczb wyrazajacych liczbe przekatnych poprowadzonych z jednego wierzchotka
danego wielokata.

Dziedzing funkciji f jest zbior X = {3, 4, 5, 6, 7, 8}.Jest to zbior 6— elementowy.
Zbiorem warto$ci funkcji f jest zbior Y = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Jest to zbior 6—
elementowy.



Cwiczenie 1

Ktéry z ponizszych graféow przedstawia funkcje f : X — Y.

X - zbiér liczb liter
Y - zbiér imion wystepujacych w imieniu

Rozalia 9
Basia
Aneta
Marta S

Y - zbiér liczb liter
X - zbi6r imion wystepujacych w imieniu

X - zbiér liczb liter
wystepujacych w imieniu Y - zbiér imion

Y - zbior liczb liter

X - zbiér imion wystepujacych w imieniu

Rozalia — 9
Basia
Aneta
Marta 5




Cwiczenie 2

Ktéra z ponizszych tabeli przedstawia funkcje f : X — Y.

o O O

O

Cwiczenie 3

Rozstrzygnij, czy opisane przyporzadkowanie jest funkcja, czy nie.

Kazdej klasie jest przyporzadkowany nauczyciel, petnigcy funkcje gtéwnego
wychowawcy.

O

Kazdemu nauczycielowi przyporzadkowujemy klasy, w ktérych uczy.

Kazdej osobie jest przyporzadkowany numer PESEL.

Kazdemu imieniu przyporzadkowujemy ucznia mojej klasy.

Kazdemu samochodowi jest przyporzadkowany numer podwozia.

Kazdemu dziecku jest przyporzadkowane rodzenstwo.

Kazdemu cztowiekowi jest przyporzadkowana grupa krwi

o o 0o o o o



Cwiczenie 4

Rozstrzygnij, czy opisane przyporzadkowanie jest funkcja, czy nie.

Kazdej roslinie jest przyporzadkowana nazwa rodziny, do ktérej nalezy.

Kazdy osobie jest przyporzadkowany numer telefonu.

Kazdej osobie jest przyporzadkowana masa jej ciata.

o o o o

Kazdej mamie jest przyporzadkowane tylko jedno dziecko.

Kazdej z ocen przyporzadkowujemy osoby, ktére otrzymaty dang ocene z ostatniego
sprawdzianu.

O

0 Kazdemu z miast Wilnu, Rzymowi, Pradze, Helsinkom jest przyporzadkowana nazwa
panstwa, ktorego to miasto jest stolica.

Cwiczenie 5

Podaj przyktad przyporzadkowania, bedacego funkcja, ktére mozna utworzy¢, wykorzystujac
dane zawarte w:

1. dowodzie osobistym,

2. paszporcie.



Cwiczenie 6
Woybierz zbiory X oraz Y tak, aby przyporzadkowanie f : X — Y okreslato funkcje.

zbidr zwierzat | | zbidr oséb | | zbiér dat urodzenia ’ ‘ zbiér oséb ’ zbiér imion

zbidr liczb liter wystepujacych w imieniu ’ ‘ zbior ksigzek ’

zbior liczb wyrazajacych liczbe kohczyn zwierzat ’

zbior liczb wyrazajacych powierzchnie miast ’

zbidr liczb wyrazajgcych numer buta danej osoby ’

zbior liczb wyrazajagcych powierzchnie miast ’ ‘ zbidér miast ’ ‘ zbidr oséb ’ ‘ zbiodr ksigzek ’

zbior liczb wyrazajacych liczbe konczyn zwierzat ’

zbidr liczb wyrazajacych ilos¢ stron ksigzek ’ ‘ zbiér zwierzat ’ zbiér imion ’ zbiér miast ’

zbior liczb liter wystepujacych w imieniu ’ ‘ zbidr oséb ’ ‘ zbidr dat urodzenia ’

zbidr liczb wyrazajacych ilos¢ stron ksigzek ’

zbidr liczb wyrazajgcych numer buta danej osoby

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7

Podaj przyktad takich dwéch przyporzadkowan, ktére sg funkcjami. Okresl w kazdym
przypadku dziedzine i zbior wartosci funkcji.

Cwiczenie 8
Podaj przyktad takich dwéch przyporzadkowan, ktére nie sa funkcjami.

Cwiczenie 9
Wybierz tak, aby zdanie opisywato funkcje.

jego kat prosty. ’ ‘ jego boki. ’ ‘ jego przekatna. ’ ‘ liczbe jego bokow. ’ ‘ jego katy ostre. ’

sume jego katow wewnetrznych. ’ ‘ jego przekatna. ’ ‘ ilos¢ jego katow rozwartych. ’

jego wierzchotek. ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10

W okresie wakacyjnym dokonano pomiaréw temperatur powietrza w wybranych
miejscowosciach nadmorskich. W wyniku utworzonego zestawienia okazato sie, ze

w miastach takich jak: Kotobrzeg, Ustka i teba temperatura powietrza osiggneta tylko jedng

z dwdch nastepujacych wartosci: 32°C oraz 29°C.

lle mozna utworzy¢ réznych przyporzadkowan f : X — Y bedacych funkcjami. Czy ich liczba
ulegnie zmianie, jesli rozwazymy przyporzadkowania g : Y — X? OdpowiedZ uzasadnij.

Kotobrzeg

Ustka
teba

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Sposoby opisywania funkgcji

Przyktad 1

WZOR -3 dla x=1
-2 dla x=2
f(x)= 0 dlax=3
1 dla x=4
T Yy
o f
o(4,1)
-1 @o) &« T
" 3 s % e
-2 '] (2:'2)
34 ©(1,-3) WYKRES

Animacja

Film dostepny pod adresem /preview/resource/Rvuj0KKvIX5hQ

Pojecie funkcji_atrapa_animacja_251

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Narysuj wykresy funkcji przedstawionych za pomocga tabelki.


file:///preview/resource/Rvuj0KKv9X5hQ

Cwiczenie 3

Dany jest zbior X = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Kazdemu elementowi tego zbioru
przyporzadkowujemy reszte z dzielenia tego elementu przez 4.

1. Oblicz £(2), £(3), £(4), £(5), £(6), £(7), £(8).

2. Sporzadz tabelke tego przyporzadkowania.

3. Narysuj graf tego przyporzadkowania.

4. Czy to przyporzadkowanie jest funkcja? Jesli jest, to narysuj wykres tej funkcji.

Cwiczenie 4

Opisz za pomocg wzoru podane zaleznosci funkcyjne:

1. pole kwadratu o boku dtugosci z,

2. dtugos¢ okregu o promieniu dtugosci r,

3. obwdd prostokata, ktérego boki sg kolejnymi parzystymi liczbami naturalnymi,

4. pole trojkata prostokatnego, réwnoramiennego o przyprostokatnej dtugosci x,

5. pole powierzchni szescianu o krawedzi dtugosci x,

6. objetos¢ prostopadtoscianu, ktérego boki sg kolejnymi liczbami naturalnymi.



Cwiczenie 5

Ocen, czy opisane przyporzadkowanie jest funkcja.

Kazdej liczbie naturalnej jest przyporzadkowana liczba do niej odwrotna.

Kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowujemy jej pierwiastek kwadratowy.

Kazdemu uczniowi przyporzadkowana jest szkota, do ktdrej uczeszcza

Kazdemu Polakowi jest przyporzadkowany jego numer PESEL.

Kazdej osobie przyporzadkowane jest pierwsze imie.

O o o 0o o 0O

Kazdemu czworokatowi przyporzadkowujemy liczbe jego katow.

Cwiczenie 6
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 7

Odgadnij wzory funkcji opisanych za pomocga tabelek, wiedzac, ze kazdy wzér jest postaci
f(z) = ax + b, gdzie a i b sa dowolnymi liczbami.

Lf(z)=...z+...
2. f(x)=...z+...
3. flex)=...z+...



Cwiczenie 8

Potacz w pary opis funkcji z odpowiednim wzorem.

Liczbie x (x # 0) przyporzadkowano f(z) = 42
liczbe do niej odwrotna.

Liczbie x przyporzadkowano jej

_—

pierwiastek szescienny. f(a:) oz
Liczbie x przyporzadkowano jej iloczyn "

przez 2. f(a:) =z 12

Liczbie x przyporzagdkowano sume f(:z:) _ 3

potowy liczby z i liczby 2. -
Liczbie x przyporzadkowano liczbe do flz) =2
T) =2

niej przeciwng powiekszong o 2.

Liczbie x przyporzadkowano jej
szescian.

f(e) = V7

Liczbie x przyporzadkowano $rednia

=42
arytmetyczna z i liczby 2. f(z) T+

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 9

1. Firma przewozowa proponuje Tomkowi nastepujacy cennik swoich ustug: optata stata 5 zt
oraz 1,80 zt za kazdy przejechany kilometr. Zapisz za pomoca wzoru koszt przejazdu (y)
Tomka do dowolnego miejsca jako funkcje przejechanych kilometréw ().

2. Konkurencyjna firma , TAXI” proponuje Tomkowi swéj cennik ustug: optata za pierwszy
przejechany kilometr to 5 zt oraz 1,80 zt za kazdy nastepny kilometr. Zapisz za pomoca
wzoru koszt przejazdu (y) Tomka do dowolnego miejsca jako funkcje przejechanych
kilometrow (z).

3. Podaj zaleznos¢ dtugosci drogi (s) przebytej przez Tomka, ktéry jechat ze $redniag
predkoscia 40 km /h, jako funkcje czasu ().



Cwiczenie 10

Ktory wzor funkeji odpowiada tabelce?

tabela
T -3 —1 0 2
f(x) 7 -1 —2 2

O fla) =222
O fla) = -2

O fla)= —=z2+2

Cwiczenie 11
Dane sg dwa odwzorowania

1. Dowolnemu tréjkatowi przyporzadkowujemy jego pole wyrazone w centymetrach
kwadratowych. 2. Dowolnej liczbie dodatniej przyporzadkowujemy trojkat, ktérego pole
wyrazone w centymetrach kwadratowych jest réwne tej liczbie dodatniej.

Ktore odwzorowanie jest funkcjg?

() tylko pierwsze
() tylko drugie
() zadne

() obydwa



Cwiczenie 12

Ktora tabelka nie przedstawia funkcji?

o o O O

Cwiczenie 13

Oblicz wartosci funkcji f(x) = 2z — 1, ktorej dziedzing jest zbior D = { — 2, 0, 2, 3, 4, 5}.
Narysuj wykres funkcji f.

Cwiczenie 14

Podaj dziedzine funkcji opisanej wzorem f(a:) = —%x , jezeli jej zbiorem wartosci jest zbior

Zw={ -3, —2, —1,0, 1, 2, 3.
Sporzadz tabele i wykres funkcji f(x).



Cwiczenie 15

Narysuj wykres funkcji f(z) = 2z — 2, ktérej argumenty z spetniaja warunek

1.x < 5ixjestliczbg naturalng,

2. ¢ < 2ixjest liczbg rzeczywista,

3. =3 <z < 2iczjest liczbg catkowita,

4., —3 <z < 2ijest liczba rzeczywistg,

5.z € C,

6.z € R.



Cwiczenie 16

Funkcje f : X — Y przedstawiono za pomoca grafu.

o o 0o BN

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy podane réwnosci s prawdziwe, czy fatszywe.

f(4) +f(5) = f(2)
f(8) = 4f(5)
f(6) =6

[
LJ
[
[ £(2) = 1(5)
[ f(4) = f(8)
0

I
o0

f(4)



Cwiczenie 17

Potacz w pary opis funkcji z odpowiadajgcym zbiorem wartosci.

Kazdej liczbie dwucyfrowej mniejszej od

14 przyporzadkowano sume jej cyfr {98,142,194,254}
pomnozong przez 50.

Kazdej liczbie parzystej dwucyfrowej

mniejszej od 18 przyporzadkowano jej {83,86,88,90}
kwadrat pomniejszony o 2.

Kazdej liczbie parzystej dwucyfrowej
wiekszej od 12 i mniejszej lub réwnej 20
przyporzadkowano sume jej cyfr
powiekszong o 80.

{82,85,87,89}

Kazdej liczbie nieparzystej dwucyfrowej
wiekszej od 14 i mniejszej od 22
przyporzadkowano iloczyn jej cyfr
powiekszony o 81.

{50,100,150,200}

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 18

Przeciagnij i upusc.

Dana jest funkcja przedstawiona za pomoca wzoru g (z) = z + 2, ktorej zbidr wartosci

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

B Ey e o) 8] -2] 4 2]

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Miejsce zerowe funkcji

Przyktad 1

Przyjrzyjmy si¢ wykresowi zmian temperatury powietrza w pewnej miejscowosci
W marcu.

temp. [°C] 4
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Z wykresu mozemy odczytaé, ze temperatura powietrza w dniu 5 marca byta rowna 3 °C,
natomiast 11 marca wynosita 4 °C. Mozemy tez z wykresu dowiedzie¢ sie, ze
temperature 5 °C odnotowano czterokrotnie: 2, 12, 14, 26 marca.
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Szczegolng wartoscia temperatury powietrza jest 0 °C. W tej temperaturze woda
przechodzi ze stanu statego w ciekty lub na odwrot. W ktorych dniach marca, w tej
miejscowosci odnotowano temperature 0 °C? Z wykresu odczytujemy: 6, 10, 16 marca.
Mozemy przyjac, ze rysunek przedstawia wykres pewnej funkciji. Wtedy dla

x = 6, x = 10, x = 16 wartosci tej funkcji s rowne 0.

Definicja: Miejsce zerowe funkgcji

Miejscem zerowym funkcji nazywamy kazdy argument, dla ktérego funkcja przyjmuje
wartosc 0.

Definicja: Zbior miejsc zerowych funkcji

Zbiorem miejsc zerowych nazywamy zbior wszystkich argumentow, dla ktorych funkcja
przyjmuje wartosc 0.

Cwiczenie 1

Sprawdz, ktora liczba jest miejscem zerowym funkcji.
y=2zx—2,x9g=...
y=x>—1,z9=...
y=x>—1,z9=...



Cwiczenie 2

Odczytaj z wykresow miejsca zerowe funkcji.

NO

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. by

_'7 —l6 _'5 -'4 _'3 —S\—l']_*y] l2 53 éll- l5 é l7

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



kv

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

kv

4 1

=N

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3

Na podstawie grafu odczytaj miejsca zerowe.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4

Funkcja f : X — Y okreslona jest za pomoca tabelki.

Tabela. Dane
T —2 0 1
Y 2 3 0

Miejsce zerowe funkcji f to:

(O tylko7

O 3

O 1i7

O tylko 1

Cwiczenie 5

Ktéra funkcja ma dwa miejsca zerowe —2 i 2?

O y=—2"—4
O y=—-x>+4
O y=x*+4
O y=z-4



Cwiczenie 6

Jezeli liczba —2 jest miejscem zerowym funkcjiy = (m + 1)z — 2, to

O O 0O
3
I
L

() m=-4

Cwiczenie 7

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Funkcja f(z) = 0 nie posiada miejsc zerowych.

Liczba 2 jest miejscem zerowym funkcji f(z) = 2z + 2.

Funkcja f(x) = 0 posiada nieskonczenie wiele miejsc zerowych.
Liczba v/2 jest miejscem zerowym funkgji flz) =z + 24/2.

Liczba v/2 jest miejscem zerowym funkcji f(z) =22 — 2v/2.

o o o o o o

Liczba 2 jest miejscem zerowym funkcji f(z) = 2z — 2.



Cwiczenie 8

Liczba 2 jest miejscem zerowym funkcji f(z) = (m + 1)z — 2, gdzie x jest dowolng liczba
rzeczywista.

1. Oblicz warto$¢ m i podaj wzor funkcji f(x).

2. Oblicz wartos¢ funkcji dla argumentu 3.

3. Dla jakiego argumentu wartos¢ funkcji wynosi 1?

Cwiczenie 9

Narysuj graf, tabelke i wykres funkcji, ktérej dziedzing jest zbior sktadajacy sie z 8 elementéw,
jezeli

1. funkcja ma doktadnie jedno miejsce zerowe

2. funkcja ma 6 miejsc zerowych

3. funkcja nie ma miejsca zerowego



Funkcja i jej wtasnosci. Czes¢ |

Przyktad 1

W tabeli przedstawione zostaly Srednie wyniki pomiarow temperatury powietrza
w Warszawie w okresie od 5 do 11 stycznia.

TAB
Dzien miesigca 5 6 7 8 9 10 11
Temperaturaw “C -3 2 0 1 — -1 2

Sporzadzmy wykres tej funkcij.
Odczytajmy miejsce zerowe tej funkciji.
Wskazmy argumenty, dla ktorych funkcja ta przyjmuje wartosci dodatnie oraz wartosci

ujemne.
Przyktad 2

Temperatura powietrza w Warszawie byla réwna 0°C w dniu 7 stycznia, czyli miejscem
zerowym tej funkcji jest ten jeden argument.

Poniewaz dodatnia temperatura powietrza w Warszawie byla 6 stycznia, 8 stycznia oraz
11 stycznia, to funkcja przyjmuje dla tych trzech argumentow warto$ci dodatnie.
Poniewaz ujemna temperatura powietrza w Warszawie byla 5 stycznia, 9 stycznia, 10
stycznia, to funkcja przyjmuje dla tych trzech argumentéw wartosSci ujemne.
Zapamietaj!

e 0% Ox dzieli wykres funkcji tak, ze kazdy punkt wykresu, ktory lezy powyzej osi Ox,
ma wspolrzedne, z ktorych druga jest dodatnia. Mowimy wtedy, ze funkcja przyjmuje
wartosci dodatnie.

« Podobnie kazdy punkt wykresu, ktory lezy ponizej osi Ox, ma wspotrzedne,

z ktorych druga jest ujemna. Mowimy wtedy, ze funkcja przyjmuje wartosci ujemne.
Przyktad 3

Rozpatrzmy funkcje f okre$long wzorem f(z) = 3z + 5. Obliczymy wartosci tej funkciji
dla argumentow ze zbioru {—2, — 1%, 0,75, \/?}




Rozpatrzmy funkcje okreslona wzorem

/ X f(x)=3x+5

W ze zhijg
dla x= i
ax=VF: | g " g
g ) 3-v’z7+5=5+3w/5'
) =075 f(0,75)=3-0 75+5"225 5
la x=-32 ’ .
f12)=3.¢12 S5 .c
3/=3:¢19)+5=.3:5
dla x=.3 o i

ff-z)=3{"2)+5=-6+5=-1

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RRutcaOcbNdLG

Argument i wartosc funkcji. Miejsca zerowe funkcji liczbowej_atrapa_animacja_253

Animacja

Przyktad 4

Aby odczytac z wykresu funkcii, jaka warto$¢ przyjmuje ona dla danego argumentu a,
wystarczy narysowac prosta rownolegla do osi Oy, na ktorejleza wszystkie punkty,
ktorych pierwsza wspotrzedna jest rowna a (o takiej prostej moéwimy, ze ma rownanie
x = a). Otrzymamy wtedy dokladnie jeden punkt przecigcia tej prostej z wykresem
funkciji. Druga wspotrzedna tego punktu jest szukang wartoscia.

Odczytywanie z wykresu wartosci funkcji dla zadanego argumentu



file:///preview/resource/RRutcaOcbNdLG

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R1T404wsFiTX0

Argument i wartosc funkcji. Miejsca zerowe funkcji liczbowej_atrapa_animacja_254

Animacja

Przyktad 5

W praktyce czesto analizujemy wykresy, szukajgc na nich argumentow, dla ktérych
funkcja osigga pewne szczegodlne wartosci (co byto szerzej skomentowane w przyktadach
wstepnych). Istotng umiejetnoscig jest odczytanie z wykresu funkciji jej wartosci
najmniejszeji wartosci najwiekszej, o ile da si¢ takie wartoSci wyznaczyc.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DVgfin6ko
Przyktad 6

Aby odczytac z wykresu, czy i dla jakich argumentow funkcja przyjmuje wartos¢ w,
wystarczy dorysowac prostg rownolegly do osi Ox, na ktorejleza wszystkie punkty,
ktorych druga wspolrzedna jest rowna w (o takiej prostej mowimy, ze ma rOwnanie y = w
). Jezeli taka prosta przecina wykres danej funkciji, to odczytujac pierwszg wspotrzedna
kazdego z punktow przecigcia, wyznaczymy argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje
dang wartos¢ w.


file:///preview/resource/R1T4O4wsFiTX0
https://zpe.gov.pl/a/DVgffn6ko
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Odczytywanie z‘wikr’ésu argumentow, dla ktorych funkcj_a przyjmuje zadana wartos¢
. . : 3 ¥ it L -
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RuJYMFY5jBFLz

Argument i wartosc funkcji. Miejsca zerowe funkcji liczbowej_atrapa_animacja_460

Animacja.

Przyktad 7

Odczytaj z wykresu funkcji f liczbe rozwigzan rownania f(z) = m.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DVgffn6ko
Przyktad 8

Dany jest wykres funkciji f.


file:///preview/resource/RuJYMFY5jBFLz
https://zpe.gov.pl/a/DVgffn6ko

[

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Odczytajmy miejsca zerowe, dziedzing i zbior wartosci tej funkcii.
2. Wskazmy argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie i ujemne.
Przyktad 9

Dany jest wykres funkciji f.
Obserwujmy, jak przy zmianie potozenia punktu na wykresie zmieniajg si¢ wartosci tej

funkciji dla poszczegolnych argumentow.

1. "
Funkcja rosngca

Funkcja f jest rosnaca

jezeli dla dwoch dowolnych argumentow

X1 oraz x; takich, ze

e —— o
o

X1 < Xz, zachodzi warunek f(x:) < ().

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RISTIOWTa68n?2

Odczytywanie wlasnosci funkcji na podstawie jej wykresu czII_atrapa_animacja_259
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja pokazuje wykres funkcji rosnace;j.


file:///preview/resource/R1STiOWTa68n2

Funkcja malejaca

Funkcja f jest malejaca

) L jezeli dla dwdch dowolnych argumentéow

X3 oraz x; takich, ze

4y
E]

X1 < Xz, zachodzi warunek f(x:) > ().

—_—————. X

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RInFIXVvkgIp

Odczytywanie wlasnosci funkgji na podstawie jej wykresu czII_atrapa_animacja_260

Animacja pokazuje wykres funkcji malejace;.

Funkcja stata

Funkcja f jest stata

r f(x1) JF(x jezeli dla dwoch dowolnych argumentow

X1 oraz x; takich, ze

— T T,
1;)@}.

x1 < X2, zachodzi warunek f(x.) =

xXg- ———
@ — — —
N~

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RfCOWIbQ7Ip3m

Odczytywanie wlasnosci funkgji na podstawie jej wykresu czII_atrapa_animacja_261

Animacja pokazuje wykres funkciji state;j.



file:///preview/resource/R1JnFIXVvkgJp
file:///preview/resource/RfC9W1bQ7Ip3m

Definicja: Funkcja rosnaca

Funkcje nazywamy rosngca, jezeli wraz ze wzrostem argumentow rosng wartosci funkcii.
Definicja: Funkcja malejaca

Funkcje nazywamy malejaca, jezeli wraz ze wzrostem argumentow maleja wartosci
funkcii.
Definicja: Funkcja stata

Funkcje nazywamy stalg, jezeli wraz ze wzrostem argumentow warto$¢ funkcji pozostaje
stata.
Cwiczenie 1

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jest to funkcja:

() stata

() rosnaca

() malejaca



Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

b
3-
2-
1 -
7 6 5 -4 -3 -2 -1 0
_1 -
—2-
_3-

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jest to funkcja:

() rosnaca

() stata

() malejaca

(Y]

w@®

~Q



Cwiczenie 3

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jest to funkcja

() rosnaca

() malejaca

() stata



Cwiczenie 4

Wskaz wykres funkcji rosnacej, ktorej dziedzing jest zbior {—3, —2, —1,0,1,2,3}.

F<




: O

Cwiczenie 5

Wskaz wykres funkcji malejacej, ktorej dziedzing jest zbior {—2, —1,1,2,3,4}.

aby
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Cwiczenie 6

Wskaz wykres funkcji rosnacej.

|
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Yy



Cwiczenie 7

Wskaz wykres funkcji malejace;.
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Cwiczenie 8

Wskaz wykres funkcji, ktora jest rosngca w zbiorze argumentéw x spetniajgcych warunek
1<z <3

| 3

7 % 5 -4 -3 -2 -1 0o 1 2 3 4 5 6 7

R
¥

Ay

g

7 % 5 -4 -3 2 0 1

Ay

¥







Cwiczenie 9

Wskaz wykres funkcji, ktéra jest malejgca tylko dla argumentéw x spetniajgcych warunek
—2<x<d4.
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Cwiczenie 10

Wskaz wykres funkcji, ktéra jest stata w zbiorach argumentéw x spetniajgcych warunki
—3<zx<-2o0raz0<z<1.
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Cwiczenie 11

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji g.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Funkcja g jest malejaca w zbiorze argumentow x spetniajacych warunek:

() —2<z<2
(O 2<z<5h
() —4<z<5



Cwiczenie 12

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji h.

b

'><

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Funkcja h jest rosngca w zbiorach argumentéw x spetniajgcych warunki:

() —2<z<lorazd<z<5

() —2<z<4

() 4<zr<20razl<z<4

() —4<zx<—-20razl<z<4



Cwiczenie 13

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji k.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Funkcja k jest stata w zbiorach argumentéw x spetniajgcych warunki:

() —2<z<-lorazl <z <2

(O —2<z<-lorazl<z <3

(O —2<z<3

() —2<z<0orazl<z<3



Cwiczenie 14

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.

Y

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0J

O

Funkcja f jest okreslona dla argumentow —2 < z < 3.

Funkcja f jest stata w zbiorze argumentéw z, takich, ze —1 < z < 3.

Funkcja f jest malejaca w zbiorze argumentéw z, takich, ze 0 < z < 1.

Funkcja f jest rosngca w zbiorach argumentow z, takich, ze —2 < x < —1 oraz
1<z <3

Funkcja f jest okreslona dla argumentéw —2 < x < 3

Funkcja f jest stata w zbiorze argumentéw z, takich,ze —1 < x <0

Funkcja f jest rosngca w zbiorach argumentow z, takich, ze —2 < x < —1 oraz
1 <x<3.



L Funkcja f jest malejaca w zbiorze argumentow z, takich, ze —3 < x < 3

Cwiczenie 15

Wskaz wykres funkcji, ktéra dla kazdego argumentu —2 < x < 1 przyjmuje wartosci ujemne.
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Cwiczenie 16

Wskaz wykres funkcji, ktéra dla kazdego argumentu —5 < x < —3 przyjmuje wartosci
dodatnie.
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Cwiczenie 17

Wskaz wykres funkcji, ktora dla kazdego argumentu —3 < x < 4 przyjmuje wartosci
nieujemne.
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Cwiczenie 18

Wskaz wykres funkcji, ktora dla kazdego argumentu —2 < x < 4 przyjmuje wartosci
niedodatnie.

Ay
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Cwiczenie 19

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji h.

[

3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Funkcja h przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdego argumentu x, takiego ze:

(O 3<x<bh

O -3<z< -2

O —2<z<3

() —2<z<3



Cwiczenie 20

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji k.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Funkcja k przyjmuje wartosci ujemne dla kazdego argumentu x spetniajagcego warunek:

(O —6<z< -1
O —-1l<z<4

O -1<z<4

O -b<z<-1



Cwiczenie 21

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ocen, czy podane zdania sg prawdziwe, czy fatszywe.

0 Funkcja f przyjmuje wartosci ujemne dla kazdego argumentu x, takiego ze
—1l1<z<Qorazl <z <5.

Funkcja f przyjmuje wartosci ujemne dla kazdego argumentu x spetniajacego
warunki —1 < x < 0Oorazl < x < 5.

Funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdego argumentu x spetniajacego
warunki =5 <z < —loraz0 < x < 1.

0 Funkcja f przyjmuje wartosci niedodatnie dla kazdego argumentu x spetniajacego
warunki —1 <z < Qorazl <z <5.

Funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne dla kazdego argumentu x spetniajacego
(] warunki—5 <z < —1loraz0 <z
< 1.

(] Najwigksza wartos¢ funkcji f wynosi 1.



Funkcja f jest okreslona dla argumentow —5 < x < 5.

Funkcja f przyjmuje wartos$¢ najmniejsza —1 dla argumentu —1.

Funkcja f ma 5 miejsc zerowych.

Funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdego argumentu x, takiego ze
—S<xr<—-loraz0<x < 1.



Cwiczenie 22

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji h.

Y

1\'2/3
_1-

-2

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odczytaj z wykresu i zapisz:

1. dziedzine funkcji h,

2. zbior wartosci funkcji h,

3. miejsca zerowe funkcji h,

4. zbiér argumentow, w ktérym funkcja h jest rosnaca,

5. zbior argumentéw, w ktorym funkcja h jest malejaca,

6. dla jakich argumentow funkcja h jest stata,

7. dla jakich argumentéw funkcja A przyjmuje wartosci dodatnie,

8. dla jakich argumentow funkcja h przyjmuje wartosci ujemne,



9. najwieksza i najmniejszg wartos¢ funkcji h.



Cwiczenie 23

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odczytaj z wykresu i zapisz:

1. dziedzine funkdji f,

2. zbidér wartosci funkgji f,

3. miejsca zerowe funkcji f,

4. zbiér argumentow, w ktorym funkcja f jest rosnaca,

5. zbiér argumentdw, w ktérym funkcja f jest malejaca,

6. dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie,

7. dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci ujemne,

8. najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkcji f.




Cwiczenie 24

Narysuj wykres funkcji okreslonej w zbiorze liczb naturalnych mniejszych od 7, wiedzac, ze:

1. funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentéw wiekszych od 4,

2. funkcja jest rosnaca,

3. funkcja ma jedno miejsce zerowe,

4. najwieksza wartosc¢ funkcji wynosi 3.

Cwiczenie 25

Narysuj wykres funkcji okreslonej w zbiorze {—3, — 2, — 1, 0, 1, 2, 3}, wiedzac, ze:

1. funkcja przyjmuje wartosc¢ ujemna dla jednego argumentu,

2. funkcja ma dwa miejsca zerowe,

3. najmniejsza warto$¢ funkcji wynosi —2.

Cwiczenie 26

Narysuj wykres funkcji okreslonej dla kazdego argumentu —4 < x < 5, wiedzac, ze:

1. funkcja jest rosngca w zbiorze argumentéw z, takichze 1 < x < 5,

2. funkcja jest malejgca w zbiorze argumentéw z, takich ze—4 < =z < 1,

3. punkt (1, — 3) nalezy do wykresu funkcji.



Cwiczenie 27

Narysuj wykres funkcji, wiedzac, ze:

1. funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla kazdego argumentu —4 < z < 3,

2. funkcja jest rosnaca w zbiorze argumentéw x spetniajagcych warunek 1 < x <5,

3. funkcja ma jedno miejsce zerowe.

Cwiczenie 28

Narysuj wykres funkcji, wiedzac, ze:

1. funkcja jest stata w zbiorze argumentéw z, takich ze—3 < x < —1,

2. funkcja nie ma wartosci najwiekszej,

3. funkcja ma dwa miejsca zerowe,

4. funkcja jest malejgca w zbiorze argumentéw z, takich ze —6 < x < —3.



Funkcja jej wtasnosci. Czes¢ Il




Cwiczenie 1

Pan Aleksander wyjechat na spotkanie do miejscowosci odlegtej o 160 km od jego miejsca
zamieszkania.

Rozwazmy wykres funkcji przedstawiajacy, jak zmieniata sie odlegtos¢ od domu pana
Aleksandra, wyrazona w kilometrach, w zaleznosci od czasu wyrazonego w minutach.

180-‘
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na podstawie wykresu odpowiedz na pytania:

1. lle czasu zajeto panu Aleksandrowi pokonanie catej trasy?

2. O ktérej godzinie (zaktadajac, ze wyjechat zdomu o 8 : 00)pan Aleksander zrobit przerwe
w podrézy?

3. lle czasu trwata przerwa w podrézy?

4. Z jaka srednig predkoscia poruszat sie pan Aleksander przed przerwa w podrozy, a z jaka
po przerwie?

5. Jaka byta srednia predkos¢, z jaka poruszat sie pan Aleksander w czasie catej podrézy?

6. Czy pan Aleksander zdazyt na spotkanie, ktére miato sie odby¢ o godzinie 10 : 30?



Cwiczenie 2

Pani Ewa dojezdza do pracy autobusem i tramwajem. Wykres przedstawia, jak, pewnego dnia
podczas drogi do pracy, zmieniata sie odlegto$¢ od domu pani Ewy wyrazona w kilometrach

w zaleznosci od czasu wyrazonego w minutach.

1
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

30

Na podstawie wykresu odpowiedz na pytania, wiedzac, ze pani Ewa wyszta zdomu o godzinie

6 : 30, prace rozpoczyna o godzinie 7 : 00, najpierw jechata 2 przystanki autobusem, a potem

1 przystanek tramwajem. Przystanki znajdujg sie w pewnej odlegtosci od siebie.

1. lle czasu zajeta pani Ewie droga na przystanek autobusowy?

2. lle czasu pani Ewa czekata na autobus?

3. Jak daleko od domu pani Ewy znajduje sie przystanek autobusowy, a w jakiej odlegtosci

jest przystanek tramwajowy?

4. lle czasu zajmuje pani Ewie przejscie od przystanku autobusowego do przystanku
tramwajowego? W jakiej odlegtosci od siebie znajduja sie te przystanki?

5. Jaka odlegtos¢ pokonata pani Ewa autobusem, a jakg tramwajem?



6. Z jaka $rednig predkoscia jechat autobus, a z jakg tramwaj?
7. Jak daleko od domu pani Ewy znajduje sie miejsce, w ktérym pracuje?
8. Czy pani Ewa spdznita sie tego dnia do pracy?

9. W jakiej odlegtosci od przystanku tramwajowego, na ktérym wysiadta pani Ewa, znajduje
sie miejsce, w ktérym pracuje?

Cwiczenie 3

Korzystajac z wykresu przedstawionego w zadaniu 2, rozstrzygnij, ktére zdanie jest
prawdziwe, a ktore fatszywe.

0 Kiedy pani Ewa weszta do pracy, na jej zegarku, ktory spieszy sie 3 minuty, byta
godzina 7 : 00.

Srednia predkosé, z jaka poruszata sie pani Ewa w drodze do pracy, w zaokragleniu
do cato$ci, wynosita 22 km /h .

Odlegtosci od domu pani Ewy do przystanku autobusowego, od przystanku
(] autobusowego do przystanku tramwajowego i od przystanku tramwajowego do
pracy pani Ewy sg jednakowe.

Pani Ewa czekata na przystanku autobusowym o 4 minuty dtuzej niz na przystanku
tramwajowym.



Cwiczenie 4

Wykresy przedstawiaja, jak zmieniata sie w ciggu doby temperatura powietrza

W

miejscowosciach A i B.

miejscowos$c A

miejscowosc B

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na podstawie wykreséw odpowiedz na pytania.

1. Jaka byta najwyzsza temperatura w miejscowosci A, a jaka w miejscowosci B? O ktorej
godzinie termometry wskazywaty te temperatury?

2. lle wynosita amplituda (réznica miedzy najwyzszg i najnizsza temperaturg) w miejscowosci
A, aile w miejscowosci B? W ktérej miejscowosci ta amplituda byta wieksza?

3. O ktérej godzinie termometry w obu miejscowosciach wskazywaty taka sama
temperature powietrza? Jaka to byta temperatura?

4. W jakich godzinach temperatura powietrza w miejscowosci A byta dodatnia?

5. W jakich godzinach temperatura powietrza w miejscowosci B byta ujemna?

6. W ktoérej miejscowosci dtuzej w ciggu doby panowata temperatura dodatnia?

7. O ktérej godzinie termometry w obu miejscowosciach wskazywaty 3°C?



8. W jakich godzinach temperatura powietrza w miejscowosci A rosta, a w jakich malata?

9. Jaka temperatura byta w kazdej z tych miejscowosci o godzinie 12? W ktoérej z nich byta
wyzsza temperatura? O ile °C?

Cwiczenie 5
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6

Wykres przedstawia, jak zmieniata sie cena akcji firmy Silver w poszczegdlnych miesigcach
pewnego roku.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na podstawie wykresu odpowiedz na pytania.

1. Kiedy akcje firmy kosztowaty najwiecej, a kiedy najmniej?

2. Jaka wartosc¢ akcje osiagaty najczesciej?

3. W ktérym miesigcu nalezato kupic akcje, a w ktérym sprzedad, aby osiggngé najwiekszy
zysk?

4. Jaka byta srednia cena akcji w ciggu roku? lle razy akcje osiggnety cene wyzsza od
Sredniej, a ile razy cene nizszg?

5. Kiedy cena akcji wynosita 5 zt?

6. lle procent wieksza byta cena akcji we wrzesniu niz w sierpniu?



7. lle procent mniejsza byta cena akcji w czerwcu niz w maju?

Cwiczenie 7

Korzystajac z wykresu przedstawionego w zadaniu 6, dokoncz zdania, tak aby byty prawdziwe.
Pani Agata kupita 400 akcji firmy Silver w kwietniu, nastepnie sprzedata 150 z nich w czerwcu,
a reszte w pazdzierniku. Na przeprowadzonych transakcjach pani Agata zarobita:

(O 900 zt

O 700zt

(O 750z

O 1050 zk



Cwiczenie 8

Wykres przedstawia zaleznosc ilosci benzyny w baku samochodu w litrach od ilosci
przejechanych kilometréow. Samochdd rozpoczyna jazde po napetnieniu baku paliwem do
petna.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

W baku pozostato 10 [ benzyny po przejechaniu przez samochdd 400 km.

Samochéd spala 10 benzyny podczas przejechania 100

Petny bak miesci 50 [ benzyny.

O o O O

Petny bak wystarcza na przejechanie 500

Po przejechaniu 200 km w baku pozostata mniej niz potowa benzyny z petnego
baku.

O



Cwiczenie 9

Wykres przedstawia zaleznosc ilosci rozpuszczonego w 100 g wody pierwiastka w gramach od

temperaturyw °C
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na podstawie wykresu rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] W temperaturze 70°C w 50 g wody mozna rozpusci¢ 200 g tego pierwiastka.

0 300 g pierwiastka mozna rozpusci¢ w 100 g wody po ogrzaniu jej do temperatury
90°C.



Cwiczenie 10

Dwoch turystow wyruszyto jednoczesnie z parkingu u podndza gory, na szczycie ktorej
znajduje sie zamek. Po dotarciu na miejsce turysci zwiedzili zamek i wrécili na parking.
Wykres przedstawia, jak zmieniata sie odlegto$¢ turystéw od parkingu w zaleznosci od czasu
wedrowki.

71 — turysta1

6 — turysta 2
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na podstawie wykresu odpowiedz na pytania.

1. Ktory z turystéw poswiecit wiecej czasu na wycieczke? O ile godzin wiecej?

2. Z jaka Srednig predkoscig poruszat sie turysta 1, idac pod gore, a z jaka, idac z goéry?

3. Z jaka srednig predkosciag poruszat sie turysta 2 podczas catej wycieczki?

4. lle czasu kazdy z nich zwiedzat zamek?

5. W jakiej odlegtosci od parkingu znajduje sie zamek?

6. Ktéry z turystow wczesniej znalazt sie na parkingu po zejsciu z géry?

7. lle godzin zajeta kazdemu z nich droga pod gore, a ile godzin droga z géry?



Cwiczenie 11

Ktory z wykresow przedstawia zalezno$¢ predkosci od czasu dla turysty 2 podczas drogi pod
gore?
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Cwiczenie 12

Wykres przedstawia, jak zmienia sie dtugos¢ prostokata o statym polu w zaleznosci od jego
szerokosci.

0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5 55 6
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na podstawie wykresu odpowiedz na pytania.

1. Jakie jest pole tego prostokata?

2. Jaka jest dtugosc¢ prostokata, ktérego szerokos¢ wynosi 1,5?

3. Jaka jest szeroko$¢ prostokata, ktorego dtugos¢ wynosi 3?

4. Jak zmieni sie dtugos$¢ prostokata, jezeli jego szeroko$¢ zwiekszy sie dwukrotnie, a jak,
jezeli zmaleje trzykrotnie?



Cwiczenie 13

Podczas wycieczki do stadniny Zosia obserwowata konia, ktéry biegat po padoku na lonzy

o dtugosci 4 m. Tor, po ktérym poruszat sie kon, ma ksztatt okregu o $rodku w punkcie,

w ktérym stoi cztowiek trzymajacy lonze, i promieniu réwnym dtugosci lonzy. Ktéry

z wykresow przedstawia zalezno$¢ odlegtosci miedzy koniem i cztowiekiem trzymajacym lonze
od czasu ruchu konia.




Cwiczenie 14

Agnieszka przygotowuje sie do konkursu z jezyka angielskiego. Liczbe godzin, ktore
przeznaczyta w ciggu kolejnych dni na te przygotowania, przedstawita na wykresie.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na podstawie wykresu odpowiedz na pytania.

1. lle godzin w ciggu tygodnia poswiecita Agnieszka na przygotowania do konkursu?

2. Jakim procentem liczby wszystkich godzin przeznaczonych na przygotowania byta liczba
godzin przeznaczona na przygotowania we wtorek?

3. lle procent czasu mniej poswiecita na przygotowania Agnieszka we wtorek niz w $rode?

4. lle godzin wiecej spedzita Agnieszka, przygotowujac sie do konkursu w piatek, sobote
i niedziele niz w pozostate dni tygodnia?

5. W jakie dni tygodnia Agnieszka przygotowywata sie mniej niz cztery godziny?

6. O ile godzin wiecej przygotowywata sie Agnieszka w sobote niz we wtorek?



Potozenie - szachy

Od potowy XVI wieku jedng z najpopularniejszych na Swiecie gier planszowych jest gra

w szachy rozgrywana przez dwoch graczy za pomoca zestawu biatych oraz czarnych bierek
na 64 polach szachownicy. Na poczatku XX wieku bardzo popularne byly
korespondencyjne rozgrywki szachowe. Wezesniej, bo juz w XI w., partie szachowe
rozgrywano na odleglos¢, a przesuniecia bierek przekazywane byly przez postancow.

W drugiej potowie XX wieku mozna bylo juz gra¢ w szachy z komputerem lub

z przeciwnikiem za posrednictwem Internetu.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 1

Kazde pole na szachownicy zakodowane jest jednoznacznie za pomocg pary
uporzadkowanej, ktorej pierwszym elementem (pierwszga wspotrzedng) jest litera,

a drugim elementem (drugg wspotrzednag) jest liczba. Zwyczajowo pare uporzadkowang
zapisujemy, uzywajac nawiasu, np. (f, 5), gdzie f - pierwszy element pary, 5 - drugi
element pary. Pozycja (f, 5) oznacza pole lezace na przecieciu kolumny oznaczonej
litera f i wiersza oznaczonego liczba 5.



https://zpe.gov.pl/a/DsGCAKz4q

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DsGCAKz4q
Zrodto: Zespot autorski Politechniki todzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 2

Podaj wspotrzedne bierek.

Uzywajac suwakow, opisz
polozenie kazdej bierki.
Kliknij najpierw

w odpowiednig bierke.

Poprawne: 0
Pozostato: 14

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DsGCAKz4q
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 3

Ustaw bierke na wskazanym polu.


https://zpe.gov.pl/a/DsGCAKz4q
https://zpe.gov.pl/a/DsGCAKz4q

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DsGCAKz4q
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 1

Dowiedz sie, jak mozna poruszac sie skoczkiem po szachownicy. Ustaw skoczka na dowolnym
polu szachownicy i podaj jego mozliwe potozenia w trzech kolejnych ruchach.


https://zpe.gov.pl/a/DsGCAKz4q

Potozenie - kino

Przyktady okreslania potozenia obiektow na
ptaszczyznie

Miejsca na widowni kinowej lub teatralnej sa zakodowane najczesciej za pomocg dwoch

liczb zapisywanych na bilecie.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D1E50l7I3

Cwiczenie 1

Na rysunku przedstawiony jest schemat miejsc sali kinowej. Umie$¢ widza na wskazanym
miejscu.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D1E50I713

Zrédto: Zespét autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D1E50l7I3

Cwiczenie 2

Podaj numer rzedu i miejsce zaznaczonego krzesta.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D1E50I713

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D1E50l7I3

Cwiczenie 3

Na rysunku zaznaczono zajete miejsca w sali kinowej.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. lle miejsc liczy sala kinowa?

2. lle jest zajetych miejsc w VIl rzedzie?

3. W ktérym rzedzie s wolne wszystkie miejsca?

4. lle jest wolnych miejsc z numerem 57?

5. lle jest wolnych miejsc z numerami parzystymi w rzedzie V?



Potozenie - os liczbowa i uktad wspétrzednych

Potozenie punktu na osi liczbowej

Cwiczenie 1

Odczytaj wspotrzedng punktu A na osi liczbowej.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D6K9wly7T

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D6K9wly7T

Cwiczenie 2

Umies¢ punkt A w odpowiednim miejscu na osi liczbowej tak, aby miat podang wspétrzedna.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D6K9wly7T

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D6K9wly7T

Potozenie - mapa

Potozenie punktéw na mapie

52°N

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DGYecdeZt

Cwiczenie 1

Odczytaj wspoétrzedne geograficzne (szerokosc i dtugos¢) nastepujacych miejscowosci:

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DGYecdeZt

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

1. Miedzyrzec Podlaski

2. Tarnow

3. Krakéw


https://zpe.gov.pl/a/DGYecdeZt

Cwiczenie 2

Poruszajac sie w nieznanym terenie, swoje potozenie mozna okresli¢, postugujac sie np.
planem okolicy. Opisz za pomocga pary uporzadkowanej potozenie na planie:

1. Wielkiego Stawu Polskiego,

2. Koscielca,

3. Opalonego Wierchu.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DGYecdeZt

Zrodto: Zespot autorski Politechniki k.odzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DGYecdeZt

Cwiczenie 3

Zapisz, jakie obiekty znajdujg sie w kwadratach o wspétrzednych:

1. (C, 10)
2. (4, 10)

3. (F,10)
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Potozenie - labirynt

Labirynt

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DMDefA67m
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Rysunek przedstawia plan labiryntu.

-— wejscie

T

wyjscie

Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DMDefA67m

Cwiczenie 1

Wyjscie z labiryntu znajduje sie na polu opisanym za pomocg pary:

) (1L, F)

L) (6,H)

L) (8, 4)

) (5, H)

Cwiczenie 2

Po ilu polach trzeba przejs¢, idac najkrotszg drogg od wejscia do wyjscia?

20

16

18

o O O

O 12

Cwiczenie 3

Po ilu polach trzeba przejs¢, idac najdtuzsza drogg od wejscia do wyjscia? Zaktadamy, ze przez
dowolne pole mozna przejsé tylko jeden raz.

O 35

O 24

O 28

O 26



Prostokatny uktad wspotrzednych na ptaszczyznie

Geografowie okreslajg potozenie obiektow na kuli ziemskiej, korzystajac z uktadu
wspotrzednych geograficznych, ktory wyznaczajg potudniki, rownolezniki, rownik

i bieguny. Punkt zaznaczony na siatce geograficznej opisywany jest za pomocg pary liczb,
nazywanej jego wspotrzednymi geograficznymi. Pierwsza wspotrzedna to dlugos¢
geograficzna, a druga - szerokos$¢ geograficzna. Punkt przeciecia potudnika zerowego

z rownikiem to poczatek uktadu wspotrzednych.

Przyktad 1

Wspolrzedne punktu A: 60° dlugosci geograficznejwschodniej, 40° szerokosci
geograficznej poinocne;.

W zapisie miedzynarodowym: A = (60°E, 40" N)

Przyktad 2

W praktyce do szybkiego wyznaczania potozenia obiektu (nawet poruszajacego si¢)
wykorzystuje si¢ najczesciej Globalny System Nawigaciji (GPS), ktory obejmuje swym
zasiegiem calg kule ziemska. System ten jest ogolnodostepny, z jego ustug moze korzystac
kazda osoba, ktora posiada odpowiedni odbiornik.

Uktady wspotrzednych stosuje sie rowniez w wielu innych dziedzinach wiedzy, np.
w geodezji, fizyce (do opisywania ruchu ciat).



Cwiczenie 1

Odczytaj wspoétrzedne geograficzne (szerokosc i dtugos¢) nastepujacych miejscowosci:

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DsGgD5YZu

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
1. Miedzyrzec Podlaski,

2. Tarnow

3. Krakéw

Kartezjanski uktad wspotrzednych

W matematyce najczesciej postugujemy sie ukladem wspotrzednych, ktory tworzg dwie
wzajemnie prostopadle osie liczbowe. Punkt O przecigcia tych prostych, nazywany jest

poczatkiem ukiadu wspotrzednych.


https://zpe.gov.pl/a/DsGqD5YZu

by

0$ rzednych
By .

poczatek ukiadu
" wspotrzednych
“ o$ odcietych

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O$ pozioma (pierwsza o§) nazywana jest osig odcietych lub osig X.
OS$ pionowa (druga o$) nazywana jest osig rzednych lub osig Y.
Ciekawostka

Prostokatny ukitad wspolrzednych nazywany jest uktadem kartezjanskim od Kartezjusza
(Rene Descartes’a), znakomitego siedemnastowiecznego francuskiego matematyka,
przyrodnika i filozofa, ktoérego uwaza si¢ za prekursora stosowania metod
geometrycznych w zagadnieniach algebraicznych.

Powszechnie znana jest sentencja filozoficzna Kartezjusza ,Mysle, wiec jestem”.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Definicja: Wspoétrzedne




Kazdemu punktowi P zaznaczonemu w ukiadzie wspolrzednych odpowiada
uporzadkowana para liczb (z, y) nazywanych jego wspotrzednymi.
Zapisujemy

P:(w7 Y)

P=(xY)

'’

odcieta punktu P rzedna punktu P

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pierwsza wspolrzedna okresla potozenie punktu wzgledem osi X, a druga - wzgledem osi
Y.

« Aby wyznaczy¢ pierwszg wspotrzedna (z) punktu P, mozna zaznaczy¢ prosta
prostopadia do osi X przechodzacg przez punkt P. Liczba odpowiadajgca punktowi,
w ktorym ta prosta przecina o$ X, jest pierwsza wspoirzedng punktu P - odcietg
punktu P.

« Abywyznaczy¢ druga wspotrzedng (y) punktu P, mozna zaznaczy¢ prostg prostopadia
do osi Y przechodzacg przez punkt P. Liczba odpowiadajgca punktowi, w ktorym ta
prosta przecina o$ Y, jest drugg wspotrzedng punktu P - rzedng punktu P.

Przyktad 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Wspotrzedne punktu A: pierwsza wspotrzedna to —2, a druga to 2. Zapisujemy
A=(-2,2).

Wspolrzedne punktu B: pierwsza wspoirzedna to 4, a druga to —1. Zapisujemy
B = (4,-1).

Wspolrzedne punktu C: pierwsza wspoirzedna to —1, a druga to —2. Zapisujemy
C=(-1,-2).

Wspotrzedne punktu D: pierwsza wspolrzedna to —4, a druga to 0. Zapisujemy
D= (2,1).

Przyktad 4

Najczesciej na obu osiach uktadu wspoétrzednych obieramy jednakowe jednostki tak, aby
mozna bylo zaznaczy¢ dane punkty.

A = (10,40), B = (—30, —20)

G = (—150,200), H = (350, —150)

by Ay
40 ® o 2001
A G
1504
30
1004
20
50
10 0 X
-350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 [0 50 100 150 200 250 300 350
0 X -50
.30 -20 -10 0 10 20 30
-1001
-10
1501 @
® -20 H
B -200

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 5

W zastosowaniach praktycznych, gdy na osiach uktadu wspotrzednych zaznaczane sg
rozne wielkosci, jednostki mogg mie¢ rozne dhugosci.

A
Hg
1,020

1,015
1,010

1,005

Objetosc wzgledna V/V,,

Y

1,000
0 20 40 60 80 100

Temperatura t [°C]



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wykres zmiany objetosci rteci w zaleznosci od temperatury.
Przyktad 6

W ukladzie wspolrzednych zaznaczone sa punkty lezace na osiach uktadu.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odczytajmy ich wspotrzedne.

Punkty lezace na osi X:

C=(-3,0),I =(-2,0),B=(-1,0),K =(1,0),E = (2,0),F = (3,0)
Punkty lezace na osi Y

D =(0,4),L = (0,3),A=(0,2),G = (0, — 1),J = (0, — 2), H = (0, — 3)

Zauwazmy, ze

e punkty lezgce na osi X majg drugg wspoirzedna rowna 0
o punkty lezgce na osi Y majg pierwsza wspotrzedng rowng 0

Poczatek uktadu wspotrzednych (punkt O) ma wspotrzedne (0,0).



Cwiczenie 2

Podaj wspétrzedne punktu P.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DsGqD5YZu

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DsGqD5YZu

Cwiczenie 3

W uktadzie wspétrzednych ustaw punkt P tak, aby miat dane wspétrzedne.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DsGqD5YZu

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiartki uktadu wspoétrzednych

Przyktad 7



https://zpe.gov.pl/a/DsGqD5YZu

Y

II cwiartka _ I ¢cwiartka

III ¢wiartka ' IV éwiartka

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Osie ukladu wspolrzednych dzielg ptaszczyzne na cztery czesci nazywane ¢wiartkami.
Cwiartki numerujemy: I, I, III, IV przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.

Punktow lezacych na osiach ukladu wspolrzednych nie zaliczamy do zadnej ¢wiartki.
Przyktad 8

Zmieniaj potozenie punktu zaznaczonego w uktadzie wspotrzednych.
Zaobserwuj znaki pierwszej oraz drugiej wspolrzednej punktu w poszczegélnych
¢wiartkach ukiadu wspotrzednych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DsGgD5YZu
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DsGqD5YZu

Jezeli punkt nalezy do:

o [ ¢cwiartki uktadu wspoirzednych, to obie jego wspolrzedne sg liczbami dodatnimi,

o II ¢wiartki uktadu wspotrzednych, to jego pierwsza wspotrzedna jest liczbg ujemna,
a druga dodatnia,

o II T ¢wiartki uktadu wspotrzednych, to obie jego wspolrzedne sg liczbami ujemnymi.

o IV ¢wiartki uktadu wspotrzednych, to jego pierwsza wspolrzedna jest liczba
dodatnig, a druga ujemna.

ky
@ R =
P=(x,y) x<0 =(x,y) x>0
y>0 @ y>0
: e
0
. ]
M=(x,y) x<0 S=(xy) x>0

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DsGgD5YZu
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DsGqD5YZu

Cwiczenie 4

Narysuj uktad wspétrzednych, dobierz odpowiednio jednostke i zaznacz punkty A i B.

1. A = (—200, 300), B = (100, 500)

2. A= (—150, —50), B = (250, — 50)

3. A = (40, —60), B = (20, 100)

4. A = (—15, 45), B = (—30, — 60)

5. A = (1000, — 3000), B = (2000, 2000)

6. A = (—1500, —500), B = (—2500, 1500)



Cwiczenie 5

Podaj wspétrzedne punktu A.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DsGqD5YZu

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DsGqD5YZu

Cwiczenie 6

Punkt P znajduje sie w uktadzie wspotrzednych na osi odcietych, gdy

() P=(-8,0)
) P=(1,2,0)
()] P=(0,0)

(] P=(6,0)

() P=(0, —5)
) P=(0, — 100)
() P=(6,0)

Cwiczenie 7

Jezeli punkt P = (a, — 3) znajdujesienaosiY, to

O a=0
O a=-2
O a=-2
O a=3



Cwiczenie 8

Znajdz liczbe m wiedzac, ze

L punkt P = (m —3,—1)lezynaosi Y.

2.punkt G = (4, 2m + 6) lezy na osi X

Cwiczenie 9
Przeciagnij punkty do odpowiedniej ¢wiartki uktadu wspotrzednych.

| ¢wiartka
B = (~26,187) |
I=(10,-1) |
. G = (_917 _3) ’
Il ¢wiartka
A=(12,32)
E = (100, 765) |
F = (—809,9) ]
Il ¢wiartka
H = (312,132) |
D = (-365,2) |
C = (—23,-33)
IV ¢wiartka

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10

W ktorej ¢wiartce uktadu wspotrzednych lezy punkt P = (5, — 7)?

O v

O 1

O I

(O III

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DsGgD5YZu
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DsGqD5YZu

Cwiczenie 11

Jezeli punkt K = (—6, d) znajduje sie w IT ¢wiartce uktadu wspoétrzednych, to liczba d moze
by¢ réwna

O -7

O 7

O 0

O -6

Cwiczenie 12

Punkt A = (—2, — 5) znajduje sie w drugiej ¢wiartce uktadu wspétrzednych.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Nie, poniewaz odcieta jest liczbg ujemna

Nie, poniewaz obie wspodtrzedne sg ujemne.

Tak, poniewaz obie wspotrzedne sg ujemne.

Tak, poniewaz rzedna jest liczbg ujemna.

o o O O O

Tak, poniewaz odcieta jest liczbg ujemna



Cwiczenie 13

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Punkty A= (0, —4)iB = (0, 3)znajduja sie na osi odcietych.

(] Punkty A= (-2, 3)iB=(—2, — 3)majataka sama rzedna.

Cwiczenie 14

Zaznacz w uktfadzie wspédtrzednych cztery rézne punkty P, R, S, T, z ktorych kazdy znajduje
sie w innej ¢wiartce uktadu wspotrzednych. Odczytaj wspdtrzedne tych punktéw i uzupetnij
tabelke.

Tabela. Dane

Pierwsza Druga

Nazwa . g Numer ¢wiartki uktadu wspoétrzednych,
wspotrzedna wspotrzedna oo L

punktu w ktorej znajduje sie punkt
punktu punktu

Cwiczenie 15

Zaznacz w uktadzie wspoétrzednych taki punkt P

1. ktérego obie wspotrzedne sg réwne

2. ktérego druga wspotrzedna jest o 6 mniejsza od pierwszej

3. ktérego pierwsza wspotrzedna jest dwukrotnie wieksza od drugiej



Cwiczenie 16

Zaznacz w uktfadzie wspétrzednych punkty A, B, C, D, E. Co powiesz o ich wzajemnym
potozeniu?

LA= (2,-3),B=(2, —1),C= (2, 3),D=(20),E= (2 2)

2.A=(4,-3),B=(-2,-3),C = (—4,-3),D = (0,—3), E = (1,—3)

3.A=(1,1),B=(-1,-1),C = (4,4),D = (-3,-3), E = (0,0)

Cwiczenie 17

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Punkty skrajne Polski

Rysy

Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

« Najdalej na péinoc wysuniety kraniec Polski o wspolrzednych 54°50° N -
miejscowosc¢ Jastrzebia Gora w gminie Wiadystawowo, powiat pucki.

 Najdalej na potudnie wysuniety kraniec Polski 49°00’ N -
szczyt Opotonek w gminie Lutowiska, powiat bieszczadzki.

 Najdalej na zachod wysuniety kraniec Polski 14”07’ E - kolano Odry koto Osinowa
Dolnego w gminie Cedynia, powiat gryfinski.

 Najdalej na wschod wysuniety kraniec Polski 24708’ E - kolano Bugu we
wsi Zosin w gminie Horodlo, powiat hrubieszowski.



Srodek geometryczny Polski znajduje sie we wsi Pigtek, 15 km na wschod od Leczycy,
19 km na potudnie od Kutna, a 33 km na péinoc od Lodzi.

Cwiczenie 18

1. Oblicz réznice czasu stonecznego miedzy skrajnymi punktami Polski wschodnim
i zachodnim.

2. W Szczecinie jest godzina 12 w potudnie czasu stonecznego. Ktéra godzina czasu
stonecznego jest wtedy w Lublinie?

3. W Warszawie czas stoneczny okreslany jest wedtug potudnika 15°. Jaka jest réznica
czasu stonecznego miedzy Warszawga a Rzeszowem?

Cwiczenie 19

Okresl wspotrzedne geograficzne $Srodka Polski.

Cwiczenie 20

Jednym z najbardziej tajemniczych miejsc na ziemi jest Tréjkat Bermudzki.
Okresl wspotrzedne geograficzne wierzchotkéw tego tréjkata i dowiedz sie, czym sie

charakteryzuje ten obszar.



Punkty o wspotrzednych wymiernych

Ciekawostka

e Odpowiednikiem uktadu wspotrzednych na ptaszczyznie jest uklad wspotrzednych
w przestrzeni. Za jego pomocg mozna opisa¢ na przyktad ruch samolotu.
Ciekawostka

» Uklad ten skiada si¢ z trzech wzajemnie prostopadtych osi liczbowych X, Y, Z.

Potozenie punktu w przestrzeni okresla trojka liczb (z, y, z).

Zbiory punktow w uktadzie wspotrzednych

W uktadzie wspotrzednych mozna zaznaczac nie tylko poszczegoélne punkty, ale zbiory

punktow, tworzace proste czy polptaszczyzny.
Przyktad 1

Zaznacz w ukladzie wspotrzednych kilka punktow, ktorych obie wspotrzedne sg sobie
rowne.

W ktorych ¢wiartkach uktadu wspotrzednych leza te punkty? Jakg figure otrzymasz, gdy
potaczysz te punkty?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D17bv5P3c
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 2



https://zpe.gov.pl/a/D17bv5P3c

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D17bv5P3c
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 3

Zaznacz w uktadzie wspotrzednych kilka punktow, ktorych druga wspotrzedna jest
potowq pierwszej wspolrzednej. Polgcz te punkty. Jakg figure utworzyty? Jak opisac
zaleznos¢ miedzy wspolrzednymi tych punktow?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D17bv5P3c
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Punkty, ktorych druga wspotrzedna jest potowg pierwszej wspolrzednej, lezg na proste;.
Sa to wszystkie punkty P = (z, y) takie, ze y = +a i z jest dowolng liczbg rzeczywista.


https://zpe.gov.pl/a/D17bv5P3c
https://zpe.gov.pl/a/D17bv5P3c

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D17bv5P3c¢
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D17bv5P3c

Cwiczenie 1

Zaznacz w uktadzie wspotrzednych kilka punktow, ktérych druga wspoétrzedna jest wieksza od
pierwszej. W ktérych ¢wiartkach uktadu wspétrzednych mogg sie znalezé takie punkty?
Jaka figure tworzg?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D17bv5P3c

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 4

Zaznaczymy w ukladzie wspotrzednych trzy punkty o wspotrzednych (z, x + 3), gdzie x
jest dowolng liczba rzeczywista.

Zapis (z, x + 3)oznacza, ze pierwsza wspotrzedna punktu jest dowolna, a druga jest o 3
wieksza od pierwsze;j.

o Jesli pierwsza wspolrzedna punktu A bedzie réwna 1, to druga jest réwna 1 + 3 = 4.
Zapisujemy:xz = 1, y = 1+ 3 = 4. Wtedy A = (1,4).
 Jesli pierwsza wspotrzedna punktu B bedzie rowna — 1, to druga jest rowna

—14+3=2.
Zapisuyemyz = —1, y = — 14 3 = 2. Wtedy B = (—1,2).

 Jedli pierwsza wspolrzedna punktu C bedzie rowna — 3, to druga jest rowna
-3+3=0.

Zapisujemyz = —3, y = — 3+ 3 = 0. Wtedy C = (—3,0).


https://zpe.gov.pl/a/D17bv5P3c

A

(1,4)

Zrodto: Zespot autorski Politechniki L.odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3

Odszyfruj sentencje, ktérg przypisuje sie francuskiemu filozofowi Kartezjuszowi.
(1,3), (4,4), (2,3), (3,1), (5,4), (4,4),(2,1), (5,2), (2,3), (4,4),(5,3), (6,1), (4,2)

5
4 @ @ @ @ @ @
D H L O T Z
3 @ @ @ @ ] @
C G K N S Y
2 @ @ @ @ @ @
B F J M R W
1 @ @ @ @ ] @
A E I L P U
0 , S
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
_1 -

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4

Zapisz za pomocag wzoru zalezno$¢ miedzy wspotrzednymi punktéw zaznaczonych w uktadzie
wspotrzednych.

a) b b) b

0 b4 @ g <
4 -3 1 0 1 4 4 3 2 -1 o 1 2 3 4
® ® 19 e o o -1
24 ° 2
-3 -3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5

Ktore z ponizszych punktéw maja rzedng bedaca potowa odcietej?

[J C(-2,4)
() A(438)
[J D(-3,-6)

[J B(8,4)

Cwiczenie 6

lle punktow, ktérych obie wspotrzedne sg liczbami catkowitymi, nalezy do wyréznionego
obszaru?

a) -‘V b) -lv

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7

Umies¢ podane punkty w odpowiednich miejscach uktadu wspétrzednych. W ktérej ¢wiartce
uktadu wspoétrzednych znajduje sie najwieksza liczba punktéw, a w ktérej najmniejsza?
Podane jest 10 punktow:

A=(2,3),B=(3,2),C=(0, —4),
D=(-4,0),E=(-2 4),F=(2 —4),G=4, —2),

H=(-4,2),I=(-5 —5),J=(5,5).

Cwiczenie 8

Narysuj uktad wspoétrzednych, dobierajgc odpowiednig jednostke, i zaznacz w nim punkty:

A = (20, 70)

B = (-30, 20)

C = (—40, 0)

D = (0, —20)

E = (—60, —170)
F = (50, —50)
Wypisz punkty

1. lezace na osi rzednych

2. lezace na osi odcietych

3. ktérych wspoétrzedne sa liczbami przeciwnymi

4. nalezacedo I, II, IIIi IV ¢wiartki uktadu wspétrzednych

Cwiczenie 9

Zaznacz w uktadzie wspétrzednych taki punkt, ktérego suma wspétrzednych jest réwna 0.
Zaznacz jeszcze 7 takich punktow. Jaka jest zaleznos¢ miedzy pierwszg a drugg wspoétrzedng
kazdego z punktéw?



Cwiczenie 10

Punkt P ma obie wspotrzedne rézne od 0. Jesli suma wspotrzednych punktu P jest réwna 0,
to punkt lezy

w II lub w III ¢wiartce uktadu wspdétrzednych

w IT lub w IV ¢éwiartce uktadu wspoétrzednych

o O O

w I lub w IV ¢éwiartce uktadu wspoétrzednych

() w I lubw II ¢wiartce uktadu wspétrzednych

Cwiczenie 11

Punkt M = (z, y) lezy na osi X i nie lezy na osi Y. Wynika z tego, ze

x#0,y=0

y7 0

r=0,y#0

O O O O
+



Cwiczenie 12

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Wspétrzedne punktu M = (—5,6) sa liczbami przeciwnymi.

Pierwsza wspétrzedna punktu U = (9, 01; — 11) jest liczba dodatnia.

Punkt F' = (0, 5) lezy na osi X.

o O O O

Punkt P = (—1,2) lezy w III ¢wiartce uktadu wspétrzednych.

Cwiczenie 13

Narysuj uktad wspotrzednych i zaznacz w nim ponizsze punkty.
A=(2,3),B=(5,0),C=(0, —3),D=(6,1)
E=(-4,4),F=(-3,0),G=(-1, —2),H= (-3, —7)
I=(5, —2),J=(4, —4), K=(2, —6), L= (0, 0).
Wypisz punkty, ktérych suma wspétrzednych jest liczba

1. nieujemna

2. niedodatnig



Cwiczenie 14

Zaznacz w uktadzie wspétrzednych punkt A = (z, y) taki, ze

lLz=3, y=x—2

2. =—-2,y=x—1

.x=1y=2zx

4.z=y,y=—3

Cwiczenie 15

Zaznacz w uktadzie wspotrzednych 5 punktdw spetniajgcych podany warunek. Na jakiej
prostej lezg wszystkie te punkty?

1. Pierwsza wspotrzedna jest dwukrotnie mniejsza od drugiej.

2. Druga wspoétrzedna jest réwna 4.

3. Pierwsza wspotrzedna jest rowna —3.

Cwiczenie 16

Punkt P = (—5, 6) przesunieto najpierw o 9 jednostek w lewo, wzdtuz osi X, a nastepnie tak
otrzymany punkt przesunieto w gore o 7 jednostek, wzdtuz osi Y. Okresl wspotrzedne
otrzymanego punktu.

Cwiczenie 17

Okresl wspotrzedne Srodka S odcinka AB, gdy

1.A= (-6, —4),B = (4,6)

2. A= (0,5),B=(4, —3)



Cwiczenie 18

Zaznacz w uktadzie wspotrzednych zbidr punktow (z, y), ktorych wspotrzedne spetniaja
podany warunek.

L. 2<z<3i0<y<1

2.0 <2< 3,51 -16<y<5,5

Cwiczenie 19

Zapisz warunek, jaki musza spetnia¢ wspoétrzedne punktow nalezacych do zaznaczonego
obszaru.

a) y b) y
3 3
2 2
1
0 = [ e
4 3 2 1 o 1 2 3 4 -4 3 -2 1 o 1 & 4
1 -1
2 2
3 -3
c) y d) y
3 3/
2
1 1
0 e 0 e
4 3 P 1 o 1 3 4 -4 3 -2 1 o 1 2 3 4
1 1
-2
3 3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 20

Wyznacz wspétrzedne 3 punktédw znajdujacych sie na odcinku AB, gdzie
A=(-4,4),B=(3, —3).



Cwiczenie 21

W ktérym z punktéw A = (0,5; %1), B = (0, %) czy C = (
wspotrzednymi jest najwieksza?

y — 1) réznica miedzy

EN[3Y



Wielokaty w uktadzie wspotrzednych

Odlegtosc¢ punktéw na osi liczbowej
Przyktad 1

Odlegtoscig punktow A = (a) i B = (b), zaznaczonych na osi liczbowej, jest dlugosé
odcinka AB.
Dlugosc ta jest rowna wartosci bezwzglednej roznicy wspotrzednych punktow A i B.

Q0 @ >

B
O
b

|JAB| = |b - a|

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 2

. ’i ___ ¢ s |AM|=[3-(1)|=4
-5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 5
Z W
: o . o » |WZ|=[0-4[=4
-5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5
R S
o— y —0 . . — |SR|:|'2'2|:4
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Wazne!

Wiasnosci odlegtosci punktow
Jesli A, B, C sa dowolnymi punktami na ptaszczyznie, to

e |AB| > 0 oraz |AB| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A = B
. |AB| = [BA|
- |AC| < |AB| + |BC|

Ostatnia nierownos¢ nazywa sie¢ warunkiem budowy trojkata.

Odcinek w uktadzie wspoétrzednych


https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG
https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

W przypadku, gdy odcinek AB lezy w ukladzie wspoétrzednych na jednejz osi liczbowych,
jego dtugosc¢ jest rowna odlegtosci punktow A i B.

iy
30 A

2.
IAB|=]-2-3|=5
1.
R W
® . ® Q . —
7 6 5 -4 3 2 -1 R 2 3 4 5 6 7
_1.
IRW|=[-3-(-6)[=3
20B
_3-

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 3

Znajdziemy dtugosci odcinkow AB i CD, gdy
A = (-42),B= (2,2),C=(3,4),D=(3,-3).

4£y —————— 9 C
[AB| = [2-(-4) =6 ’
0 2 ®
Al B ICD|=|-3-4|=7
. |
| 1 |
o 0 o . *
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 J 4 5 6 7 8
-14
-24
—3T —————— @ D

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odcinek AB jest réwnolegly do osi X. Jego dlugos¢ jest rowna wartosci bezwzgledne;
roznicy pierwszych wspolrzednych punktow A i B.

AB| = |2 (~4)| = 6




Odcinek CD jest rownolegly do osi Y. Jego dtugos¢ jest rowna wartosci bezwzgledne;j
roznicy drugich wspotrzednych punktow C'i D.

ICD|=|-3—4/=7
Ciekawostka

W praktyce, chcac przejs¢ z jednego miejsca do drugiego, rzadko poruszamy si¢ po
trasie, jaka wyznaczylibySmy na planie jako najkrotszg. Na drodze bowiem znajdujg sie
rozne przeszkody, np. domy, jeziora, itp. Schemat ulic w miastach czesto przypomina
kratownice. Najkrotsza odlegtos¢ w miescie bedzie wigc nieco inna niz ta, teoretyczna,
wykorzystywana na lekcjach geometrii.

W tym przypadku do obliczenia odlegtosci postugujemy sie tzw. metrykg miejskg. W tej
metryce najkrotsza droga miedzy dwoma punktami to najkrotsza z mozliwych do

pokonania drog miedzy tymi punktami.

Wielokaty w uktadzie wspotrzednych

W niektorych wypadkach, aby obliczy¢ dtugosci bokow wielokata, wygodnie jest umiescic¢
go w uktadzie wspotrzednych. Dla uproszczenia obliczen staramy si¢, aby wierzchotki
wielokata miaty wspolrzedne catkowite (jesli jest to mozliwe).

Przypomnijmy wzory na pola i obwody wielokgtow.



Cwiczenie 1

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Cwiczenie 2

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG
https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Cwiczenie 3

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Cwiczenie 4

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG
https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Cwiczenie 5

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Cwiczenie 6

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG
https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Cwiczenie 7

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Cwiczenie 8

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 4


https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG
https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

W uktadzie wspotrzednych dane sg punkty: A = (—4,—1), B = (-2,2), C = (3,2).
Znajdziemy taki punkt D, aby wielokat ABCD byt réwnolegtobokiem.

b

3-
B C
O 2- e
1.
9 —
6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6
® -1
A
_2-

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oznaczmy: D = (a,b).

Zauwazmy, ze |[BC | = |3 — (—2)| = 5. W rownolegtoboku dtugosci bokow
przeciwleglych sa réwne, a boki réwnolegle. Odcinek AD lezy na prostej réwnoleglej do
prostej BC, awiec i do osi X. Zatem |AD | = 5.

Korzystajac z tego, znajdziemy pierwsza wspoirzedng punktu D.

la— (—4)| = 5la+4/ = 5

Z rysunku widac, ze liczba a jest dodatnia, zatem wigksza od —4. Poniewaz

la +4| = 5,wigca+4 =5luba + 4 = —b5. Stad

a=1luba = -9.

Poniewaz a > —4, wieca = 1.

Liczba b jest rowna drugiej wspoirzednej punktu A (bo odcinek AD jest rownolegly do
osi X),wiecb= —1.

Odpowiedz: Szukanym punktem jest punkt D = (1, —1).



3-
B C
1-
L] L] L] L] L] L] 0 L] L] L] L] L] L]
6 -5 —4/-3 2 0 /2 3 4 5 6
A D
_2-

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 5

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 9
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jesli na obu osiach uktadu wspotrzednych jest ta sama jednostka, to za jednostke pola
przyjmujemy kwadrat o boku, ktoérego dlugos¢ jest rowna jednostce kazdej osi.
Przyktad 6

Obliczymy pole trapezu ABCD, gdzie
A=(-41),B=(4,1),C=(1,-2),D=(-1,-2).



https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

by

-34

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

e Sposob I

Zauwazmy, ze trapez jest rownoramienny, wiec jego pole jest rowne polu prostokata
BEDF, dlugosci 5 i szerokosSci 3. Zatem pole tego prostokata, a wigc i pole trapezu jest

rowne 15.

by
3.
2.

A F
@ ————=—= o—

S |

\

: : : AN : 0
6 5 -4 3 -2 A 0

\ |
N - -11

Mo

\
N—s

D
_3.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

e sposob II

Obliczamy dtugosci a, b podstaw oraz wysoko$¢ h trapezu i korzystamy ze wzoru




Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

a=[AB[=[4—(-4)=8=|CD|=[1—-(-1)|=2h=|DE|=[1-(-2)[=3

1
P=_(8+2)e3=15

OdpowiedZ: pole trapezu jest rowne 15.
Cwiczenie 10

Narysuj uktad wspotrzednych i zaznacz w nim punkty: A = (3,8), B = (—4,8), C = (—4,2).
Potacz kolejno te punkty. Figura, ktérg otrzymasz to

() troéjkat rownoramienny
() trojkat ostrokatny
() trojkat prostokatny

() tréjkat rozwartokatny



Cwiczenie 11

Punkty A, B, C, D s3 kolejnymi wierzchotkami kwadratu:
A=(-3,0), B=(2,0), C= (-3, 5). Wierzchotek D ma wspotrzedne

O (-3, 10)

O (2, 9)

O (_27 5)

O 6,2

Cwiczenie 12

Zaznacz w uktadzie wspoétrzednych podane punkty: A = (-2, 1), B = (5, 3), C = (2, 5)
oraz taki punkt D, aby otrzymany czworokat byt:

1. réwnolegtobokiem, ktéry nie jest prostokatem

2. trapezem rownoramiennym, ktéry nie jest rownolegtobokiem

3. deltoidem

4. prostokatem, ktéry nie jest kwadratem

5. kwadratem

6. rombem, ktory nie jest kwadratem

Uzasadnij swoj wybér. Czy w kazdym przypadku udato ci sie znalez¢ rozwigzanie?



Cwiczenie 13

Dane sa punkty: K = (1,3), L = (2,1), M = (3,0), N = (0,—4), P = (3, —4). Ktére
z tych punktéw lezg wewnatrz trapezu ABCD o wierzchotkach:
A=(0,-6), B=(4,1), C=(4,5), D=1(0,3)?

Cwiczenie 14

W uktadzie wspoétrzednych umieszczono réwnolegtobok, tak jak na rysunku.

b
A B

4

3 E

24

14
. 0

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

-1

24
-3

D C

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Punkt o wspétrzednych (0, —3) jest wierzchotkiem rownolegtoboku ABCD.
(] Pierwsze wspétrzedne wierzchotkéw C'i D s3 réwne.

[ ] Punkt o wspétrzednych (2, 4) nalezy do réwnolegtoboku ABCD.

Cwiczenie 15

Narysuj w uktadzie wspotrzednych prostokat, ktérego przekatne przecinaja sie w punkcie
P = (4,5) i jeden z jego wierzchotkéw ma wspotrzedne (—2,3). Odczytaj wspotrzedne
pozostatych wierzchotkéw tego prostokata.



Cwiczenie 16

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Cwiczenie 17

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG
https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Cwiczenie 18

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Cwiczenie 19

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG
https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Cwiczenie 20

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Cwiczenie 21

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG
https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Cwiczenie 22

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Cwiczenie 23

Pole trojkata ABC jest rowne 24. Podstawg tréjkata jest odcinek AB, gdzie
A = (-3,-2)iB = (1, —2). Znajdz wspotrzedne punktu C, wiedzac, ze trojkat ABC jest

1. rwnoramienny

2. prostokatny

3. r6znoboczny

Czy w kazdym przypadku istnieje tylko jedno rozwigzanie?


https://zpe.gov.pl/a/DDYIF6pwG

Cwiczenie 24

Zaznacz w uktadzie wspodtrzednych punkty:
O =(0,0), A= (3,0, B=(54), C=(0,4), D= (—2,0). Oblicz pole

1. czworokata OABC

2. czworokata ABCD

Cwiczenie 25

Pole tréjkata ABC, gdzie A = (—6,0), B = (0,—4), C = (2,0), jest réwne

O 16

O 12

O 8

O 32

Cwiczenie 26

Ania narysowata w ukfadzie wspétrzednych prostokat ABCD o wierzchotach:

A=(4,2), B=(4,-3),

C = (-2,-3), D = (—2,2). Natomiast Basia narysowata prostokat KLMN, zamieniajac
miejscami wspoétrzedne w kazdym z punktow: A, B, C, D. Oblicz pole prostokagta ABCD
i prostokata KLMN. Co zauwazasz?

Cwiczenie 27

Punkty A = (a,a +4) i B = (a — 3,a — 2), gdzie a jest liczba naturalna, s wierzchotkami
kwadratu ABCD. Znajdz wspétrzedne wierzchotkéw C'i D. Oblicz pole i obwéd kwadratu.



Prostopadtoscian

Prostopadtoscian - budowa
Przyktad 1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wazne!

Podstawami prostopadtoscianu sg przystajace prostokaty lezace w ptaszczyznach
rownoleglych. Kazda $ciana boczna jest prostokgtem prostopadtym do podstaw.
Prostopadtoscian ma 8 wierzchotkow i 12 krawedzi. Dtugosci krawedzi
prostopadloscianu wychodzacych z jednego wierzchotka nazywamy wymiarami
prostopadloscianu. Sg to odpowiednio: dlugos¢, szerokos¢ i wysokos¢
prostopadlo$cianu.



https://zpe.gov.pl/a/DL1BgrU0r

podstawa gorna

krawedz podstawy £

sciana boczna

krawedz boczna % S
/ ﬁ
% wierzchotek

podstawa dolna

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 2

Suma dlugosci krawedzi prostopadtoscianu jest rowna 100 cm. Oblicz wysokos¢ H
prostopadlo$cianu, wiedzac, ze jego podstawq jest kwadrat o boku dtugosci 3 cm.
Obliczamy sume diugosci krawedzi podstaw.

20403 cm=24cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Obliczamy sume dtugosci krawedzi bocznych.

100cm— 24 cm = 76 cm

Obliczamy dtugos¢ krawedzi bocznej, czyli wysokos$¢ prostopadioscianu.

40 H—=1T76
H=76:4
H =16 cm

Wysokosc¢ prostopadioScianu jest rowna 16 cm.
Oswietlajac prostopadtoscian, zobaczymy na ekranie jego rzut, bedacy figura ptaska.
Przyktad 3



Wez do reki pudetko zapatek i obracajgc je w rozne strony, sprobuj okreslic, jakie figury
moga by¢ jego rzutami.

Czy rzutem prostopadto$cianu moze by¢ trojkat, prostokat, pieciokat, siedmiokat?
Ciekawostka

Gaspard Monge (1746 — 1818) byt francuskim matematykiem, uwazanym za ojca
geometrii wykreslnej. Byl wykladowca w wojskowej szkole, gdzie nauczat konstruowania

twierdz i umocnien militarnych.
Przyktad 4

Przypomnij sobie jeden ze sposobow rysowania prostopadtoscianu o danej wysokosci.
Pamietaj, ze podstawg prostopadlos$cianu jest prostokat, ktory na ptaszczyznie
przedstawiamy jako rownolegtobok.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DLIBgrUOr

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 5

Narysuj prostopadtoscian, zaczynajac rysunek od narysowania jego dwoch $cian
bocznych.

Przekatna prostopadtoscianu

Definicja: Przekatna prostopadtoscianu

Przekatng prostopadto$cianu nazywamy odcinek taczgcy dwa wierzchotki
prostopadlo$cianu lezgce na roznych podstawach i réznych Scianach bocznych.


https://zpe.gov.pl/a/DL1BgrU0r
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 6

Podstawa prostopadtoscianu jest prostokat o dlugosci 4 cm, szerokosci 3 cm. Przekatna
bryty ma dlugosc¢ 13 cm. Oblicz wysokos¢ prostopadtoScianu.

h 13 cm)f

’ d 3cm

4 cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczamy najpierw dlugosé¢ d (d > 0) przekatnej podstawy prostopadtoécianu -
korzystamy z twierdzenia Pitagorasa.

42 +3=d?
16 + 9 = d?
d?> =25
d=5

Zauwazmy teraz, ze trojkat utworzony przez przekatng prostopadloscianu, przekatng
podstawy i krawedz boczna h (wysokos¢) jest prostokatny.

Skorzystamy ponownie z twierdzenia Pitagorasa i obliczymy wysokos¢
prostopadloScianu.

h? + d* = 13°
h? + 5% = 13

h? + 25 = 169



Wysokos¢ prostopadio$cianu jest rowna 12 cm.

Siatka prostopadtoscianu

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje kolumny. Kreslone sg krawedzie jednej kolumny - powstaje
prostopadloscian. Dwa jednakowe prostopadtosciany rozktadajg sie¢ na dwie rozne siatki

prostopadio$cianu.



https://zpe.gov.pl/a/DL1BgrU0r

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki prostopadtoscianu, ktore sktadaja sie w jednakowe
prostopadlosciany. Prostopadlo$cian zmienia si¢ w kolumne, ktora stoi obok innych
kolumn.

Wykonanie kartonowego modelu prostopadtoscianu wymaga skonstruowania jego siatki.
Wielokaty sktadajgce si¢ na siatke sg prostokatami, a ich wymiary sa rowne odpowiednio
dtugosci, szerokosci i wysokosci prostopadtoscianu.

Rysujgc siatke prostopadtoscianu, warto pamigtac, ze przeciwlegte Sciany
prostopadioScianu s3 przystajacymi prostokgtami.

Pole powierzchni prostopadtoscianu

Wazne!

Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu jest rowne sumie pol jego podstaw
i Scian bocznych.



https://zpe.gov.pl/a/DL1BgrU0r

a

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
P.=P,+ B

o P.- pole powierzchni catkowitej
e P,-pole powierzchni podstaw
o Py- pole powierzchni $cian bocznych

P, = 2ab + 2ac + 2bc = 2(ab + ac + bc)
Przyktad 7

Znajomosc¢ siatki prostopadtoscianu pozwala wyznaczyc jego pole powierzchni. Jest ono
rowne sumie pol wszystkich wielokatow, z ktorych sktada si¢ siatka.

Pole prostopadtoscianu o dtugosci d, szerokosci s i wysokosci w jest suma sze$ciu
prostokatoéw parami przystajacych o wymiarach: di s, diw, siw.

P = 2(ds + dw + sw)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 8

Oblicz pole powierzchni prostopadtos$cianu o dtugosci @ = 1,8 dm, szerokosci b = 5 cm
i wysokosci h = 0,14 m.

Zapiszemy wszystkie wymiary prostopadto$cianu w tej samejjednostce, np.

w centymetrach.



a=18dm = 18cm,h=0,14m = 14 cm

h =14 cm

b=5cm

a—=18 em

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczamy pola podstaw jako sume pol dwoch przystajgcych prostokatow o wymiarach
18 cmna 5 cm.

P,=2e(5018)
P, = 180 cm?

Sciany boczne stanowig dwa prostokaty o wymiarach 14 cm na 18 cm i dwa o wymiarach
14 cm na 5 cm. Obliczamy pole powierzchni boczne;j.

P,=2e(14018) +2e(1405)
P, =504 + 140
P, = 644 cm?

Obliczamy pole powierzchni catkowite;j.

P.=P,+P,
P, — 180 + 644
P, = 824 cm?

Pole powierzchni prostopadto$cianu jest rowne 824 cm?.
Przyktad 9

Garderoba ma ksztalt prostopadlo$cianu bez przedniej Scian,y i wymiary takie, jak na
rysunku. Marek obliczyt, Ze aby pomalowa¢ wszystkie Sciany musi kupi¢ 4 puszki farby.
Ile puszek farby musi kupi¢, aby pomalowac¢ rowniez sufit? Jedna puszka farby wystarczy
na pomalowanie 5 m? powierzchni.

Puszka farby wystarczy na pomalowanie 5 m? powierzchni, a wiec 4 puszki wystarczg na
pomalowanie 4 # 5 m? = 20 m? powierzchni. Wynika z tego, ze pole powierzchni $cian
garderoby wynosi 20 m?.



Oznaczmy x - dlugos¢ garderoby. Wtedy pole powierzchni Scian garderoby mozna
zapisa¢ w postaci: 2 e 2 @ 2,5 + z e 2,5. Porownujemy otrzymane wielkosci i wyznaczamy
x.

202025+ r025=20
10 +2,bx = 20,2,5x = 10,x = 4m
Obliczamy pole powierzchni sufitu garderoby.
2

4me2m = 8m

Obliczamy, ze na pomalowanie sufitu potrzeba 8 : 5 = 1,5 puszek farby.
Marek musi wiec dokupi¢ jeszcze 2 puszki farby.

Objetosc prostopadtoscianu

Wazne!

Objetosc¢ prostopadloscianu to iloczyn jego dlugosci, szerokosci i wysokosci.

V = abc

b

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

V = abc
Przyktad 10

Obliczymy wysokoé¢ kontenera o kubaturze 70000 dm?, szerokosci 20 dm i dtugosci
125 dm.

Kubatura to inaczej objetoS¢ kontenera. Korzystamy wiec ze wzoru na objetosc¢
prostopadlo$cianu i wyznaczamy jego wysoko$c h.

20 @ 125 ¢ h = 70000
h = 70000 : 2500

h=280dm = 2,8m

Wysokos¢ kontenera wynosi 2,8 m.



Szescian
Przyktad 11

®J® Kazda $ciana szescianu jest kwadratem.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Prostopadtos$cian, ktorego wszystkie krawedzie sg rowne, nazywa si¢ szeScianem.
Siatka sze$cianu sklada sie z szeSciu przystajacych kwadratow. Kwadraty te mogg uktadac
sie w jedenascie roznych konfiguracii.


https://zpe.gov.pl/a/DL1BgrU0r

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje lezace na stole kostki do gry. Kreslone sg krawedzie jednej kostki -
powstaje sze$cian. Dwa jednakowe sze$ciany rozkladaja si¢ na dwie rozne siatki szeScianu.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki szeScianu, ktore sktadaja si¢ w jednakowe
szeSciany. SzeScian zamienia si¢ w kostke do gry, ktora lezy z innymi kostkami na stole.



https://zpe.gov.pl/a/DL1BgrU0r
https://zpe.gov.pl/a/DL1BgrU0r

Rozne siatki mozna uzyskac, rozcinajgc odpowiednio szescian.

Majac jedng z siatek, pozostale mozna uzyskac, przesuwajgc kwadraty, z ktorych jest
zbudowana.

Wazne!

Pole powierzchni szeScianu o krawedzi dlugosci a jest rowne sumie pol szeSciu
przystajacych kwadratow o boku dlugosci a

P = 6a’
Objetosc¢ szeScianu o krawedzi dlugosci a jest rowna

V=al
Przyktad 12

Oblicz pole powierzchni szescianu, ktorego objetos¢ jest rowna 27 dm?.
Obliczamy dtugosc¢ a krawedzi szeScianu.

a® =27
a= /27
a=3dm
Obliczamy pole powierzchni szeScianu.
P =6a’
P=6e3
P = 54 cm?

Pole powierzchni sze$cianu jest réowne 54 cm?.
Przyktad 13

Przekatna $ciany bocznej szeScianu jest rowna %\/5 Oblicz objetos¢ szeScianu.
Obliczamy dtugosc¢ a krawedzi szeScianu - korzystamy ze wzoru na przekatng kwadratu.

aVv2 = 32

_ 3
=7
Obliczamy objetoS¢ szescianu.
3\3
V=(7)
V = 20




ObjetoSc¢ szescianu jest rowna 2—1.

Ciekawostka

Juz w starozytnoS$ci zastanawiano si¢, czy mozna skonstruowac za pomoca cyrkla i linijki
krawedzie szeScianu, ktorego objetos¢ bytaby dwukrotnie wieksza od objetosci danego
szeScianu.

Problem ten, zwany podwojeniem sze$cianu, staralo si¢ rozwigza¢ wielu matematykow
rowniez w czasach nowozytnych. Jednak dopiero w XIX wieku udowodniono, ze
zadanie to nie ma rozwigzania.

Podwojenie szescianu, kwadratura kota (czyli skonstruowanie kwadratu, ktérego pole
jest rowne polu danego kota) i trysekcja kata (czyli podziat kata na trzy rowne czesci)
tworza trojke klasycznych konstrukciji, ktorych nie mozna wykonac tylko za pomoca

cyrkla i linijki.
Cwiczenie 1
Uzupetnij tabelke.
Tabela. Dane
Wymiary prostopadtoscianu Suma dtugosci krawedzi prostopadtoscianu
4cmx6cmx10cm ... cm
2dmx 34 cmx6cm ...dm

Tmx8mxlm

Cwiczenie 2

Podstawga prostopadtoscianu jest kwadrat o przekatnej dtugosci a. Wysokos¢
prostopadtoscianu jest réwna H. Oblicz dtugos¢ przekatnej d prostopadtoscianu.

Tabela. Dane
a=10, H= 24 d=...

a=8, H=15 d=...
a="T7H =24 d=...



Cwiczenie 3

Podstawg prostopadtoscianu jest wielokat foremny. Przekatna prostopadtoscianu ma dtugosé

25 dm, a wysokos¢ 24 dm. Wtedy

1. pole podstawy jest rowne ...

2. pole Sciany bocznej jest rowne ....

3. pole powierzchni catkowitej jest rowne ...

Cwiczenie 4

Wysokos$¢ prostopadtoscianu jest rowna 15 cm, a jego przekatna 25 cm. Podstawg bryty jest

kwadrat. Oblicz

1. dtugos¢ przekatnej podstawy

2. pole podstawy

3. pole powierzchni bocznej

Cwiczenie 5

Narysuj siatke prostopadto$cianu przedstawionego na rysunku i oblicz jego pole powierzchni

boczne;j.

a) | b)

11 cm

1cm

3cm

9cm
5cm 8 cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cc)

6 cm

6 cm

2cm



Cwiczenie 6
Znajdz wzoér na dtugosc przekatnej prostopadtoscianu o krawedziach dtugoscia, bi c.
Cwiczenie 7

Objetos¢ prostopadtoscianu wynosi 256 cm?. Krawedz boczna jest cztery razy dtuzsza od
szerokosci krawedzi podstawy oraz dwa razy krotsza od dtugosci podstawy. Oblicz wymiary
tego graniastostupa.

Cwiczenie 8

Pojemnik na wode ma ksztatt prostopadtoscianu. Pole powierzchni kwadratowej podstawy
pojemnika jest réwne 400 cm?. Pole powierzchni éciany bocznej wynosi 60 cm?. Oblicz
objetos¢ tego pojemnika.

Cwiczenie 9

Pojemnik z woda ma ksztatt prostopadtoscianu o podstawie w ksztatcie prostokata

o wymiarach 80 cm na 60 cm. Wysokos$¢ pojemnika wynosi 34 cm. Do pojemnika wrzucono
metalowy klocek , ktéry catkowicie zanurzyt sie w wodzie. Poziom wody podniést sie 0 2 cm.
Jaka objetos¢ ma klocek?

Cwiczenie 10
Jak zmieni sie objetos¢ prostopadtoscianu, jesli:
1. podstawy nie zmienimy, a wysokos$¢ zwiekszymy trzykrotnie,
2. wysokosci nie zmienimy, a kazda z krawedzi podstawy zwiekszymy dwukrotnie,

3. wszystkie krawedzie graniastostupa zwiekszymy pieciokrotnie?



Cwiczenie 11

Przekatna jednej Sciany bocznej prostopadtoscianu ma dtugosé 10 i tworzy z krawedzig
boczna kat 30°. Podstawg prostopadtoscianu jest kwadrat.
Oblicz dtugosci krawedzi tego prostopadtoscianu.

Cwiczenie 12

Przekatna prostopadtos$cianu jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°.
Podstawg jest kwadrat o boku dtugosci 4. Oblicz wysokos¢ tego prostopadtoscianu oraz
dtugosc jego przekatnej.

Cwiczenie 13

Dany jest szescian o krawedzi dtugosci 2 cm. Oblicz podane wielkosci.

1. Pole powierzchni szeScianu.

2. Objetosc¢ szescianu.

3. Dtugosc¢ d przekatnej $ciany boczne;j.

Cwiczenie 14

Pole powierzchni szeScianu jest réwne 294. Suma dtugosci jego krawedzi jest réwna

O 84

O 28

O 343

O 49



Cwiczenie 15

Objetos¢ szescianu jest rowna 64 dm?. Przekatna sciany bocznej ma dtugosc

() 4 dm

O 4v2 dm

O 8v2 dm

O 6v2 dm

Cwiczenie 16

Pole powierzchni siatki szeScianu jest réwne 8,64.0bjetos$¢ szescianu jest

wieksza od 2

wieksza od 1,5

o O O

mniejsza od 1,2

() mniejszaod 1,4

Cwiczenie 17

Oblicz:

1. dtugosc¢ przekatnej szescianu o krawedzi dtugosci 10 cm,

2. objetos¢ szescianu o przekatnej dtugosci 1 m,

3. pole powierzchni szescianu o przekatnej dtugosci a.



Cwiczenie 18

Suma dtugosci krawedzi szeScianu wynosi 360 cm. Oblicz objetos¢ tego szeScianu i jego pole
powierzchni.

Cwiczenie 19

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Przekatne w prostopadtoscianie s3 tej samej dtugosci.

(] Kazdy prostopadtoscian mozna przedstawic jako sume szeScianéw.

[ ] Kazdy szescian jest prostopadtoscianem.

Cwiczenie 20

lle wazy powietrze wypetniajgce pudetko, ktére ma ksztatt prostopadtoscianu o wymiarach
2 cm x 4 cm x 3 cm? Przyjmij, ze 1 m3 powietrza wazy 1,2 kg.

Cwiczenie 21

Prostopadtos$cienny litrowy pojemnik wypetniony jest woda. Dno pojemnika ma wymiary
4 cm na 3 cm. Z pojemnika odlano 0,24 1 wody.
O ile centymetréw obnizyt sie poziom wody w pojemniku?

Cwiczenie 22

W ilu co najmniej kartonach zmiesci sie litr soku, jesli kartony majg wymiary zewnetrzne
5 cm x 10 cm x 20 cm ? Przyjmij, ze grubosc¢ Scianki wynosi 0,5 mm.

Cwiczenie 23

Zaprojektuj prostopadtoscienny kuferek, ktory bedzie miat takg sama objetosé, jak pudetko
o pojemnosci 42 1.



Cwiczenie 24
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Prostopadtoscian.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DL1BgrU0r

Graniastostup - opis

Rodzaje graniastostupow

¢ Na ptaszczyznie figury przestrzenne przedstawiamy w uproszczeniu.

.
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4

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Prostopadtoscian i szeScian sg przyktadami graniastostupow prostych.

Graniastostup prosty ma dwie podstawy w ksztalcie przystajacych wielokgtow, lezace

w rownolegltych ptaszczyznach. Sciany boczne s prostokgtami prostopadtymi do podstaw.
Nazwa graniastostupa zalezy od wielokata, bedgcego jego podstawa.

Definicja: Graniastostup prosty

Graniastostup prosty to taka figura przestrzenna, ktora ma

o dwie podstawy bedgce jednakowymi wielokgtami,
» Sciany boczne bedgce prostokatami.

Nazwa graniastostupa zalezy od rodzaju wielokata w podstawie.



https://zpe.gov.pl/a/DiN0qGQJP
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graniastostup prosty graniastostup prosty graniastostup prosty
trojkatny czworokatny szesciokatny
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przykiad @,
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?} Graniastoslup o podstawie kwadratu. Brzykiad ®)
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o
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{
tp Graniastosiup o podstawie szesciokata. Przykiad @ »

t} Graniastoslup o podstawie trojkata.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja pokazuje przyktady trzech figur przestrzennych, ktore sg graniastostupem
o podstawie kwadratu, graniastostupem o podstawie szesciokata i graniastostupem
o podstawie trojkata.

Jesli podstawg graniastostupa prostego jest wielokat foremny (np. trojkat rownoboczny,
kwadrat, pieciokat foremny, szeSciokat foremny), wowczas graniastostup taki nazywamy
prawidtowym.

Inny rodzaj graniastostupow to graniastostupy pochyte. Ich $ciany boczne sa
rownoleglobokami. NajczesSciejleza w plaszczyznach, ktore nie sg prostopadte do podstaw.


https://zpe.gov.pl/a/DiN0qGQJP

Elementy graniastostupa

Wazne!

Graniastostup ma dwie podstawy w ksztalcie wielokatow. Liczba Scian bocznych zalezy
od liczby bokow podstawy. Sciany boczne sg prostokgtami (w przypadku graniastostupow
prostych) lub rownoleglobokami. Krawedzie boczne sa rownolegle i rowne.

Obejrzyj doktadnie model graniastostupa.

podstawa

=
krawedz podstawy ’
i

sciana boczna

| -

T N\
// \\ "”
wierzchotek map \‘ -

krawedz boczna

podstawa

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DiN0qGQJP

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 1

Rysunek przedstawia graniastostup.


https://zpe.gov.pl/a/DiN0qGQJP

o Okresl liczbe wierzchotkow podstawy dolneji liczbe wszystkich wierzchotkow.
o Ile krawedzi bocznych ma ten graniastostup? Ille ma wszystkich krawedzi?
« Ile Scian bocznych ma graniastostup? Ile ma wszystkich Scian?

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 2

Podstawa graniastostupa prawidlowego jest trojkat o polu 25+4/3 cm?2. Wysokosé
graniastostupa jest rowna 12 cm. Oblicz, ile centymetrow listewek potrzeba na
wykonanie szkieletowego modelu tego graniastostupa.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Graniastostup jest prawidlowy trojkatny, zatem jego podstawa jest trojkat rownoboczny.
Obliczamy dtugos¢ a krawedzi podstawy — korzystamy ze wzoru na pole trojkata
rownobocznego.

V3.2 = P¥342 = 25v/3a? = 100
a = /100a = 10 cm

Wszystkie krawedzie boczne graniastostupa sg rowne i majg dtugosc 12 cm.
Graniastostup ma 6 krawedzi podstaw i 3 krawedzie boczne. Zatem potrzeba 6 listewek
dtugosci 10 cm i trzech dlugosci 12 cm.



6-1043-12 =60+ 36 =96

Odpowiedz.

Na wykonanie modelu graniastostupa potrzeba 96 cm listewek.

Wysokos$cig graniastostupa nazywamy odlegtos¢ miedzy ptaszczyznami zawierajgcymi
jego podstawy. W przypadku graniastostupow prostych, wysoko$¢ jest rowna dlugosci
krawedzi boczne;j.

H

B__.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekatna graniastostupa to odcinek 1gczacy dwa wierzcholki lezace w roznych
podstawach i réznych Scianach bocznych.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rysowanie graniastostupow

Rysowanie graniastostupa najlepiej rozpoczac¢ od narysowania jego podstawy dolne;j.

Nastepnie rysujemy krawedzie boczne i taczymy ich konce, tworzac wielokat bedacy

podstawg gorng. Niewidoczne krawedzie warto zaznaczy¢ liniami przerywanymi.
Przyktad 3



Narysuj graniastostup prosty, ktory w podstawie ma pieciokat.

e ittt

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Podstawy graniastostupa s wzajemnie prostopadte.

(] Kazda z podstaw graniastostupa pochytego ma inng liczbe krawedzi.

(] Podstawa graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jest tréjkat prostokatny.

(] Graniastostup ma tyle krawedzi bocznych, ile ma wierzchotkéw.


https://zpe.gov.pl/a/DiN0qGQJP

Cwiczenie 2

Uzupetnij tabele, Okres$l w kazdym z graniastostupéw liczbe Scian bocznych, wierzchotkéw,
krawedzi bocznych i podstaw.

A B C D

L= 7> =

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Uzupetnij tabelke.
Tabela. Dane
Nazwa Liczba $cian Liczba Liczba krawedzi Liczba
graniastostupa bocznych wierzchotkéw bocznych podstaw
A
B



Cwiczenie 3

Wskaz figure, ktéra nie moze by¢ podstawg graniastostupa.

A B C D
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

(O D

O ¢

O A

(O B

Cwiczenie 4

Pewien graniastostup ma 16 wierzchotkoéw. lle krawedzi ma ten graniastostup?

O 24

O 8

O 32

O 64



Cwiczenie 5

Uzupetnij zdania.
1. Graniastostup, ktory nie ma przekatnej, ma ...krawedzi. Jego podstawg jest...
2. Szescian to graniastostup prawidtowy ...
3. Podstawg graniastostupa prawidtowego szesciokatnego jest....

Cwiczenie 6

Nie istnieje graniastostup, ktéry ma

() T krawedzi bocznych
() 7 krawedzi jednej z podstaw
() wysokos¢ réwng 7

() T wierzchotkéw

Cwiczenie 7

Prawda jest, ze

[ ] Krawedzie boczne graniastostupa prostego sa réwne.
[ ] Liczba wszystkich krawedzi graniastostupa prawidtowego jest zawsze parzysta.
(] W graniastostupie prawidtowym wszystkie krawedzie sa réwne.

0 Jesli wszystkie krawedzie graniastostupa sg rowne, to jest to graniastostup
prawidtowy.



Cwiczenie 8
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
(] Kazdy szescian jest graniastostupem prawidtowym czworokatnym.

(] Kazdy prostopadtoscian jest graniastostupem prostym.

(] Kazdy graniastostup prawidtowy czworokatny jest sze$cianem.

Cwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Jesli w graniastostupie prostym podstawy sg wielokgtami przystajgcymi, to
graniastostup ten jest prawidtowy.

O

0 Jesli w graniastostupie prostym Sciany boczne sg przystajacymi prostokatami, to
graniastostup ten jest prawidtowy.

0 Jesli w graniastostupie prostym wszystkie Sciany s przystajagcymi kwadratami, to
graniastostup ten jest prawidtowy.



Cwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

W graniastostupie krawedzie boczne s prostopadte do podstaw.

W graniastostupie prawidtowym podstawy sg wielokatami foremnymi.

W graniastostupie prostym Sciany boczne s prostokatami.

W graniastostupie prawidtowym sciany boczne sg przystajacymi prostokatami

o o 0O o O

Graniastostup prawidtowy jest graniastostupem prostym.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DiN0qGQJP
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DiN0qGQJP

Cwiczenie 11

Zaznaczony odcinek w graniastostupie to:

N e e e e o e o e

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

() wysokosc

() przekatna graniastostupa

() przekatna $ciany bocznej

() przekatna podstawy

Cwiczenie 12
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13

Podaj, ile krawedzi, Scian i wierzchotkdw ma graniastostup, ktérego podstawa jest:

1. o$Smiokatem

2. dwudziestokatem

3. stukatem



Cwiczenie 14

W miejsce kropek wpisz odpowiednig liczbe.

1. Liczba krawedzi graniastostupa o 20 wierzchotkach. -...

2. Liczba $cian bocznych graniastostupa, majgcego 15 krawedzi.-...

3. Liczba wierzchotkéw graniastostupa zbudowanego z 22 Scian. -...

Cwiczenie 15

W miejsce kropek wpisz odpowiednig liczbe.

1. Liczba przekatnych graniastostupa o podstawie czworokatnej ...

2. Liczba przekatnych graniastostupa o podstawie pieciokatnej ...

3. Liczba przekatnych graniastostupa o podstawie szeSciokatnej ...

4. Liczba przekatnych graniastostupa o podstawie siedmiokatnej ...

Cwiczenie 16

Uzupetnij.

a) Graniastostup o podstawie czworokatnej posiada ‘ ’ przekatne.

b) Graniastostup o podstawie pieciokatnej posiada ‘ ’ przekatnych.
c) Graniastostup o podstawie szesciokatnej posiada ‘ ’ przekatnych.
d) Graniastostup o podstawie siedmiokatnej posiada ‘ ’ przekatnych.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 17
lle przekatnych ma
1. graniastostup oSmiokatny?
2. graniastostup stukatny?
3. graniastostup n-katny?
Cwiczenie 18

Podstawga graniastostupa prostego o wysokosci 10 cm jest tréjkat prostokatny, ktérego
przyprostokatne majg dtugosci 2 cm i 3 cm. Najdtuzsza z przekatnych scian bocznych ma
dtugos¢

() 10cm
(O V13 cm
() 4/113cm

() v/9cm

Cwiczenie 19

Przekatna Sciany bocznej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jest nachylona do
podstawy pod katem 60 °. Krawedz podstawy ma dtugos¢ 2 cm. Oblicz dtugosc tej przekatnej
i wysokos$¢ graniastostupa.

Cwiczenie 20

W graniastostupie prawidtowym, ktérego wysokos$¢ jest réwna 10 cm, podstawg jest
szesciokat o krawedzi dtugosci 2 cm. Oblicz dtugosci przekatnych tego graniastostupa.



Cwiczenie 21

Oblicz sume dtugosci krawedzi graniastostupa prawidtowego o wysokosci réwnej 4 dm,
ktérego podstawg jest:

1. tréjkat o boku dtugosci 9 cm

2. kwadrat o boku dtugosci 5 cm

3. pieciokat o boku dtugosci 1 dm



Pole powierzchni graniastostupa

Siatka graniastostupa

Rozcinajgc kartonowy model graniastostupa i rozprostowujac go na ptaszczyznie,
otrzymujemy siatke graniastostupa. Siatka sklada si¢ z prostokatow (lub réwnoleglobokdow)
bedacych scianami bocznymi i dwoch wielokgtow, bedgcych podstawami.

Przyklady siatek graniastostupow prostych

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje kolumny. Kreslone sg krawedzie jednej kolumny - powstaje
prostopadioscian. Dwa jednakowe prostopadtosciany rozktadajg sie¢ na dwie rozne siatki
prostopadtoscianu.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki prostopadtoscianu, ktore sktadaja sie w jednakowe
prostopadtosciany. Prostopadtos$cian zmienia si¢ w kolumne, ktora stoi obok innych
kolumn.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje nakretki na Sruby. Kreslone sa krawedzie jednejnakretki — powstaje
graniastostup o podstawie szes$ciokgta foremnego. Dwa jednakowe graniastostupy
rozkladajg sie na dwie rézne siatki graniastostupa.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki graniastostupa, ktore sktadajg sie w jednakowe
graniastostupy. Graniastostup zamienia si¢ w nakretke lezacg miedzy nakretkami.

Wazne!

Siatka prostopadtoscianu jest figura ptaska, z ktorej mozna ztozy¢ model
prostopadlo$cianu. Siatka prostopadtoscianu sktada sie z trzech par przystajacych
prostokatow.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje lezace na stole kostki do gry. Kreslone sg krawedzie jednej kostki -
powstaje sze$cian. Dwa jednakowe sze$ciany rozkladaja si¢ na dwie rozne siatki szeScianu.



https://zpe.gov.pl/a/D1EOWuj1K
https://zpe.gov.pl/a/D1EOWuj1K
https://zpe.gov.pl/a/D1EOWuj1K
https://zpe.gov.pl/a/D1EOWuj1K
https://zpe.gov.pl/a/D1EOWuj1K

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki szeScianu, ktore sktadaja si¢ w jednakowe
szeSciany. SzeScian zamienia si¢ w kostke do gry, ktora lezy z innymi kostkami na stole.

Wazne!

Przyklady siatek prostopadloScianow.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



https://zpe.gov.pl/a/D1EOWuj1K

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 1

Rysunek przedstawia siatke graniastostupa prostego. Oblicz sume dtugosci krawedzi
tego graniastostupa.



N

24 cm
9cm

4

25cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wszystkie krawedzie boczne graniastostupa sg rowne i majg dlugos¢ 9 cm. Suma ich
dtugosci jest rowna

3:9cm = 27cm

Podstawa jest trojkat prostokatny o jednej z przyprostokatnych diugosci 24 cm
i przeciwprostokatnej dtugosci 25 cm. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczymy
dtugos¢ z drugiej przyprostokatne;.

24% + z* = 25
576 + > = 625
z? =49
T =149 =7
Tz ="Tcm
Obliczamy sume diugosci krawedzi podstaw.
2-(244+7+25)cm =112 cm
Obliczamy sume diugosci wszystkich krawedzi.
27cm + 112 cm = 139 cm

Odpowiedz:

Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa wynosi 139 cm.

Pole powierzchni graniastostupa

Znajomosc¢ siatki graniastostupa pozwala wyznaczy¢ jego pole powierzchni. Jest ono rowne
sumie pol wszystkich wielokgtow, z ktorych sktada si¢ siatka.



Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje szeScian, ktory rozktada si¢ na siatke szeScianu o krawedzi dtugosci
a. Zapis P = 6 razy a do kwadratu.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje prostopadtoscian, ktory rozklada sie na siatke prostopadtoscianu.
Zaznaczone s pola poszczeg6lnych Scian: P =arazyb, P =brazyc, P = arazy c. Zapis: P =
2arazy b +2brazy c +2arazy c.

Wazne!
Wzor na pole powierzchni graniastostupa
P=2-P,+ P,

P- pole powierzchni graniastostupa
P,- pole podstawy
P, - pole powierzchni bocznej

w ¢ B a2\/§
s N 4

Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole powierzchni graniastostupa prawidtowego trojkatnego o wysokosci w i krawedzi
podstawy a

P =3a- w+2‘“/_

Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D1EOWuj1K
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Pole powierzchni graniastostupa prawidtowego szeSciokgtnego o krawedzi podstawy a
i wysokosci w

P = 6a-w+ 3a%2V3
Przyktad 2

Podstawa graniastostupa jest romb o wysokosci 3 cm i kacie ostrym 30°. Pole
powierzchni bocznejjest rowne 168 cm?. Oblicz wysoko$¢ graniastostupa i jego pole
powierzchni catkowite;j.

j—=—====|--

a -~
- a 3 Cn/
30 0

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Podstawg graniastostupa jest romb, w ktorym kat ostry ma miare 30°, a wysokos$¢ jest
rowna 3 cm. Z wiasnosci trojkata prostokatnego o przyprostokatnej 3 cm i kacie ostrym
lezacym naprzeciw tej przyprostokatnejo mierze 30° wynika, ze dtugos¢
przeciwprostokatnejjest rowna 6 cm.

Zatem bok rombu ma dtugos¢ 6 cm.

o Obliczymy wysokos¢ H graniastostupa, korzystajgc z tego, ze pole powierzchni
bocznejjest rowne 168 cm?.

4.6-H =168
24H = 168
H=T7cm
e Obliczamy pole podstaw graniastostupa.
2P, =2-3-6=36
2P, = 36 cm?

e Obliczamy pole powierzchni catkowitej graniastostupa jako sume pola podstaw i pola
powierzchni boczne;j.

P. =36 + 168 = 204




P. = 204 cm?

OdpowiedZ:

Wysokoé¢ graniastostupa jest réwna 7 cm, a pole powierzchni jest rowne 204 cm?.

Zadania

Cwiczenie 1

Oblicz pole powierzchni graniastostupa prawidtowego o wysokosci 5 cm i podstawie
przedstawionej na rysunku.

a) b) c)

8 cm

3 mm
2dm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 2

Wysokos$¢ graniastostupa jest rowna 6,5 dm. Podstawa jest wielokat przedstawiony na
rysunku. Oblicz pole powierzchni graniastostupa.

a) b) c) d)

10 dm

6cm
§
)

8 dm

4 cm 5cm 4 dm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 3

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa jest réwne 60 cm?2, a pole powierzchni bocznej
48c m?. Oblicz pole podstawy.




Cwiczenie 4

Pole powierzchni podstawy graniastostupa jest réwne 6 dm?, a pole powierzchni bocznej jest
siedmiokrotnie wieksze . Oblicz pole powierzchni catkowitej.

Cwiczenie 5

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego ma dtugosc¢ 4 cm. Wysokos$¢ graniastostupa
jest réwna 6 cm. Narysuj siatke tego graniastostupa, wiedzac, ze jego podstawa jest

1. trojkat

2. czworokat

3. pieciokat

4. szesciokat

Cwiczenie 6
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 7

Pudetko ma ksztatt graniastostupa prostego, ktérego podstawg jest trojkat prostokatny

o przyprostokatnych dtugosci 12 cm i 16 cm. Wysokos$¢ pudetka jest rowna 10 cm. Dobierz
odpowiednig skale i narysuj siatke, z ktérej mozna zbudowac pudetko. Oblicz, ile kartonu
uzyto na jego wykonanie.



Cwiczenie 8

Ktére figury sa siatkami prostopadtoscianu?







Cwiczenie 9

Rysunek przedstawia siatke graniastostupa. Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy
fatszywe.

3cm

5cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

0 Pole powierzchni catkowitej jest o 75 cm? wieksze od sumy pdl powierzchni
podstaw.

0 Suma dtugosci krawedzi graniastostupa jest o 30 cm wieksza od sumy dtugosci
krawedzi bocznych.

(] Krawedz boczna graniastostupa jest nachylona do podstawy pod katem 72°.

(7] Pole powierzchni podstawy jest réwne 13,5+/3 cm?.



Cwiczenie 10

Siatka graniastostupa prostego sktada sie z odcinkéw, ktorych suma dtugosci jest rowna
200 cm. Oblicz, jaka jest dtugosé wysokosci tego graniastostupa, jesli podstawa jest

1. tréjkatem prostokatnym o przyprostokatnej dtugosci 6 cm i przeciwprostokatnej dtugosci
10 cm

2. rombem o boku dtugosci 5 cm,

3. pieciokagtem foremnym o boku dtugosci 10 cm,

Cwiczenie 11
Oblicz pole powierzchni bocznej graniastostupa:

1. ktérego podstawag jest tréjkat , w ktorym dwa katy majg miary 30° i 60°, a najdtuzszy bok
ma dtugos$¢ 10 cm. Wysokos$¢ graniastostupa jest rowna 1,5 dm.

2. ktérego podstawg jest trapez prostokatny o wysokosci 4 cm i podstawach dtugosci 5 cm
i 8 cm. Wysokos$¢ graniastostupa stanowi 20 % najdtuzszego boku podstawy.

Cwiczenie 12

Podstawga graniastostupa jest trapez rownoramienny, w ktérym kat ostry ma miare 45 °. Boki
réwnolegte trapezu sg réwne 8 cm i 10 cm. Pole powierzchni catkowitej jest rowne

24 (6 + \/5) cm?. Oblicz wysoko$¢ graniastostupa.



Cwiczenie 13

Podstawg graniastostupa jest prostokat o obwodzie 20. Dwie sciany boczne sg kwadrami,
o polu 36 kazda. Wynika z tego, ze

[ ] pole powierzchni bocznej jest rowne 120.
E] pole powierzchni catkowitej jest rowne 84.
(] pole podstawy jest mniejsze od pola powierzchni bocznej o 20.

[ ] pole podstawy graniastostupa jest wieksze od 20.

Cwiczenie 14

Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa, ktérego krawedz boczna ma dtugosé
10 cm, a podstawa jest rombem o przekatnych dtugosci 6 cm i 8 cm.

Cwiczenie 15

Wysokos$¢ graniastostupa jest rowna 10 cm. Podstawg jest trapez réwnoramienny o bokach
dtugosci 5 cm, 3 cm, 2 cm, 2 cm.
Oblicz pole powierzchni bocznej tego graniastostupa.

Cwiczenie 16

Przekatna Sciany bocznej graniastostupa prawidtowego pieciokatnego ma dtugos¢ 4v/ 10
i tworzy z krawedzig boczng kat 60 °. Oblicz pole powierzchni bocznej tego graniastostupa.

Cwiczenie 17

Podstawa graniastostupa prostego jest tréjkat rownoramienny o bokach dtugosci 5 cm, 5 cm
i 6 cm. Przekatna najwiekszej $ciany bocznej tworzy z krawedzig postawy kat 45°. Oblicz pole
powierzchni tego graniastostupa.



Cwiczenie 18

Sciana boczna graniastostupa prawidtowego szeciokatnego jest kwadratem o przekatnej
dtugosci 8. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Cwiczenie 19

Suma dtugosci wszystkich krawedzi kazdego z dwoch graniastostupow prawidtowych:
tréjkatnego oraz czworokatnego jest réwna 36 cm. Wszystkie krawedzie maja jednakowa
dtugosc. Ktory z tych graniastostupow ma wieksze pole powierzchni catkowitej?

Cwiczenie 20

Betonowy blok ma ksztatt sze$cianu o krawedzi dtugosci 50 cm.
W bloku wycieto otwr, tak jak na rysunku. Otwér ma ksztatt prostopadtoscianu
o krawedzi dtugosci 10 cm. Oblicz pole powierzchni pozostatej czesci bloku.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 21

Dno basenu jest prostokatem o wymiarach 15 m i 10 m. Basen ma gtebokos¢ 3 m. Oblicz pole
powierzchni catkowitej basenu.



Cwiczenie 22

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych zdan.

0 Jesli krawedzie jednego graniastostupa sg odpowiednio réwne krawedziom drugiego
graniastostupa, to graniastostupy te maja jednakowe pola powierzchni.

0 Jesli wszystkie krawedzie prostopadtoscianu zwiekszymy dwukrotnie, to jego
powierzchnia catkowita zwiekszy sie czterokrotnie.

0 Pola powierzchni dwdch szescianow sa rowne. Wynika z tego, ze ich krawedzie tez
sg rowne.

Cwiczenie 23

Ocen prawdziwos¢ ponizszego wniosku.
KrawedZ podstawy graniastostupa prawidtowego tréjkatnego ma dtugosc¢ 10. Wysokosé

graniastostupa jest réwna 0,5. Zatem pole jego powierzchni catkowitej wyraza sie liczba
naturalna.



Jednostki objetosci. Objetos¢ graniastostupa

Jednostki objetosci. Zamiana jednostek
Przyktad 1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje krazace jednakowe szeSciany, ktore taczg si¢ w prostopadlo$cian ztozony
z dwudziestu czterech szeScianow.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje krazace jednakowe szeSciany, ktore taczg si¢ w duze szeSciany - jeden
ztozony z o$miu szesciandw oraz drugi ztozony z dwudziestu siedmiu sze$cianow.

Przyktad 2

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Multimedialny Park Fontann w Warszawie tworzg dwie fontanny, z ktorych tryska prawie 30 tysigcy
litréw wody na minute.

Dzigki laserom w strumieniach wody oswietlanej kolorowym Swiatlem pojawiajg si¢ bajkowe
animacje.

Woda tryskajgca z fontann w ciggu minuty napelnitaby prostopadloscian o wymiarach 3 mi2 mi

5 m.

W jaki sposdb mozna to obliczyc¢?



https://zpe.gov.pl/a/DYqgkLjKH
https://zpe.gov.pl/a/DYqgkLjKH

5m

2m

3m

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jeden litr to 1 decymetr szeScienny, wiec 30 0001 = 30 000 dm3.

Zamieniamy teraz dm? na m?

1dm = 0,1 m,
stad
(1dm)* = (0,1m)*> = 0,001 m3 czyli30 000 dm3 = 30000 - 0,001 m3 = 30 m3

Obliczamy objetos¢ prostopadtoscianu.

V=3m -2m -5m = 30m3

3 3

Najczes$ciej stosowane jednostki objetosci to km3, m3, dm3, cm? i mm3.
W wielu przypadkach zachodzi konieczno$¢ zamiany jednostek objetosci. Korzystamy wtedy
z zaleznosci miedzy jednostkami dtugosci.

Przyktad 3

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 4

e 1km? = 1km- 1km - 1km = 1000 m - 1000 m - 1000 m = (10? - 103 - 103)m? = 10° m?
e lm? =1m:-1m-1m = 10dm - 10dm - 10 dm = 1000 dm? = 103 dm?
e 1dm3 =1dm -1dm -1dm = 10cm - 10cm - 10 cm = 1000 cm? = 103 cm?3

elcm® =1cm -lcm - 1lcm =10mm - 10 mm - 10 mm = 1000 mm3 = 103 mm?3
e 1md = 103dm?® = (10 dm)® = (10 -1OCm>3= 106 cm?
Przyktad 5

« 600 cm® = 600 -0,000001 m*® = 0,006 m3
e« 5cm® = 50,001 dm® = 0,005 dm?

Ilos¢ ciat sypkich lub ptynow okresla sie w jednostkach pojemnosci: mililitr, litr, hektolitr.
Przyktad 6



https://zpe.gov.pl/a/DYqgkLjKH

11=1dm?® = 1dm -1dm- 1dm= 10cm - 10cm- 10cm = 1000 cm?®1 cm?® = 0,0011
e 1ml= 1cm?® = 0,0011
1hl=1001
75,81= 75,8 11 = 75,8 -0,01 hl = 0,758 hl
¢« 23hl =2,3-1h1=2,3-100! = 230!

Tabela. Dane
Jednostki objetosci Jednostki pojemnosci
1 mm?
1cm® = 1000 mm? 1 ml
1 dm? = 1000 cm?® 11 = 1dm?
1m?® = 1000 dm? 1hl= 1001
1km? = 1000 000 000 m? 11 = 0,01hl
1cm?® = 0001 m? 1ml = 0,0011
1dm? = 0,000001 m? 1m3 = 1000 dm® = 10001

1m3 = 0,000 000 001 km?

Objetos¢ graniastostupa

Wazne!
Objetosc¢ graniastostupa jest rowna iloczynowi pola jego podstawy przez wysokoSc.
V=PF,-H

» V - objetosc
e P, - pole podstawy
o H- wysokoS$¢ graniastostupa

Obliczajgc objetos¢ graniastostupa, nalezy pamietac, aby wszystkie jego wymiary wyrazone byly w tej
samej jednostce.
Przyktad 7

Podstawa graniastostupa jest trapez o wysokosci 6 cm, a podstawy majg dtugosci 1,2 dmi 8 cm.
Wysokos¢ graniastostupa jest rowna 2 dm.




1,2dm

6 cm

8cm 2 dm

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zapisujemy wymiary podstawy i wysokos¢ graniastostupa w centymetrach.
1,2dm = 12cm
2dm = 20 cm
Obliczamy pole podstawy graniastostupa - pole trapezu.

P,=1(12+8)-6

P, = 60 cm?
Obliczamy objetos¢ graniastostupa.
V — Pp * H
V =60-20
V = 1200 cm?
Odpowiedz:
Objetoé¢ graniastostupa jest rowna 1200 cm?.
Przyktad 8

W krajach anglosaskich jedng z miar pojemnoéci jest galon. Galon amerykanski to okoto 3800 cm?.
Pojemnos$¢ baku samochodu Bogdana wynosi 72,2 1. Ile kanistréw paliwa o pojemnosci 1 galona

trzeba by nala¢ do baku tego samochodu, aby go napetni¢?

Zapisujemy pojemno$¢ baku w cm?.

72,21 = 72,2dm3 = 72200 cm?
Obliczamy, ile potrzeba kanistrow paliwa, by wypetni¢ bak.

72200 : 3800 =19



Odpowiedz:
Potrzeba 19 kanistrow paliwa.
Ciekawostka

W Swiatowym przemysle naftowym jednostka objetosci jest barytka.

1 barytka = 42 galony~ 1601

W Europie jednak ilo$¢ ropy wyraza sie w tonach. Z jednej barytki ropy otrzymuje si¢ okoto 20
galonow benzyny.

Cwiczenie 1
Uzupetnij.

a) 5,79 dm? z‘ ’cm?’

b) 98 mm?3 = ‘ ’ cm?3

c)2 m3 :‘ ’cm
d) 0,00045 km? :\

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2

451to

450 mm?3

0,0045 m3

O O O

0,45 hl

O 45dm?

Cwiczenie 3
Uzupetnij.

2)22 dm® =| 1
b) 7800 mm® = | 1
c)658m1:‘ ’1
d)3,34hl:‘ ]1

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 4
Uzupetnij.

Litr soku wazy 1, 04 kg. Zatem 0, 4 dm? soku waiy‘ ‘kg, 65 dm? soku wazy

kg, natomiast 5600 cm? soku waiy‘ ’kg.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5

Metr szeScienny betonu wazy okoto 2500 kg. lle wazy beton zawarty w prostopadtosciennej taczce
o wymiarach 80 cm i 60i 20 cm?

Cwiczenie 6

Do akwarium wrzucono dwie szescienne kostki o objetosci 0,5 1 kazda. O ile centymetréw podniesie sie
poziom wody ?

y'd
6 dm
¢/
\
4 dm 1 dm
T\
—> 5dm
<

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7

Wszystkie krawedzie graniastostupa prawidtowego sa rowne i maja dtugos¢ 4 cm. Oblicz objetosc¢ takiego
graniastostupa, jesli jego podstawa jest

1. tréjkatem

2. czworokatem

3. szeSciokatem



Cwiczenie 8

Wysokos¢ kazdego z graniastostupdw prostych jest réwna 10. Oblicz ich objetosci.

a) b) c)

5 3
/5

5 6

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9

W graniastostupie prostym krawedz boczna ma dtugos¢ 6. Oblicz objetos¢ graniastostupa, wiedzac, ze
jego podstawg jest

1. trojkat prostokatny réwnoramienny o przeciwprostokatnej dtugosci 2

2. réwnolegtobok, w ktérym wysokosc jest réwna 2, a podstawa 3

3. trapez prostokatny o wysokosci 7 oraz podstawach dtugosci 6i 8

4. romb o przekatnych dtugosci4i 8

Cwiczenie 10

Objetos$¢ graniastostupa jest réwna 120. Oblicz sume dtugosci jego krawedzi bocznych, wiedzac, ze jego
podstawg jest

1. kwadrat o obwodzie 20

2. trapez rownoramienny, ktérego krotsza podstawa ma dtugosé 6, kat ostry 45°, a ramie ma dtugosé

3v/2

3. prostokat o bokach dtugosci4i 5

4. sze$ciokat foremny o boku dtugosci 1



Cwiczenie 11
Jak zmieni sie objeto$¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego, gdy

1. jego wysokos¢ zwiekszy sie dwukrotnie

2. dtugosc¢ krawedzi jego podstawy zwiekszy sie dwukrotnie

3. jego wysokos¢ zwiekszy sie dwukrotnie, a dtugos¢ krawedzi zmniejszy sie dwukrotnie
Cwiczenie 12

Objetos¢ pudetka w ksztatcie graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jest rowna 90\/5 cm?®. Wysokos¢
$ciany bocznej jest réwna 10 cm. Oblicz sume dtugosci jego krawedzi.

Cwiczenie 13
lle litréw wody zmiesci sie w pudle o wymiarach 120 cm, 80 cm, 30 cm i wysokosci réwnej 40 cm?

Cwiczenie 14
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15

Objetos¢ graniastostupa prawidtowego szesciokatnego jest réwna 24/3 cm®. Wysokos¢ graniastostupa
ma dtugosc¢ 6 cm. Oblicz dtugosc krawedzi podstawy tego graniastostupa.

Cwiczenie 16

Objetos¢ graniastostupa prawidtowego tréjkatnego wynosi 644v/3 cm3. Oblicz wysoko$¢ graniastostupa,
wiedzac, ze jest ona czterokrotnie dtuzsza od krawedzi podstawy.

Cwiczenie 17

Podstawa graniastostupa jest romb. Stosunek dtugosci przekatnych podstawy i wysokosci graniastostupa
jestrowny 1l : 3 : 4. Objetos¢ graniastostupa jest rowna 384 cm3. Oblicz dtugosé¢ krawedzi podstawy
tego graniastostupa.



Cwiczenie 18

Suma dtugosci wszystkich krawedzi kazdego z trzech graniastostupéw prawidtowych: tréjkatnego,
czworokatnego oraz sze$ciokatnego jest rowna 36 cm. Wszystkie krawedzie w kazdym z graniastostupow
maja jednakowg dtugosc. Oblicz objetos¢ kazdego z graniastostupow.

Cwiczenie 19

Pole podstawy graniastostupa jest rowne 36 cm?. Wysokoé¢ tego graniastostupa jest rowna 6 cm. O ile
procent nalezy zmniejszy¢ wysokos¢ tego graniastostupa, aby jego objetos$é zmniejszyta sie 0 10 %?

Cwiczenie 20

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego szesciokatnego ma dtugosé 5 cm. Jego dtuzsza
przekatna nachylona jest do podstawy pod katem 45°. Oblicz jego objetos¢.

Cwiczenie 21

Podstawg graniastostupa prostego jest deltoid o polu 100 cm?. Jedna przekatna deltoidu jest dwa razy
dtuzsza od drugiej. Wysoko$¢ graniastostupa stanowi 20 % sumy dtugosci przekatnych deltoidu. Oblicz
objetosc¢ graniastostupa.

Cwiczenie 22

Podstawg graniastostupa pochytego jest kwadrat o boku 5. Wszystkie krawedzie boczne majg dtugos¢ 10
i s3 nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem 45° Oblicz objeto$¢ graniastostupa.



Ostrostup - opis bryty

Ostrostup - budowa
Przyktad 1

N S

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Prostopadtosciany rozcieto, tak jak na rysunku.

o Ile Scian ma kazda z bryl zaznaczonych na niebiesko?
o W jakim ksztalcie sg jej Sciany boczne?
 Jak sie nazywajq takie bryty?

Przyktad 2

Zmieniaj potozenie suwaka i obserwuj, jakie bryly powstaja.

» Jaki ksztalt ma podstawa pomaranczowej bryty?
« Jaki ksztalt majg jej Sciany boczne? Jak nazywa sie ta bryta?




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
Zrodto: Zespot autorski Politechniki k.odzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Bryly zaznaczone kolorem niebieskim na rysunku to ostrostupy. Ostrostupy znane
byly juz w starozytnosSci w ich ksztalcie sg np. egipskie grobowce faraonow.
Wazne!

Ostrostup ma podstawe w ksztatcie wielokata. Sciany boczne sg trojkgtami o wspolnym
wierzchotku nazywanym wierzchotkiem ostrostupa.

wierzchotek %

w krawedz boczna

wierzchotek podstawy
éciana boczna =% w

podstawa

krawedz podstawy

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 3

Wysokoscig ostrostupa nazywamy odcinek 1gczacy wierzchotek ostrostupa z ptaszczyzng
podstawy i prostopadty do tej podstawy.


https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos

wysokosc

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 4

Sprawdz, z jakich elementow sktada si¢ ostrostup.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 5

Zmieniajac potozenie wierzchotka ostrostupa, mozna otrzymac tréjkat. Jakim elementem
tego trojkata jest wysoko$c¢ ostrostupa? Gdzie znajduje sie spodek tej wysokosci?


https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 6

Gdzie znajduje si¢ spodek wysokosci ostrostupa czworokatnego prostokatnego? Jaki kat
tworzy wysokos¢ z podstawg? Jakim rodzajem trojkata jest trojkat utworzony przez
wysokos¢ ostrostupa, krawedz boczng i potowe przekatnej podstawy?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos

Rodzaje ostrostupow

Ostrostup, w zaleznosci od wielokata bedgcego jego podstawg, nazywamy ostrostupem
trojkatnym, szeSciokatnym, czworokatnym itp.

ostrostup ostrostup ostrostup
trojkatny szesciokatny czworokatny

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 7

Przyklad ostrostupa pieciokatnego.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Definicja: Ostrostup prosty, ostrostup pochyty

Ostrostup nazywamy prostym, gdy jego wszystkie krawedzie boczne sg rowne.
W przeciwnym razie - ostrostup nazywamy pochytym. Sciany boczne ostrostupa
prostego s3 trojkagtami rOwnoramiennymi.



https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos

ostrostup pochyty ostrostup prosty

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 8

Okresl rodzaj ostrostupa przedstawionego na rysunku. Okresl potozenie wysokosSci
ostrostupa.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Definicja: Ostrostup prawidtowy

Ostrostup prosty nazywamy prawidtowym, gdy jego podstawa jest wielokat foremny.
Sciany boczne takiego ostrostupa sg przystajgcymi trojkgtami rownoramiennymi.


https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos

ostrostup prawidtowy ostrostup prawidtowy
czworokatny szesciokatny

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 9

Czy ostrostup ABCDEW jest ostrostupem prostym? A prawidtowym?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Definicja: Czworoscian

CzworoScian to ostrostup trojkatny. Czworoscian ma 4 wierzchotki i 6 krawedzi. Jezeli
wszystkie Sciany czworoscianu s3 trojkatami rownobocznymi, to czworoscian nazywamy
czworoscianem foremnym.

Wazne!

Spodek wysokosci ostrostupa prawidlowego jest srodkiem okregu opisanego na
wielokacie, bedacym podstawg ostrostupa.


https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos

Zapamietaj!

Dwa jednakowe ostrostupy prawidtowe foremne tworzg oSmioscian foremny.
Przyktad 10

Zmien polozenie wierzchotka czworoscianu, tak aby uzyskac¢ ostrostup zblizony
ksztaltem do czworo$cianu foremnego.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 11

Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny. Spodek wysokosci ostrostupa znajduje sie
w punkcie oddalonym od krawedzi podstawy o a = 3 cm. Oblicz promien okregu
opisanego na podstawie ostrostupa.

Spodek wysokosci ostrostupa prawidtowego czworokatnego znajduje sie na przecieciu
przekatnych podstawy - na rysunku w punkcie O. Wynika z tego, ze dtugo$¢ krawedzi
podstawy jest rowna

20=2-3cm = 6cm

Promien r okregu opisanego na kwadracie, bedgcym podstawg ostrostupa, jest rowny
polowie przekatnej d tego kwadratu. Natomiast przekatna kwadratu o boku dtugosci
6 cm jest rowna

6v/2 cm.
r=1d

r:%-ﬁﬁcm


https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos

r:3\/§cm

OdpowiedZ:
Promien okregu opisanego na podstawie ostrostupa jest rowny 3v/2 cm.

Rysowanie ostrostupow

Rysowanie ostrostupa rozpoczynamy zwykle od naszkicowania podstawy. Nastepnie
obieramy punkt, ktory bedzie wierzchotkiem ostrostupa i tagczymy ten punkt
z wierzchotkami podstawy.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 12

Sprawdz, w jaki spos6b mozna narysowac ostrostup prosty.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Chcac narysowac ostrostup prosty, po narysowaniu podstawy, zaznaczamy wysoko$c¢ -
odcinek prostopadty do ptaszczyzny podstawy. Koniec wysokosci, ktory nie lezy na

podstawie, taczymy z wierzchotkami podstawy.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPGv99wos


https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 13

W przypadku ostrostupow prawidtowych, po narysowaniu podstawy, zaznaczamy spodek
wysokosci, ktory jest sSrodkiem okregu opisanego na podstawie, a nastepnie rysujemy
wysokos¢ i krawedzie boczne.

W ostrostupie prawidtowym trojkatnym spodek wysokosci lezy na przecieciu wysokosci
podstawy.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1

Okresl, gdzie lezy spodek wysokos$ci w ostrostupie prawidtowym

1. czworokatnym

2. szesSciokatnym

3. oSmiokatnym


https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos

Cwiczenie 2

Na rysunku zaznaczony jest kat nachylenia sciany bocznej ostrostupa do podstawy. Jakie
elementy wyznaczaja ten kat?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DPGv99wos

Zrédto: Zespét autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos

Cwiczenie 3

Na rysunku zaznaczony jest kat nachylenia krawedzi bocznej ostrostupa do podstawy. Jakie
elementy wyznaczaja ten kat?

Zasoéb interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DPGv99wos

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Cwiczenie 4

Ktéra z figur przedstawiona na rysunku to ostrostup?

A B C D
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

() Rysunek B

() Rysunek C

() Rysunek D

() Rysunek A


https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos

Cwiczenie 5

Ostrostup ma 126 krawedzi. lle ma wszystkich wierzchotkéw?

63

62

o O O

127

O 64

Cwiczenie 6

Ostrostup ma 79 wszystkich wierzchotkéw. lle ma wszystkich scian?

80

79

O O O

156

O 78

Cwiczenie 7
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8

Ostrostup ma n (n- liczba naturalna dodatnia) $cian bocznych. lle ma wszystkich krawedzi?

O n+1

() 2n

() 2n+1

(O n-1

Cwiczenie 9

Na rysunku przedstawiony jest ostrostup

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

() czworokatny

() szesciokatny

() siedmiokatny

() trojkatny



Cwiczenie 10

Ostrostup na rysunku ma

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

() 6 $cian bocznych
() 6 wszystkich $cian
() 10 wszystkich krawedzi

() 7 wierzchotkéw podstawy

Cwiczenie 11

Suma dtugosci wszystkich krawedzi czworos$cianu jest réwna 12. Pole powierzchni jednej
Sciany bocznej jest rowne

O 2v3

O V3

O 63

O 6



Cwiczenie 12

Sciana boczna kazdego ostrostupa prawidtowego jest tréjkatem

() réwnoramiennym
() prostokatnym
() rozwartokatnym

() réwnobocznym

Cwiczenie 13

Podstawg ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest trojkat

() réznoboczny
() rozwartokatny

() réwnoboczny

() prostokatny

Cwiczenie 14

Rozstrzygnij, czy zdanie jest fatszywe, czy prawdziwe.

[ ] Spodek wysokosci ostrostupa prostego nalezy zawsze do podstawy ostrostupa.
(] Woysokos$¢ ostrostupa jest zawsze wieksza od dtugosci krawedzi podstawy.

0 Spodek wysokosci ostrostupa prawidtowego szesciokatnego znajduje sie na
przecieciu krétszych przekatnych podstawy.



Cwiczenie 15

Rozstrzygnij, czy zdanie jest fatszywe, czy prawdziwe.

[ ] Czworoscian ma tyle wierzchotkéw, ile ma $cian.
(] Czworoscian ma 4 wierzchotki.
(] Kazda éciana czworoscianu moze by¢ jego podstawa.

(] Sciana boczna czworoscianu jest zawsze tréjkatem réwnobocznym.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPGv99wos
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DPGv99wos

Cwiczenie 16

Wysokoscig ostrostupa ABCDW jest krawedz

al

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O AW

O DW

O BC

O CW

Cwiczenie 17

Naszkicuj ostrostup.

1. pieciokatny

2. prawidtowy czworokatny

3. siedmiokatny



Cwiczenie 18

Suma dtugosci wszystkich krawedzi ostrostupa jest rowna 60. Krawedz boczna ma dtugos¢ 6.
Oblicz dtugos$¢ krawedzi podstawy, wiedzac, ze jest to ostrostup prawidtowy

1. tréjkatny

2. czworokatny
3. pieciokatny
4. osmiokatny

Cwiczenie 19
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 20

Suma dtugosci odcinkéw, z ktérych zbudowano szkielet ostrostupa prawidtowego, wynosi
120 cm.Okresl, jaka dtugo$¢é ma krawedz boczna tego ostrostupa, jesli podstawa jest

1. kwadratem o boku dtugosci 6 cm

2. szeSciokatem o boku dtugosci 8 cm

3. tréjkatem o boku dtugosci 12 cm
Cwiczenie 21

Rozstrzygnij, czy zdanie jest fatszywe, czy prawdziwe.

(] W czworoscianie foremnym wszystkie krawedzie maja jednakowa dtugosé.
ostrostupie prawidtowym sciany boczne sa do siebie przystajace.
W ostrostupi idt SCi b do siebi taj

[ ] Czworoscian foremny jest ostrostupem prawidtowym tréjkatnym.



Cwiczenie 22

Rozstrzygnij, czy zdanie jest fatszywe, czy prawdziwe.

[ ] Wszystkie $ciany boczne ostrostupa sa tréjkatami.

Spodek wysokosci ostrostupa lezy na przecieciu symetralnych bokéw podstawy.

W ostrostupie liczba wszystkich krawedzi jest parzysta.

Spodek wysokosci ostrostupa lezy na jego podstawie.

O 0O 0O d

W ostrostupie liczba wszystkich $cian jest nieparzysta.

(] W ostrostupie wszystkie krawedzie maja wspélny punkt.

Cwiczenie 23

Czy istnieje ostrostup, ktory ma 37 wierzchotkéw? Uzasadnij odpowiedz.

Cwiczenie 24

Czy istnieje ostrostup, ktory ma 37 krawedzi? Uzasadnij odpowiedz.

Cwiczenie 25

1. Czy mozna zbudowac ostrostup prawidtowy, ktérego sciany boczne sg tréjkatami
rownobocznymi, a nie jest on czworoscianem foremnym?

2. Czy mozna zbudowac ostrostup prawidtowy, ktérego wszystkie krawedzie maja
jednakowa dtugosé, a nie jest on czworoscianem foremnym?

3. Czy mozna zbudowac ostrostup, ktérego podstawa jest kwadrat, a nie jest on
ostrostupem prawidtowym?



Cwiczenie 26

Okreéél liczbe krawedzi oraz liczbe wierzchotkédw osmioscianu foremnego.



Pole powierzchni ostrostupa

Siatka ostrostupa
Przyktad 1

Jezeli chcemy zbudowac pudetko, takie jak na rysunku, najpierw nalezy przygotowac
jego siatke.
Fatwo wtedy obliczyé, ile cm? kartonu potrzeba, aby wykonaé pudetko.

Przyktad 2

Rozcinajgc kartonowy model ostrostupa prawidtowego czworokatnego i rozprostowujac
go na ptaszczyznie, tworzymy jego siatke.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje drewniane klocki w ksztalcie bryt. Kreslone sg krawedzie jednego
klocka - powstaje ostrostup. Nastepnie dwa jednakowe ostrostupy rozktadaja si¢ na dwie
rozne siatki ostrostupa.



https://zpe.gov.pl/a/Ds7kCjDZH

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja 3D pokazuje dwie siatki ostrostupa prawidlowego czworokatnego, ktore
sktadajg sie¢ w jednakowe ostrostupy. Ostrostup zamienia si¢ w drewniany klocek lezacy
miedzy innymi klockami.

Przyktad 3
Zaproponuj, jak na podstawie siatki ostrostupa okresli¢, czy jest to ostrostup prawidtowy.
Przyktad 4

W ksztalcie jakich trojkatow sa Sciany boczne ostrostupa?
Jak potozone sg wzgledem podstawy Sciany boczne?

Przyktad 5

Objasnij na podstawie rysunku, jak narysowac siatke ostrostupa prawidtowego
czworokatnego.
Z jakich figur sktada sie ta siatka?


https://zpe.gov.pl/a/Ds7kCjDZH

)
N

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 6

Objasnij na podstawie rysunku, jak narysowac siatke czworo$cianu foremnego.
Z ilu elementow sklada si¢ ta siatka? Jakie majg one wymiary? Co zauwazasz?

VANRVAVARRVAV W

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Siatka ostrostupa sktada si¢ z wielokgta bedacego podstawg ostrostupa i trojkatow - Scian
bocznych.

Pole powierzchni ostrostupa
Przyktad 7

Rysunek przedstawia siatke, z ktorej mozna sklei¢ model ostrostupa prawidtowego.
Wykonaj odpowiednie pomiary i okresl dlugos$¢ boku podstawy i wysoko$¢ Sciany
boczne;.

Oblicz pole podstawy i pole Sciany boczne;j.

Czy potrafisz obliczy¢ pole powierzchni catkowitej ostrostupa? Jesli tak — oblicz je.




Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Majac siatke ostrostupa, mozna obliczy¢ jego pole powierzchni.
Wazne!

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest suma pola podstawy i sumg pot trojkgtow,
bedacych scianami bocznymi.

Pc =Pp + Pb

Pc - pole powierzchni catkowitej
Pp - pole podstawy
Pb - pole powierzchni bocznej

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 8



Oblicz pole powierzchni ostrostupa prawidtowego szeSciokgtnego, ktorego krawedz
podstawy ma dlugos¢ 6 cm, a wysoko$¢ Sciany bocznejjest rowna 10 cm.

6 cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Podstawa ostrostupa jest szesciokat foremny. Obliczamy jego pole - jako sume pdl szeSciu
przystajacych trojkatéw rownobocznych o boku diugosci 6 cm.

Pp:ﬁ.@.@
P, = 54+/3 cm?

Kazda ze $cian bocznych ostrostupa jest trojkgtem o podstawie dtugosci 6 cm i wysokosci
10 cm. Obliczamy pole powierzchni bocznej, czyli sume poél sze$ciu przystajacych
trojkatow.

Py=6-%-6-10
P, = 180 cm?

Obliczamy pole powierzchni catkowitej — sume pola podstawy i pola powierzchni
boczne;.

P,=P,+ P,
P, = 544/3 + 180

IQ::18(3V§—%10)cnﬁ

Odpowiedz:

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest rowne 18 (3\/5 + 10) cm?.

Zadania



Cwiczenie 1

Narysuj siatke ostrostupa prawidtowego, wiedzac, ze wysoko$¢ jego Sciany bocznej jest rowna
5 cm, a krawedzZ podstawy ma dtugosé¢ 4 cm i jest

1. tréjkatem
2. czworokatem
3. pieciokatem

4. szeSciokatem



Cwiczenie 2

Rysunek przedstawia siatke, z ktérej sklejono pudetko.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pudetko ma ksztatt ostrostupa o podstawie

() trojkata

() szesciokata

() trapezu

() pieciokata



Cwiczenie 3

Podstawg ostrostupa jest kwadrat. Wysokoscig ostrostupa jest jedna z krawedzi bocznych.
Kazda sciana boczna tego ostrostupa jest zatem trojkatem

() réwnoramiennym
() rozwartokatnym

() prostokatnym

() réwnobocznym

Cwiczenie 4

Pole powierzchni czworoscianu foremnego jest réwne 4\/§ . Suma dtugosci krawedzi tego
czworoscianu jest rowna

O 12
O 6V3
O 24

O 48



Cwiczenie 5

Oblicz wysokos¢ ostrostupa prawidtowego, ktérego siatke przedstawia rysunek.

10 cm

12 cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6

Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego. Wysokos¢ sciany bocznej jest
réowna 8 cm, dtugos¢ krawedzi podstawy jest rowna 4 cm. Podstawg jest

1. trojkat
2. czworokat

3. szesciokat



Cwiczenie 7

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest réwne 39 dm?.
Podstawa jest kwadrat o boku 3 dm. Pole powierzchni jednej $ciany bocznej jest rowne

() 5dm?
() 6dm?
() 12,5 dm?

() 7, 5dm?

Cwiczenie 8

Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest rowne 3. Krawedz
podstawy ma dtugos¢ 0,5. Oblicz wysokosc¢ $ciany boczne;j.

Cwiczenie 9

Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworokatnego, w ktérym
wysokos¢ éciany bocznej jest réwna 10 cm, a pole powierzchni bocznej jest réwne 160 cm?.

Cwiczenie 10

Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworokatnego, w ktérym
krawedz podstawy jest rowna 14 cm, a krawedz boczna ma dtugos¢ 10 cm.

Cwiczenie 11

Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworokatnego, w ktérym pole
podstawy jest réwne 36 cm?, a krawedz boczna ma dtugosc¢ 10 cm.



Cwiczenie 12

Krawedz czworoscianu foremnego ma dtugosc¢ 4 cm. Pole powierzchni tego czworoscianu jest
rowne

O 164/3 cm?
O 12v/3 cm?
() 16 cm?

(O 12 cm?

Cwiczenie 13

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugosc 8\/§. Kat miedzy
wysokoscig ostrostupa i wysokoscia $ciany bocznej ma miare 60 °. Oblicz pole powierzchni
ostrostupa.

Cwiczenie 14

KrawedZ boczna ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugos$¢ 20 cm i jest nachylona
do podstawy pod katem 45°. Oblicz pole powierzchni ostrostupa.

Cwiczenie 15

Podstawg ostrostupa jest romb. Spodek wysokosci ostrostupa lezy na przecieciu przekatnych
podstawy. Dtuzsza krawedz boczna ma 24 cm i jest nachylona do podstawy pod katem 30°.
Kat nachylenia krétszej krawedzi bocznej do podstawy ma miare 60°. Oblicz pole podstawy
tego ostrostupa.

Cwiczenie 16

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego, czworokatnego ma dtugos$¢ 8 cm. Dwie
przeciwlegte krawedzie boczne ostrostupa oraz przekatna podstawy tworza tréjkat
rownoramienny. Ramie tego tréjkata ma dtugos$¢ 6 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej
ostrostupa.



Cwiczenie 17

Osmioscian foremny to bryta, ktérg otrzymujemy, sklejajagc podstawami dwa jednakowe
ostrostupy prawidtowe czworokatne, w ktérych wszystkie krawedzie majg jednakowa
dtugosc. Oblicz pole powierzchni osmioscianu foremnego, ktérego krawedzie majg dtugosé
8 cm.

Cwiczenie 18

Piramida Cheopsa przypomina ksztattem ostrostup prawidtowy czworokatny. Krawedz jej
podstawy ma dtugos¢ 230 m, a wysokos$¢ 146 m. Oblicz pole powierzchni bocznej piramidy.



Objetos¢ ostrostupa

Wz6r na objetosc ostrostupa
Przyktad 1

Rysunek przedstawia siatke ostrostupa.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Korzystajac z tej siatki, wykonaj modele trzech jednakowych ostrostupéw. Zbuduj z nich
szescian.

Ile razy objetosc¢ tego szescianu jest wieksza od objetosci kazdego z ostrostupow?

Wazne!
Objetosc¢ ostrostupa jest rowna trzeciej czesci iloczynu pola podstawy przez wysokoS¢.
V=4%+-P-H

V - objetosc¢
P, - pole podstawy
H - wysokos¢




Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczanie objetosci ostrostupa

Przyktad 2

Podstawa ostrostupa jest trojkat prostokatny, w ktorym przeciwprostokgtna ma dtugosc

6 cm, a miara jednego z katow ostrych jest rowna 30°. Wysokos¢ ostrostupa jest
czterokrotnoscig krotszej przyprostokatnej. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

Podstawa ostrostupa jest trojkat prostokatny, w ktérym miara jednego z katow ostrych jest
rowna 30°. O takim trojkacie wiemy, ze przyprostokatna lezgca naprzeciw kata 30° jest
dwukrotnie krotsza od przeciwprostokatnej, a druga przyprostokatna jest /3 razy od
niej wigksza.

3cm

N
aVv'3 3v3 em

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

N

Zatem przyprostokatne trojkata, bedacego podstawg ostrostupa, sa rowne 3 cmi 3v/3 cm
. Obliczamy pole podstawy ostrostupa.

Pp:%.3.3\/§

P, = 4,5v/3 cm?




Wysokos$¢ ostrostupa jest rowna czterokrotnosci krotszej przyprostokatnej, ma zatem
dtugos¢

4.3 cm =12 cm.

Obliczamy objeto$¢ ostrostupa.

v

%-PP-H
V=1.45V312

V = 18v/3 cm?

Odpowiedz:
Objetoé¢ ostrostupa jest rowna 18+/3 cm?.

Znajac objetos¢ ostrostupa i pole jego podstawy, mozna obliczy¢ jego wysokosc.
Przyktad 3

Wazon ma ksztatt ostrostupa, ktorego podstawg jest prostokat o polu 150 cm?. W wazonie

miesci si¢ litr wody. Jakg wysoko$¢ ma ten wazon?

Zapisujemy pojemno$¢ wazonu w cms3.

11 = 1dm3 = 1000 cm?
Korzystamy ze wzoru na objetoS¢ ostrostupa i obliczamy jego wysokosc¢.
V=+%-P-H
1000 = + - 150 - H

__ 3000
H = 150

H=20cm

Odpowiedz:

Wysokos¢ wazonu ma 20 cm.

Objetosc¢ czworoscianu foremnego

Obliczymy objeto$¢ czworo$cianu foremnego o krawedzi dlugosci a.



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Podstawa ostrostupa jest trojkat rownoboczny. Zatem pole podstawy jest rowne

P, = %a?
Obliczmy teraz wysokos$¢ ostrostupa jako przyprostokatng trojkata prostokatnego, w ktorym
przeciwprostokatna jest krawedzig czworos$cianu, a druga przyprostokatna to % wysokosci
podstawy (czyli wysokosci tréjkgta rownobocznego).

Obliczamy objetos¢ czworoScianu.



_ 418 3
V——36a

V= Y243

12
Wazne!

Objetos¢ czworoscianu foremnego o krawedzi dtugosci a jest rowna

vV V2 3

= T12a

Przyjmijmy, ze dtugos¢ krawedzi szeScianu jest rowna b, zas a to dtugos¢ krawedzi
czworoscianu.
Oproécz czworoscianu foremnego w szeScianie mozna umiescic¢ cztery inne jednakowe

czworosciany. Objetos¢ kazdego z nich jest rowna
b=
Zatem objetos¢ czworoScianu foremnego jest rowna
V=043 =b— 50° = 2b° = ;b

Poniewaz a jest przekatng kwadratu o boku b, zatem a = bv/2.

Stad
b= 4 — o2
v=ip=1-()
V=1.2.2/2
Vzga?’
Przyktad 4

Czy 15 dm? kartonu wystarczy, aby wykona¢ pudetko w ksztatcie czworo$cianu
foremnego o objetosci %\/5 dm3?

Aby odpowiedzie¢ na pytanie zawarte w zadaniu, musimy znalez¢ pole powierzchni
czworoscianu.

Znajac objetos¢ czworoscianu, obliczymy najpierw dtugos¢ a jego krawedzi .




a® = %\/5 : %
ad = ng/i : %
a® =27
a =27
a=3dm
Obliczamy pole powierzchni czworoscianu.
P=1. @cﬁ
P=+/3.3
P=9v3
P =94/3=155884....
P = 15,5884 dm?
Odpowiedz:
Poniewaz 15,5884 . ..

> 15, zatem 15 dm? kartonu nie wystarczy na wykonanie pudetka.
Zadania

Cwiczenie 1

Oblicz objetos$¢ ostrostupa, ktérego pole podstawy jest réwne P, a wysoko$¢ jest rowna H.

V= ..

Liczby P, H naturalne ze zbioru 1 — 50



Cwiczenie 2

Wysoko$¢ ostrostupa prawidtowego jest rowna 12, a krawedz jego podstawy ma dtugos¢ 2.
Oblicz objetos¢ tego ostrostupa, wiedzac, ze jego podstawg jest

1. tréjkat

2. czworokat

3. szesciokat
Cwiczenie 3

Pole podstawy ostrostupa jest rowne P, a jego objetos¢ V. Oblicz wysokos¢ ostrostupa.
Liczby P, i V naturalne z przedziatu 1 — 100.

Cwiczenie 4
Oblicz objetos¢ ostrostupa, ktérego wysokos¢ jest réwna 18 cm, a podstawg jest
1. prostokat o bokach dtugosci 4 cm i 10 cm

2. tréjkat prostokatny réwnoramienny, w ktorym suma dtugosci przyprostokatnych jest
rowna 2\/5 cm

3. romb o przekatnych dtugoséci 7 cm i 8 cm

4. réwnolegtobok, w ktorym jeden z bokéw ma dtugos¢ 6 cm, a wysokos$¢ poprowadzona do
tego boku jest réwna 4 cm



Cwiczenie 5

Objetosc¢ ostrostupa prawidtowego przedstawionego na rysunku jest rowna

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O 3
O 0,753
O 273

O 2,25v3

Cwiczenie 6

Podstawg ostrostupa jest prostokat o bokach dtugosci 6 mm i 8 mm. Objetos¢ ostrostupa
wynosi 80 mm?3. Oblicz dtugos¢ krawedzi bocznej tego ostrostupa.



Cwiczenie 7

Objetosc¢ ostrostupa jest dwukrotnie wieksza od objetosci graniastostupa o takiej samej
podstawie. Wynika z tego, ze stosunek wysokosci graniastostupa do wysokosci ostrostupa jest
rowny

() 1:6
(O 2:1
() 1:3

() 2:3

Cwiczenie 8
Oblicz objetos¢ czworoscianu foremnego, wiedzac, ze
1. krawedz ma dtugosc 2

2. wysokos¢ jego $ciany bocznej jest rowna 3

3. pole jego sciany bocznej jest rowne %

4. pole jego powierzchni jest rowne 81v/3
Cwiczenie 9

Wysokos¢ ostrostupa jest réwna H. Podstawg ostrostupa jest trapez réwnoramienny
o podstawach dtugosci 3H oraz H. Obwdd podstawy jest rowny 2H (2 + \/5) Wykaz, ze

objetosc¢ tego ostrostupa jest mniejsza od H 3,



Cwiczenie 10

Dwa jednakowe ostrostupy prawidtowe czworokatne o krawedzi podstawy dtugosci 5 cm
potgczono podstawami. Odlegto$é miedzy wierzchotkami ostrostupéw wynosi 40 cm. Oblicz
objetos¢ otrzymanej bryty.

Cwiczenie 11

Oblicz wysokos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego o objetosci 125 cm? i krawedzi
podstawy dtugosci 5.

Cwiczenie 12

Oblicz pole podstawy ostrostupa osmiokatnego o wysokosci 10 cm, ktérego objetos¢ jest
réwna 169 cm?.

Cwiczenie 13

Jaka dtugos¢ ma krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego o wysokosci 36 cm
3
i objetosci 3v/3 m’?



Cwiczenie 14

Graniastostup i ostrostup majg takie same podstawy. Objetos¢ graniastostupa jest dwa razy
wieksza od objetosci ostrostupa. Wysokos$¢ graniastostupa jest rowna 8 cm. Jakg wysokosé
ma ostrostup?

() 12 cm
() 14 cm

() 3 cm

() 18 cm

Cwiczenie 15

Suma dtugosci wszystkich krawedzi czworoscianu foremnego wynosi 18 cm. Oblicz objetos¢
tego czworoscianu.

Cwiczenie 16

Suma dtugosci krawedzi bocznej ostrostupa oraz krawedzi podstawy ostrostupa
prawidtowego szesciokatnego wynosi 8 cm. Dtugosci tych krawedzi sg w stosunku 3 : 1.
Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Cwiczenie 17

3
Ostrostup prawidtowy szesciokatny ma wysokos$¢ 1 cm oraz objetos¢ 8 \/gcm . Oblicz
dtugosci krawedzi tego ostrostupa.

Cwiczenie 18

Pole podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest 4 razy mniejsze od jego
powierzchni bocznej. Krawedz podstawy ma dtugos¢ 6 cm. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.



Cwiczenie 19

Prostopadtoscian ma wymiary 6 i 6 i 8. Krawedzie ostrostupa prawidtowego tréjkatnego maja
dtugosci réwne dtugosciom przekatnych $cian prostopadtoscianu. Oblicz objetos¢ ostrostupa.
lle réznych rozwigzan ma to zadanie?

Przekatne Scian tego prostopadtoscianu majg dlugosci
di =62 +8 =10,dy = V62 + 62 = /72 = 62

Ostrostup ma 6 krawedzi, ale trzy z nich sg krawedziami podstawy i s rowne, a trzy sa
krawedziami bocznymi i tez s3 sobie rowne. Sa dwie mozliwosci: albo krawedzie postawy
majg dtugoé¢ 10, a krawedzie boczne 6+/2, albo na odwrét. W pierwszym przypadku
wysokos¢ prostopadtosScianu jest rowna

H1:\/(6x/§)2—(§.%f3)2: 6 _ 2%

Zas w drugim

H2:\/(10)2— (%.@)Zm:zm

Objetosc ostrostupa w tych przypadkach wynosi:

Vo — 1., 100v3  2v329 _ 50v29
1 =73 4 J3 3

Vo =+ —~F—-2y19 = 1 - mfrac- 2/19 = 12V/57

Cwiczenie 20
Oblicz objetos¢ o$mioscianu foremnego, ktorego kazda krawedz ma dtugosé 5 cm.
Cwiczenie 21

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy ma dtugosé 8 cm, a krawedz

boczna jest nachylona do krawedzi podstawy pod katem 30°. Oblicz objeto$¢ tego ostrostupa.



Cwiczenie 22

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym wysokos$¢ $ciany bocznej ma dtugosé 20 cm i jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 30°. Oblicz objeto$¢ tego ostrostupa.

Cwiczenie 23

Dwa pojemniki, jeden w ksztatcie prostopadtoscianu o wymiarach: 4 m i 4m i 5m, drugi

w ksztatcie ostrostupa prawidtowego czworokatnego o wysokosci 9 m i krawedzi podstawy
6 m nalezy napetni¢ gazem.

W ktorym pojemniku bedzie wiecej gazu?

Sprawdz, czy do napetnienia obu pojemnikéw wystarczy 200 m3 gazu.

Odpowiedzi uzasadnij.

Cwiczenie 24

Uzupetnij tabelke.
Tabela. Dane
Ostrostup prawidtowy n-katny n=23 n=4 n==~06
Pole powierzchni bocznej ostrostupa 20 48+/6
Pole powierzchni catkowitej ostrostupa 48+/6 + 24+/3
Pole podstawy ostrostupa 4\/§ 25

Objetos¢ ostrostupa 12



Stowniczek

Reguta:

Dla dowolnejliczby a zachodzi rowno$¢ v/—a = —+/a.
Na przyktad

V=125 = -5, — V/125 = -5,
czyli
V125 = —/125 = —5.
Definicja: Czworoscian

CzworoScian to ostrostup trojkatny. Czworoscian ma 4 wierzchotki i 6 krawedzi. Jezeli
wszystkie Sciany czworoscianu s3 trojkatami rownobocznymi, to czworoscian nazywamy
czworo$cianem foremnym.

Twierdzenie: Dziatania na potegach
 Iloczyn poteg o takich samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownosc

Aby pomnozy¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
5. | wyktadnikach naturalnych, dodajemy ich wyktadniki, a podstawe




Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

 Iloraz poteg o takich samych podstawach

Dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa
jest rownos$c

Aby podzieli¢ dwie potegi o takich samych podstawach réznych od zera
~2, i wyktadnikach naturalnych, odejmujemy ich wyktadniki, a podstawe
7 pozostawiamy bez zmiany.
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Twierdzenie: Dziatania na potegach
 Iloczyn poteg o takich samych wykladnikach

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn
prawdziwa jest rownos¢

a"eb" = (aeb)".


https://zpe.gov.pl/a/D1CjQPkOH
https://zpe.gov.pl/a/D1CjQPkOH

5 Dla dowolnych liczb a i b réznych od zera oraz dowolnej liczby naturalnej n,
Z n-ta potega iloczynu tych liczb jest rowna iloczynowi n-tych poteg tych liczb.
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(@a-b)'=3". p"

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

« Iloraz poteg o takich samych wykladnikach
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 i dowolnejliczby catkowitejn

prawdziwa jest rownosc



https://zpe.gov.pl/a/D1CjQPkOH

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Definicja: Dziedzina funkcji
Zbior X nazywamy dziedzing funkciji, a jego elementy argumentami funkciji.
Definicja: Funkcja

« Funkcja f ze zbioru X w zbior Y nazywamy przyporzadkowanie, w ktérym kazdemu
elementowi zbioru X przyporzadkowany jest doktadnie jeden element zbioru Y.

Definicja: Funkcja malejaca

Funkcje nazywamy malejgca, jezeli wraz ze wzrostem argumentow malejg wartosci
funkciji.

Definicja: Funkcja rosnaca
Funkcje nazywamy rosngca, jezeli wraz ze wzrostem argumentow rosng wartosci funkcij.
Definicja: Funkcja stata

Funkcje nazywamy stalg, jezeli wraz ze wzrostem argumentow warto$¢ funkcji pozostaje
stata.

Definicja: Graniastostup prosty
Graniastostup prosty to taka figura przestrzenna, ktora ma

» dwie podstawy bedgce jednakowymi wielokgtami,
» Sciany boczne bedgce prostokatami.

Nazwa graniastostupa zalezy od rodzaju wielokata w podstawie.


https://zpe.gov.pl/a/D1CjQPkOH
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graniastostup prosty graniastostup prosty graniastostup prosty

trojkatny czworokatny szesciokatny

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Jednomian

Jednomianem nazywamy wyrazenie algebraiczne, ktore jest liczbg, literg lub iloczynem
liczbi liter.

Definicja: Miejsce zerowe funkcji

Miejscem zerowym funkcji nazywamy kazdy argument, dla ktérego funkcja przyjmuje
wartosc 0.

Definicja: Ostrostup prawidtowy

Ostrostup prosty nazywamy prawidtowym, gdy jego podstawa jest wielokat foremny.
Sciany boczne takiego ostrostupa sg przystajgcymi trojkgtami rownoramiennymi.

ostrostup prawidtowy ostrostup prawidtowy
czworokatny szesciokatny

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Definicja: Ostrostup prosty, ostrostup pochyty

Ostrostup nazywamy prostym, gdy jego wszystkie krawedzie boczne sg rowne.
W przeciwnym razie — ostrostup nazywamy pochytym. Sciany boczne ostrostupa
prostego s3 trojkagtami rownoramiennymi.

ostrostup pochyty ostrostup prosty

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Pierwiastek kwadratowy

Pierwiastkiem kwadratowym z liczby nieujemnej a nazywamy takg liczbe nieujemng b,
ktorej kwadrat jest rowny liczbie a. Pierwiastek ten oznaczamy symbolem +/a.
Pierwiastek kwadratowy nazywany jest rowniez pierwiastkiem stopnia drugiego.
Mowimy, ze liczba a w wyrazeniu +/a to liczba podpierwiastkowa.

Definicja: Pierwiastek szescienny

» Pierwiastkiem szeSciennym z liczby a nazywamy taka liczbe b, ktorej szeScian jest
roéwny liczbie a. Pierwiastek ten oznaczamy symbolem /a.

» Pierwiastek szeScienny nazywany jest rowniez pierwiastkiem stopnia trzeciego.

o /a = bwtedyi tylko wtedy, gdy b* = a.

Twierdzenie: Pole szesciokata foremnego

Pole szeSciokgta foremnego o boku dlugosci a jest rowne

Dowad

Szesciokat foremny, ktorego bok ma dlugosc¢ a, mozna podzieli¢ na 6 przystajacych
trojkatow rownobocznych. Diugos¢ boku takiego trojkata jest rowna a, zatem jego pole to
V3 2

T

Pole sze$ciokata foremnego jest szeSciokrotnie wigksze od pola trojkata, zatem



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Pole trojkata

Pole P trojkata o wysokosci h poprowadzonej do podstawy dlugosci a jest rowne

__ aeh
pP=sh

N

a
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Pole tréjkata prostokatnego

Pole trojkata prostokatnego o przyprostokatnych dtugosci a i b jest rowne P = %b



N

a

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Pole tréjkata rownobocznego

>J>|§
So

Pole trojkata rownobocznego o boku diugosci a jest rowne P =

a a p_ﬁz

_4a

a
Zrédto: Zespot autorski Politechniki todzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Twierdzenie: Potega potegi
» Potega potegi
Dla dowolnejliczby a # 0 i dowolnych liczb catkowitych n i m prawdziwa jest rownos¢

(an)m — anom.



Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Definicja: Przeciwdziedzina funkcji

Zbior Y nazywamy przeciwdziedzing funkciji, a kazdy element y tego zbioru, ktory zostat
przyporzadkowany co najmniejjednemu argumentowi x, nazywamy warto$cig funkciji f
dla argumentu x, co zapisujemy symbolicznie y = f(z).

Symbolicznie funkcje f okreslona w zbiorze X o wartosciach w zbiorze Y zapisujemy

W postaci

f: X—=Y
Definicja: Przekatna prostopadtoscianu

Przekatng prostopadto$cianu nazywamy odcinek taczgcy dwa wierzchotki
prostopadlo$cianu lezgce na roznych podstawach i réznych Scianach bocznych.

przekatna
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https://zpe.gov.pl/a/D1CjQPkOH

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Twierdzenie: Rodzaje tréjkatow a dtugosci bokéw

Niech liczby a, b, ¢, gdzie ¢ > a i c > bbeda dlugoSciami bokow trojkata.

« Trojkat ten jest prostokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a? + b* = 2.

« Trojkat ten jest ostrokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a® + b* > 2.
« Trojkat ten jest rozwartokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a? + b* < 2.

Definicja: Rbwnanie

Rownaniem nazywamy rownos¢ dwoch wyrazen algebraicznych, przy czym przynajmniej
w jednym z tych wyrazen wystepuje co najmniejjedna zmienna, zwana niewiadoma.
Na przyktad:

3xy = 5,3z +t2 =10
Twierdzenie: Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratow dlugosci dwoch bokow trojkata jest rowna kwadratowi diugosci
trzeciego boku, to trojkat ten jest prostokatny.

Twierdzenie: Twierdzenie Pitagorasa

Jezeli a i b sg dtugo$ciami przyprostokatnych, za$ ¢ dtugo$cia przeciwprostokatnej
w trojkacie prostokgtnym, to zachodzi zwigzek

a® +b =

\
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Wielokat wklesty

Wielokat jest wklesty, jezeli co najmniejjeden z jego katéw ma miare wigkszg od 180°.
Wielokat, ktory nie jest wklesty, to wielokat wypukty.



Definicja: Wielokat wypukty

Jezeli odcinek fgczacy dwa dowolne punkty w wielokgcie jest catkowicie w nim zawarty,
to taki wielokat nazywamy wypuktym.

Definicja: Wspétrzedne

Kazdemu punktowi P zaznaczonemu w ukladzie wspolrzednych odpowiada
uporzadkowana paraliczb (z, y) nazywanych jego wspotrzednymi.
Zapisujemy

P:($7 Y)

P=(xY)

'’

odcieta punktu P rzedna punktu P

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Zbior miejsc zerowych funkcji

Zbiorem miejsc zerowych nazywamy zbior wszystkich argumentow, dla ktorych funkcja
przyjmuje wartosc 0.

Definicja: Zbior wartosci funkcji

Zbior ztozony ze wszystkich elementow, ktore sg warto$ciami funkcji f dla wszystkich
argumentow dziedziny, nazywamy zbiorem wartosci funkcji f i oznaczamy ZW.



