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Aby stwierdzi¢, czy dana liczba naturalna jest podzielna przez inng liczbe naturalng, mozna
skorzysta¢ z cech podzielnosci. Nie zawsze jednak jest to takie proste, gdyz czesto nalezy
okresli¢ podzielnosc¢ nie jednejkonkretnejliczby, ale catego zbioru liczb, speiniajacych
dane warunki.

Wtedy musimy przeprowadza¢ bardziej skomplikowane rozumowania. Wiasnie takimi
rozumowaniami zajmiemy si¢ w tym materiale. Pokazemy réznego typu zadania,
prowadzace do udowodnienia wlasnosci zwigzanych z podzielnoscig liczb naturalnych.
W tym celu postuzymy si¢ aparatem algebraicznym, opartym mi¢dzy innymi na wzorach
skroconego mnozenia.

Twoje cele

» Udowodnisz niektore wlasnosci zwigzane z podzielnoscia liczb naturalnych.
» Przeksztalcisz rownowaznie wyrazenia algebraiczne, grupujac wyrazy, wylaczajac
wspolny czynnik przed nawias.

» Zastosujesz wzory skroconego mnozenia, przeksztatcajgc wyrazenia algebraiczne.


https://pixabay.com/photos/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1082116
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Przeczytaj

Zagadnienia zwigzane z podzielnos$cig liczb naturalnych od wiekow byly przedmiotem
badan wielu wybitnych matematykow. Aparat matematyczny, ktorym dysponujemy nie
pozwala na prowadzenie bardziej zaawansowanych rozwazan, zatem w tym materiale
rozwazymy tylko niektore z podstawowych zagadnien z teorii podzielnosci.

Na poczatek zadania dotyczace liczb pierwszych, ktore uwazane sg za ,krolowe”
wszystkich rodzajow liczb naturalnych.

Definicja: Liczba pierwsza

Liczba pierwsza to liczba naturalna wigksza od 1, ktéra ma doktadnie dwa dzielniki -
jedynke i samg siebie.

Wazne!
Liczba 0 nie jest ani liczbg pierwszg, ani ztozona.
Liczba 1 nie jest ani liczbg pierwsza, ani ztozona.

Przyktad 1

Wykazemy, ze istnieje tylko jedna liczba pierwsza p taka, ze liczby A = 4p? + 11
B = 6p* + 153 liczbami pierwszymi.

Obliczmy kilka wartosci liczb A i B dla kolejnych poczatkowych liczb pierwszych.
e JeSlip=2to
A=4-4+1=17-liczba pierwsza,
B=6-4+1= 25 -liczba zlozona.
Liczba 2 nie spelnia warunkow zadania.
e JeSlip =3, to
A=4-9+1=37-liczba pierwsza,
B =6-9+1 =55 -liczba ztozona.
Liczba 3 nie spelnia warunkoéw zadania.

e Jeslip=>5,to
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A=4-25+1 =101 - liczba pierwsza,
B=6-25+1 =151 -liczba pierwsza.
Liczba 5 spetnia warunki zadania. Jest wiec szukang liczbg.

Pozostaje zatem wykaza¢, ze nie istnieje inna liczba, wigeksza od 5, dla ktérejliczby Ai B
sa jednoczesnie liczbami pierwszymi.

Kazda liczba naturalng wiekszg od b mozna zapisa¢ w postaci
5n,5n +1,5n + 2,5n + 31ub dn + 4,
gdzie n jest liczbg naturalng dodatnia.
Poniewaz p jest liczba pierwsza wieksza od 5, zatem
p=m+1,p=56m+2,p=5M-+3lubp =5n+4.
e JeSlip=>5n+1,to
A=4p+1=40n+1)" +1,
A = 100n? + 40n + 5,
A =5(20n + 8n + 1) - liczba ztozona.
e JeSlip=>5n+2,to
B=6p*+1=6(5n+2)%+1,
B = 150n? + 120n + 25,
B = 5(30n? + 24n + 5) - liczba ztozona.
e JeSlip =5n+3,to
B=6p>+1=6(5n+3)"+1,
B = 150n* + 180n + 55,
B = 5(30n” + 36n + 11) - liczba ztozona.
e JeSlip=5n+4,to
A=4p> +1=4(5n+4)" +1,

A = 100n? + 160n + 65,



A = 5(20n* + 32n + 13) - liczba ztozona.

WykazalisSmy wiec, ze jesli liczba p jest liczbg pierwszg, wieksza od 5, to liczba A lub
liczba B jest ztozona. Zatem tylko dla p = 5 kazda z liczb A i B to liczba pierwsza, co
nalezato udowodnic.

Przyktad 2
Wykazemy, ze nie istniejg rozne liczby pierwsze p, g, r takie, ze liczba
% + % + % jest liczbg naturalna.

Przeprowadzimy dowod nie wprost. Zakladamy, ze liczba % + % + % jest liczba
naturalng. Zatem istnieje taka liczba naturalna ¢, ze
1,1 1 _

> + 7 + - =t

Przeksztalcamy lewa strone zapisanej rownosci.
1,1 .1 _

> + 7 +- =1

qrpr4pg _

e t|rpar

qr +pr +pq = tpgr

qr =tpqr — pr — pq

qr = p(tqgr — 7 —q)

Wynika z tego, ze liczba gr dzieli si¢ przez p. Otrzymujemy sprzecznosc, bo liczby p, g, r
to rozne liczby pierwsze.

Zatem liczby p, g, 7 0 zagdanej wlasnosci nie istnieja, co nalezato wykazac.

Nastepny problem, ktorym si¢ zajmiemy, zwigzany jest z okreslaniem reszt z dzielenia liczb
naturalnych.

Przyktad 3

Liczba A w dzieleniu przez 7 daje reszte 4, a liczba B w dzieleniu przez 7 daje reszte 5.
Wykazemy, ze suma kwadratow liczb A i Bw dzieleniu przez 7 daje reszte 6.

Liczba A w dzieleniu przez 7 daje reszte 4, zatem mozna ja zapisa¢ w postaci
A =Tk +4,gdzie k € N.

Liczba B w dzieleniu przez 7 daje reszte 5, zatem mozna jg zapisa¢ w postaci
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B =7t 4 5,gdziet € N.

Zapisujemy i przeksztatlcamy sume kwadratéw liczb A i B.
A% 4 B? = (Tk+4)° 4 (Tt + 5)°

A% + B% = 49k? 4 56k + 16 + 49¢% + 70t + 25

A? 4 B? = 49k? 4 56k + 49t> 4 70t 4 41

A%+ B = 7(7k? + 8k + 7t* 4+ 10t + 5) + 6

Liczbe A% + B? mozna wiec przedstawi¢ w postaci

A? + B% = Tw + 6, gdzie w = Tk* 4+ 8k + 7t> + 10t + 5 i jako suma liczb naturalnych w
jest liczba naturalng.

Oznacza to, ze reszta z dzielenia sumy kwadratéow liczb A i B w dzieleniu przez 7 daje

reszte 6, co nalezato wykazac.

Pokazemy teraz wykorzystanie wzorow skroconego mnozenia w teorii podzielnosci.

Trwa wczytywanie danych.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DRHXgc8Kk]J

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy zastosowania wzorow skroconego mnozenia
w teorii podzielnosci liczb.

Przyktad 4

Dane sg liczby naturalne a, b, c. Wykazemy, ze liczba a® + b3 + ¢ jest podzielna przez 6,
wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a 4 b + c jest podzielna przez 6.

Zauwazmy, ze
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a’—a=a(a®—1) =a(a—1)(a+1)-liczbya — 1, a, a + 1 to kolejne liczby naturalne,
zatem ich iloczyn jest liczbg podzielng przez 6. Wynika z tego, ze liczba a® — a jest
podzielna przez 6.

Podobnie

b3 —b=0b(b?>—1) = b(b—1)(b+ 1) - liczba podzielna przez 6

¢ —c=c(c® — 1) = c¢(c—1)(c+ 1) - liczba podzielna przez 6

Suma liczb podzielnych przez 6 jest tez podzielna przez 6.

a’—a+b —b+c—c=(a®+b+c*) — (a+ b+ c) - liczba podzielna przez 6

Jesli liczba a® + b% + ¢ jest podzielna przez 6 to i liczba a + b + ¢ musi by¢ podzielna
przez 6 i odwrotnie.

Zatem a® + b + ¢ jest podzielna przez 6, wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a + b + c jest
podzielna przez 6, co nalezato wykazac.

Przyktad 5

Wykazemy, ze liczba A = n® — n, gdzie n jest liczbg naturalng wieksza od 1 , jest
podzielna przez 30.

Korzystajagc dwukrotnie ze wzoru skréoconego mnozenia na réznice kwadratow,
zapisujemy w postaci iloczynu wyrazenie okres$lajgce liczbe A.

A=n°—n
A:n(n4—1) :n(nQ—l)(n2+1)
A= (n-1)n(n+1)(n*+1)

Liczby (n — 1), n, (n + 1) to kolejne liczby naturalne, zatem ich iloczyn jest
wielokrotnoscig liczby 6.

Teraz musimy tak przeksztatcié¢ n? + 1, aby pokazaé, ze liczba A jest réwniez
wielokrotnoscig liczby 5 (bo 6 - 5 = 30).

A=(n-1)n(n+1)(n®*—4+5)
Zapisujemy iloczyn w postaci rOwnowaznej sumy.
A=(n—-1n(n+1)(n®—4) +5(n—1)n(n+1)

A=mn—-1)nn+1)(n—2)(n+2)+5(n—1)n(n+1)



A=(n-2)(n—1)n(n+1)(n+2)+5n—1)n(n+1)

Liczby (n — 2), (n — 1), n, (n + 1), (n + 2) to pie¢ kolejnych liczb naturalnych, zatem ich
iloczyn dzieli sie przez 6 i przez 5, a wiec i przez 30.

lloczyn 5(n — 1)n(n + 1) tez jest podzielny przez 30.

Suma liczb podzielnych przez 30 jest tez podzielna przez 30. Zatem liczba A jest
podzielna przez 30, co nalezato wykazac.

Stownik
liczba pierwsza

liczba naturalna wigksza od 1, ktora ma doktadnie dwa dzielniki - jedynke i sama siebie



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj przyktady zamieszczone w animacji, pokazujace zastosowania wzoréw
skréconego mnozenia stopnia trzeciego w zadaniach zwigzanych z podzielnoscia liczb

naturalnych.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DgnMQXIBx

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej dowodzenia twierdzen z teorii podzielnoSci.

Polecenie 2

Wykaz, ze kazda zliczb A = n® + 5n, B=n% — 19n, C = n® + 11ndlan € Njest
podzielna przez 6.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dlan € N, kwadrat liczby naturalnej nieparzystej jest
postaci:

() 8n+4
() 8n

() 8n+3
O 8n+1

(O 8n+2

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz. Liczby p, q sa liczbami pierwszymi. Wéwczas rownanie
p(P*+p+1)-3=g¢q

ma jedno rozwiazanie takie, ze p to liczba parzysta, g - liczba nieparzysta.
nie ma rozwigzania.

ma jedno rozwiazanie takie, ze obie liczby p, g sa liczbami parzystymi.

o O O O

ma nieskonczenie wiele rozwiazan takich, ze liczby p, g sa liczbami nieparzystymi.




Cwiczenie 3 @

Kazda z liczb a, b, ¢ daje w dzieleniu przez 3 inng reszte. Zaznacz wszystkie liczby podzielne
przez 3.

() D=a®>+b*+¢
()] C=(a+b)(b+c)(c+a)
(] A=a+b+c

(] B=abc

Cwiczenie 4
Uzupetnij zdania, wpisujac odpowiednie liczby.

Reszta z dzielenia liczby A przez 2 jest rowna 1, a reszta z dzielenia tej liczby przez 3 jest

rowna 2. Wynika z tego, ze reszta z dzielenia tej liczby przez 6 jest réwna ‘ ’

Reszta z dzielenia liczby B przez 2 jest rowna 1, a reszta z dzielenia tej liczby przez 5 jest

rowna 3. Wynika z tego, ze reszta z dzielenia tej liczby przez 10 jest rowna ‘ ’




Cwiczenie 5

Liczby pi g sa liczbami pierwszymi. Pouktadaj w odpowiedniej kolejnosci rozwigzanie
réwnania p* — 2¢% = 1.

pP=8+1
Prawa strona rownania, czyli 2q2 jest tez podzielna przez 8.

Zauwazmy, ze liczba p jest nieparzysta. Gdyby byta to liczba parzysta, to strona
prawa i lewa miatyby rézng parzystosc.

Liczby p — 1ip + 1 to kolejne liczby parzyste.
Jedna z tych liczb jest podzielna przez 2, a druga przez 4.

p=—3lubp=3
lloczyn (p — 1)(p + 1) jest podzielny wiec przez 8.
Jedyna liczba parzysta pierwsza to 2, czyliqg = 2.

Odpowiedz:
Jedyna para spetniajaca warunki zadaniatop = 3, g = 2.

pPP—1=2.22

Przeksztatcamy réwnanie.
p2 —1= 2q2

Rozktadamy lewga strone réwnania na czynniki.
(p—1(p+1) =2¢°

Zatem q jest liczba parzysta.
p’=9

Poniewaz p jest liczba pierwsza, zatem p = 3.
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Cwiczenie 6

Liczby a, b, ¢, d sa liczbami naturalnymi dodatnimi takimi, ze b> + ¢ = ad — be. Wykaz, ze
liczba A = a® + b% + ¢ + d? jest ztozona.

Cwiczenie 7 @

Znajdz wszystkie liczby naturalne, dla ktorych liczby A = n+n+1iB=n*+n+3 s3
liczbami pierwszymi.

Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze istnieje tylko jedna liczba pierwsza p, dla ktorej liczba A = 2P + p2 jest liczba
pierwsza.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dowodzenie twierdzen z teorii podzielno$ci
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) przeprowadza proste dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych i reszt
z dzielenia nie trudniejsze niz:

a) dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu czterech kolejnych liczb naturalnych,

.....

przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2.

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)*, (a — b)°,
a3 — b, " — b

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jedneji wielu zmiennych;

3) wytgcza poza nawias jednomian z sumy algebraiczne;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

e kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:



Uczen:

» udowadnia niektore wlasno$ci zwigzane z podzielno$cig liczb naturalnych

» przeksztalca rbwnowaznie wyrazenia algebraiczne, grupujac wyrazy, wylaczajgc
wspolny czynnik przed nawias

 stosuje wzory skroconego mnozenia, przeksztalcajac wyrazenia algebraiczne

» stawia hipotezy i udowadnia je na drodze rozumowan wymagajacych stosowania
nieszablonowych strategii

» wykorzystuje kompleksowg wiedze z teorii liczb, udowadniajac twierdzenia z teorii
podzielno$ci

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e klebek
e studium przypadku

Formy pracy:

e pracaw grupach
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

« komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
o klebek sznurka

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

2. Uczniowie stojg w kregu i rzucajg do siebie klebek sznurka. Uczen, ktory zlapie kiebek
musi podac jedna informacje dotyczaca podzielnosci liczb naturalnych, ktéra moze
przydac sie na lekcji. Uczen, ktory odrzuca klebek, zatrzymuje w dioni kawatek
sznurka. W ten sposob tworzy sie sie¢ pajecza, z ktorej po wyczerpaniu informacij,
uczniowie muszg si¢ wyplata¢ - czym wigksza sie¢, tym informaciji byto wiece;j.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w grupach metoda analizy przypadku. Zapoznajg si¢ z materiatem
z sekcji ,Przeczytaj’ i z animacjami. Nastepnie wybierajg jeden z analizowanych



przypadkow i uktadajg oraz rozwigzujg analogiczne zadanie.
2. Po zakonczeniu tego etapu pracy, kazda grupa prezentuje swoje zadanie na tablicy
w formie twierdzenia i dowodu, uzasadniajgc przy tym wybor typu zadania.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.
Liderzy grup przedstawiaja refleksje na temat pracy grup, zaangazowania uczniow,
problemow i ciekawych pomystow.

2. Nauczyciel podsumowuje przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy
uczniow, ocenia prace grup.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzysta¢ na zajeciach pokazujgcych zastosowanie wzorow skroconego
mnozenia lub w czasie zaje¢ poSwigconych metodom dowodzenia twierdzen.


https://epodreczniki.pl/b/dowody-dotyczace-podzielnosci-liczb-calkowitych/PvZl0zRXP

